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Soci^te   Philomatiqae   de  Paris. 

(Extraits  in^ts  ätm  proc^-verbauz.) 

Suite  de  la  •4anee  du  19  avril  1845. 

Physique«  «^  M.  Alh.  Peitier  lit  la  note  siiiTante  sur  la  cause 
des  oSGillatioDS  du  liiveau  k  Inille  d  ur: 

i,M*  Lhtfre»  lieutenant  du  gv^nie  beige,  a  präsentö  ä  TAcad^niie 
des  scieDces  de  Bruxelies  im  memoire  ^ur  ies  oscillations  du  niYeau  k 
bulle  d'air  et  sur  Ies  moyens  de  remödier  a  cette  cause  d'erreur.  Cet  oflfi- 
cier  formule  le  räsultat  de  ses  observatious  et  de  ses  exp^rience«  dans 
Ies  tenaes  suivants:  »»Un  uiveau  k  bulle  d'air  ixes  bon  et  tres 
sensible  ^taut  cal^  sur  un  plao  invariable,  si  Fune  des  ezträmites 
de  Sa  bulle  vient  ä  se  irouver  en  pr^sence  d'uoe  temp^rature  sup<^- 
rfeure  ä  celle  de  Tautre  .extr^mit^ ,  la  bulle  tout  entl^re  marchedu 
c6t6  d'oü  ^mane  la  chaleur/' 

,,Apr^s  avotr  d^crit  Ies  exp^riences  propres  %  constater  le  falt 
et  apr^  avoir  fait  remarquer  combien  ce  dieplacement  de  la  bulle 
d*air  a  dil  occastoner  d'i^carts  dans  Ies  observations,  ^carts  que 
TtfU  attribnait  tantdt  aux  dilatations  inegales  d^  la  monture  de  tout 
Fappareil ,  tautöt  k  quelque  infid^üt^  de  la  coDstruetion ,  M.  Liagre 
avoue  que  c'est  en  vain  qu  il  a  cfaierche  ude  explication  satisfaisante 
du  pb^domMie,  et  qu'il  a  du  se  bomer  ä  rindication  du  moyen  qiu 
hn  a  paru  le  plus  propre  pour  äviter  oette  cause  d*edreur»  (Voyex 
le  rapport  de  M.  Quetelet  communiqui^  a  TAcadlbiiie  eo  1844^) 

,,La  catise  du  d^plaocmeut  de  la  bulle  d'air  d'un  niveau  me 
pai*ait  facile  ä  expliquer  par  rapplicafioii  de  priocipes  connus  et 

Theil  Vn.  1 


au  moyen  de  quelques  expäriences  speciale».  A  l*^tat  d'äquilibre, 
la  pressioo  esi  ägale  daus  toute  la  masse  d*un  fluide«  quelle  que 
soit  la  diff^reuce  de  la  temperature  de  ses  diverses  parties;  con- 
söquemntieDt,  ce  n'est  popot  dans  le  fluide  seul  qu*il  failait  chercher 
la  cause  de  ces  yariatioDS«  mais  dans  Faddition  d'une  r^sistaoce 
^traDgöre.  Cette  rösistance  est  le  produit  de  Tattraction  capillaire 
du  verre  pour  Feau  ou  pour  ralcool ,  r^sistance  qui  est  ^gale  sur 
toute  la  paroi  du  tube,  lorsque  ce  dernier  possede  la  m^me  tem- 
pärature  en  tous  ses  points,  mais  qui  s'afTaiblit  in^galenient  lors- 
que la  temperature  n'est  point  uniforme.  Lors  donc  que  le  liquide 
renferm^  dans  ce  tube  varie  de  temperature  d*une  mani^re  inegale» 
iorsqu'une  des  extr^mitäs  du  niyeau  est  plus  echauffee  que  Tautre« 
la  force  papillaire  y  est  alTaiblie«  ainsi  que  la  r^sistance  au  d^pla- 
cement  de  la  bulle  d'air:  cette  derniere«  placke  entre  deux  forces 
dissemblables,  s'avance  vers  la  ^ ortion  cnaufTee,  jusqu'au  nouyel 
öquilibre  qui  s'ätablit  entre  la  tuoindre  räsistance  a  une  part  et  la 
pesanteur  croissante  de  Tautre. 

5,d>e  ^cpärieuce  tr^  sknple -:  d^ontre  coibbiea  ötttai^r^sto- 
tftiiDe  eapilli^re  est  puissante  dans  le  d^placemeut  de  la  bull^  d'air. 
J*al  fait  entfer  deux  cylfndres  d'eau,  dlstants'de  5  k  10  centimetres, 
dans  un  tube  capillaire  om«rt  par  les  deux  bouts,  afin  de  leur 
laisser  toute  la  iibertö  4^  leur  uiouvement.  On  pose  le  tube  hori- 
zontalement ,  et  lorsque  le  tout  est  equilibre«  6n  chauOe  Tun  des 
cylindres  d'eau.  La  bulle  marcbe  d  abord  quelque  peu  vers  le 
cöte  chauffe,  mais  bient6t,  en  s'^chauffant  par  son  contact  avec 
le  cylindre  cbaud  ou  par  la  flamme  de  la  lampe  que  Ton  passe 
au-dessous  du  tube«  eile  s'agrandlt  en  s'etalant  d un  seul  c6t6,  du 
c6t6  ou  Ton  a  diminuä  la  r^sistance  capillaire  par  Teiävation  de 
la  temperature:  l'autre  cylindre  d'eau  reste  stähle  k  la  m^me 
place.  8i  la  (Ujfeiveiic^-d^s..ten»p^atures  e^t  faible«  le  c6te  froid 
recule  lorsqu'on  chauffe  la  bulle  d*air«  mais  toujours  moins  que  le 
c6te  cbaud  et  dans  la  proportion  de  leur  difference.  Dans  le  ni- 
¥eai]  d'eau«  la  bulle  d'air  soumise,  comsie  dans  Texperieuce  pr^cö- 
dente ,  ä  deux  räsistances  inegales »  s'allonjajfe  .ou  s«  d^placa  eu 
ralsdn  de  Jeur  «Kffi^pee- et  cause  des  •  erreure  d*ob9«nriiltiQii  parce 
que  Fon.rectlfie  Tinstnuhent  dfapr^  la  BouvcUei  p^iil^on .  qu  ette 
a-prise.  .•:••■• 

„lAmqu^  l'oo  emploie  le  mercure  au  üeu  d'eaui'e«  d'alcool> 
la  cause  d'erreur  que  nous  yenons>  de  lappeler  exi^te  ^galemen^ 
mäiis  la  marehe  de  ia  bulle  d'air  est  eu  sens.iuverse.^  Sa  progres- 
tma-  ou  soB  Extension  se  fait  du  cdte  ixoid.  La  raison  ae  •  cetise 
iDversioD  est  facile^  k  dektiontrer«  DaBs  un  tube  de  verre«  le  merr 
eure  n'est  pas  en  contact  avec  la  substasee  m^me  du  tube,  mai^ 
avec*  la  couobe  de  vi^peuF  d'eaii  qui  est  toujours  atteuante  aux 
piwois.t  Le  mercure  et  le  vevse  ont  une  grande  affinite  d'adhe^ioQ 
l^n  pour  l'autre«  eomme  le  prouve  l'äitamaeQ  des  tubes^  barQiQd- 
Irii^ues  daaä  lesqueb  o»  fait  bouillir  trop  loogtemps'le  weaccure« 
Dansl'etat  ordinanre«  il  y  a  uaie*  eouebe  dei  vapeur  d'eaii»  inten 
TOS#e(  eiitre  le  venr^  et  le  meroare«  qui  s'oppese  ä  leur  «^e^^iotp« 
ilp  «kaufiawt  rub'deijipioyli'ndres  die  merbure«  ön  dimiBwe  d'une  ps^iA 
ta  foi^cje  capittaire  du  Terre  poutla  vajneur  et^dr'autropiKrt  pu  amjVWn 
cit  cette  m^me  coucbe  separatricev  Il.eBlresutte  que  l'attractioa 
du'tdbe-  pour  le  mercure  croit  ä  mesore '  fu'ou  detriut  l'obi^tacle 
qui  les  s^parait«  et  en  mteü  ten^ps  la*  resistaace  au  de^cemeat: 


fers  doDc  qae  Ton  dianffe  ia  boHe  d'air,  ia  rö/^istance  du  cAU 
ekauffi^  ^ant  devenue«  aupörienre  ä  4te\\^  da  e6t4  jfroid,  e'est  oe 
deraier  qiti  recnfe  et  le  c6t6  ehaud  ^eate  en  Mpos  ou  se  di^plaoe 
BMMte.que  lautre.  Voilä^  suivant  bous,  la  cause  du  däplacement 
de  la  bulle  d'afr  daos  les  siveaux  d'eau  on  d'alce<yL 


lireitM*e  KrSrteniMseii  analyitiseber 

Oe^ensUliide,  als  IFovi^ettmt^  cles 

AmitolxejS  X.  in  Tbl.  l^w  Heft  9. 

Herrn  DoctiMr  Barfnss  ea  WeiiMri 
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§.  1. 

1^8  scheint  mir  iiothig»  daeis  ieh  einige  Werte  über  den  Ge* 
sichtspunkt  vorauaschicke,  haa  wekfaeitai  man  diese  und  i&t  etwa 
noch  folgenden  Abhandlungen  ähnlichen  Inhaltee  mt  betraehten 
habe.  Ab  ich  mich  in  dem  Aufsätze  XXV:  (Theal.IV«)  zum  er- 
sten Male  g^gen  die  gegenwärtig  von  vidleii  Mathc(iaattke#n  ver- 
folgte Hichtung  in  der  Analysis  erklärte  >  kam^  eä  mir  zunächst 
nur  darauf  an»  die  Grundlosigkeit  der  gegen  die  ältereb  Theorien 
gerichteten  Vorwurfe  an>  eben  dea  Bei^dpielen  nachzuweisen »  von 
welchen  die  Gegner^  im  Vertrauen  auf  eibe  scheinbai^  strenge 
Rechnung»  ihre  Beweisgrunde  eutnehmeti.  Beispiele  der  Art  lies** 
sep  si^  zu  Hunderten*  vermehren  und  auf  eine  ganz  '  ähnliche 
Weise  behandeln ;  allein  <la  dieser  W^g  auf  Wias^nsdhaftlichkeit 
k^um  einige  Ansprüche  machen  dürfte,  und  leicht  zu  firncktlosent 
Hin-  und  ilerreden  führt,  so  verliessich  ihn  sogleich  wieder  und 
suchte  vielmehr  die  widitigsten  Blomente  der  .  Theorie  und  die 
dabei  obwaltenden  -Schwierigkeiten  ia  einem  mehr  systematisches 
Zusammenhange  zu  erörtern.  Die  Abhaodfuag  X«  in  Th^lV«  soll 
der  Anfang  dieser  Erörterungen  sein^  und  vielleicht  darf  iqh  hof- 
fen^' ni(;ht  tiiif  über  die  hief  iri  jKede  st^hend^n  Grundgedanken 
einiges  Licht  Verbreitet,,  "sötitbrn  auch  die  echte '  Grunafage  der 
binomiischen,  der  exponentidlen  und  der  fogarithmtschen  Ejttwik- 
k^lttngen  nachgewiesen*  tind  diesfefben  in  ihr  richtige^.  Verhältnlss 
ztit  Elemientäraiithmetfk,'w(^  djei^e  bis  j-^fzt  *!(ih  gebüdet  hat,  ge- 
setzt zu  haben.    Die  letzte 'GrftndTage^  *dtes<^r  Entwiekehingen  ist 
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der  arithmetuche  Satz  tod  der  MuitipKcatieo  der  fiamme,  wie 
■ämlich  das  Totalproduct  als  eine  äumme  Ton  PartialproducteB 
der  Glieder  erscheinty  die  sich  in  besondem  Fällen  nach  eevHssen 
Gesetzen  zusammenstellen  lassen.  Dabei  meine  ich  aurdiatti 
nicht 9  Neues  Torgetragen  zu  haben;  das  Wesentliche  ist  sehen 
oft,  und  namentlich  in  der  mathematischen  Naturphilosophie  von 
Fries  gelehrt  worden. 


5.  2. 

Meine  nächste  Absicht  ist  nun  die,  dass  ich,  dem  gewöhnli- 
chen Gange  zu  Folge »  an  die  Exponentialreihen  die  trigonometri- 
schen Entwickelungen  anschliesse  und  deren  Fundamente  erkläre. 
Hierbei  stosst  man  allerdings  auf  einige^ Schwierigkeiten,  deren 
Losung  die  neuere  Analysis,  indem  sie  nur  convergirende  Reihen 
zulassen  will,,  bei  Seite  schiebt,  freilich  ohne  zu  beachten,  dass 
die  Gonvergenz  oder  Divergenz  der  Reihen  mit  diesen  Schwierig- 
keiten nicht'  die  entfernteste  Verwandtschaft  hat.  *-*  Der  wichtigste 
Schritt  in  dieser  Lehre  ist  dann  geschehen,  wenn  die  Relation 
zwischen  dem  Bogen  und  seinen  trigonometrischen  Functionen  ge- 
funden ist  und  hierfür  habe  ich  den  Grundgedanken  schon  früher 
ausgesprochen.  Gewöhnlich  gründet  man  die  Entwickelungen  auf 
die  Reihen : 

sin  ntdr= fiii  cos  j;*'^*  sin  x-^rn^  cos  j;~— '  sin  a:'  + . . . ., 

coswu:=cosar*— Wacosor»— *sinar*+ni4  cosa:"»--*sinar* . . . . 

wo,  wie  bekannt,  mi,  w^  u.  s.  w.  die  Binomialcoefficienten  für 
den  Exponenten  m  bedeuten.  In  der  That  empfehlen  sich  diesel- 
ben durch  ihre  Einfachheit  für  den  besagten  Zweck  besser  als 
andere  zusammengesetztere,  besonders  da  sie  für  ein  ganzes  abso- 
lutes m  auf  einem  sehr  elementaren  Wege  gefunden  werden  kön- 
nen. Für  andere  Werthe  von  m  muss  man  die  nach  M  o  i  v  r  e  be- 
nannten Formeln  zu  Hülfe  nehmen;  dieselben  verursachen  jedoch 
bei  gebrochenen  Exponenten,  wegen  der  Vieldeutigkeit  der  Wur- 
zeln ,  einige  Schwierigkeiten ,  die  vielleicht  bis  jetzt  noch  nicht 
genügend  gelöst  sind.  Ja  es  scheint,  als  ob  einige  Mathematiker 
ein  Misstrauen  in  den  Gebrauch  der  imaginären  Grössen  setzten; 
andere  glauben  wenigstens  der  Wissenschaft  einen  Dienst  zu  thun, 
wenn  sie  die  Betrachtung  des  Imaginären  so  viel  als  möglich  be- 
seitigen und  dasselbe  in  ein  höheres  Gebiet  der  Analysis  verwei- 
sen, gleichsam  als  ob  dazu  eine  höhere  mathematische  Einsicht 
gehöre,  wo  man  dann  freilich  fragen  möchte,  was  elementarer  sei 
als  diejenigen  Formen,  auf  welche  uns  schon  die  Auflösung  qua- 
dratischer Gleichungen  hinweist. 

Einen  grossen  Mangel  fühlt  man  freilich  bei  allen  bisherigen 
Darstellungen  der  Moivreschen  Formeln  dadurch ,  dass  man  über 

den  Zweck  und  die  Bedeutung  der  Form  i=:;1^— 1  gar  keine  Aus- 
kunft findet,  und  ich  möchte  gar  fragen,  ob  irgend  ein  Schriftstel- 
ler darüber  im  Klaren  gewesen  sei.  Wenigstens  beruht  jener  un- 
glückselige Streit  über  die  Eulersche  Reihe 


2"  cos  a" = eos  ita -f- ft|  C08  (f>— 2)  a  4- »2  cos  (n--4)  a -f . . . . 


lediglich  auf  eiDem  Missyerständiiisse  der  Bedeutung  Ton  t  in  den 
Moivreschen  Formein.  Ich  will  daher  dieselben  nach  meinen  Kräf- 
ten erläutern  und  bei  ihrer  Feststellung  mich  des  allgemeineren 
Zeichens  Vk-i   statt  V  — 1  bedienen. 


§.  3. 

Mttltipiicirt  man  die  beiden  Ausdrücke 

p^  z=z  cos  Ol + Y^k — 1.  sin  «1, 
p%==:co8a^+Vk — l.sinos 
mit  einander«  so  findet  man  leicht 

PiP% = cos  (oi  +  %)  -F  Yi-^i .  sin  (a^  +<%)  +ä  sin  Oi  sin  u^. 
Multiplicirt  man  nochmals  mit 

Pj=co8iIj+V"A — I.sinns,. 
so  findet  sich 

PiP2P3==^cos(ai+iia+a3)+V^2^1.sin(ai+a8  +  a8) 
#4- A  (sin  (oi -f  0^ )  sin  03 +P8  sin  Ol  sin  Os  )> 

und  wenn  noch  ein  vierter  Factor 


p^ = cos  a^  +  Vi^-T.sina4 
hinzukommt : 

PijP»P8P4= coe  (ai+aa+fl8+«4)+^Ä^ .  sin  (öi+a»+as+a4) 
-|-A(sin  (oi  +  a^+a^)  sin  a^+p^siniai  +  o^)  sin  a^  +PiP^  sin  Oi  sin  Oj). 

Man  kann  hieraus  schon  das  ßildungsgesetz  für  beliebig  viele 
Factoren  abnehmen«  denn  man  findet: 

*)    PiP«Pi----P«  =  cos(ai+flra+<%  +  --am) 

+V"ä;— l.sin(ai  -|-^+<%  + ...  am) 
sin ( Ol -f  02  + Os +•..•  Om^i)  sin  am 
+sin  (oi  +  0^+. . .  .am- 2)  sin  an»- 1  .pm. 
-|-sin(ai+fla+.. .. Om-ls) sin a/n— 2. j9m—ipm 
,  .  j  +  sin  (ai  +  ajB  + . . . .  Om—^ )  sin  am— 3  .pm-^pm^i  pm 

u*  s    w. 

-f  sin  (Oi  -f  a^-f . . . .  Om^) sin am-r-i  ./Im-r-a  >.*-pm 

U.     S.     W.  r     / 

4- sin  Ol  sin  Os .  pa  P4  J96 . . . .  j9m. 
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Nehmep  wir  nnn  alle  a  einander  gleich»  so  werden  auch  alle 
p  identisch,  und  man  erhält  die  besondere  Gleichung 

H)'  /i*=co8ma+1^A— l.sifiwia 

,  ,   ,         (  8in(m— l)a+ü«ip(m— 2)o+ü*8in(m— i3)al. 
-f^sina  \  _  ,  ' 

(  +|?'8in  (111—4)  a  + />»"—*  sin  a 

und  diese  beiden  Ausdrücke  solleii  den  folgenden  Betrachtungen 

zu  Grunde  liegen.  Vk-^X , kann  sowohl  eine,,p^itive  ala  auch 
eine  negative  Grösse  Torstellen. 

§.4; 

Die  Gleichung  II)  enthält  zunächst  das  Mittel  zur  Summirung 
der  Reihen: 

^(o"*sin  ma)=i7  sin  a-fv^stnS«. +9^Bbimä9 

2(v"'sinmä)=iX'i'V9Q8u+v^coa2ß..^  •.•  .+©"•  cos  ma. 

Obgleich  dieselben  einW  jeden  bekannt  sind»  so  darflch^sie 
hier  doch  nicht  ^anz  ,iait  Stillschweigen  übergehen »  da  ^e  in  spe- 
ciellen  Fällen  einige  Schwierigkeiten  darbieten»  welche  die  An- 
hänger der  neaeten  Ansiehtt^n  gerb  sm  ihrem  •  Vortheil  auslegen 
mocnten.    Da  in  der  Gleichung  ll)   k  jede  beliebige  Grösse  sein 

darf»  so  kann  man  p  =  cosa+Vk — l.sina  als  unabhängig:  yon  a 
ansehen»  wenn  dann  nur  t  aus  p  und  a  bestimmt  wird.  Man  hat 
zunächst: 


'       s« 


ü"»— cosma — Vk—i.sinma       .         «  «  .    .  - 

C -—; = sm  a.p^*^^ + sin  2a.»"^« 

•fsin(?it— 2)a.p-fsiq(9i^t)a» 

VT — T  -.  P — ^^^^        /.  _  1 — 2pcosg+jg^ 
^^"^^~,   sina    f      ^^  sins«  v  M 

Werden  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung  gesetzt  und  di- 
vidirt  man  zugleich  beiderseits  mit  j»"»-^»  so  fin<ßt  man 

j 
»"»sina-f-sin(m — i)a — p&mina 

(I — 2pcosa+p*)/?»«— 1 

sintf     sin2tt  ,   sin(m— t)a 

''   p  p^   +••••+       ^^5i=l        • 

Setzt  man  aber  —  =r  und  m   statt  m— 1,    so  erhält  man 

p    '  • 

sogleich : 


III)  vaina+v^ain2a+v^a\n3a :-i-v"^tinma 

t?  «D  «+ 1?"*"*"^  sin  ma — 1?'»»+^  sin  (wt+l )  ö 
1— 2t?cosa+r* 

Mnltipllcirt  man  nun  von  den  Gleichungen: 

die  erste  mit  ocosa^  die  zweite  mit  rsina  und  addirt  die  ^roducte, 
80  erhält  man 

V  cos  a.Z{v^  sin  ma)  -f  v  sin  a .  S{v^coHm€L) 
=19 sin a -1-0^ sin 2a +i>flH-i  im{M+i)a^:S{p^^^%ifk{m^i)a)\ 

also,  wenn  man  4i«  Formel  IH)  m  Hilfe  nimmt: 

IV)   l-focosa-{-v*oos2a^w.».«t>^oe«iifui' 

t— ycos4i-frt?"*-^^coswig--^t>"*'<"^cos(i»-t-l)tf 

1— -2©cosa+ü^ 

0ie  Reihen  in  III)  und  IV)  stellen  blosse  Smnmeii  und  keine 
Entwickelungen  vor.  Einen  grossen^  Irrthum  ^  heeeht  man ,  aber, 
wenn  man  die  Summe  dadurch  in  eine  Entwickelung  zu  verwan- 
deln glauht,  dass  man  den  Steiger  des  ailgemeineB  Guedel  umHid** 
lieh  nimmt.  Doch  hiervon  ist  schon  die  Rede  gewesen.  ^  Will 
man  die  Functionen  haben ,  aus  welchen  die  ins  Unhestithmte 
fortgesetzten  Reihen  i 

t>Äina+t?«sin2a+t?'sin3a+ ., 

l  +  t>cosa^-t?^cos2a+t?'cos3a+  ........ 

entwickelt  werden  können ,  so  muss  man  Alles «  was  In  den  Sum* 
menformeln  noch  vom  Stellenzeiger  m  abhängt»  weglassen,  Man 
erhält  dadurch: 

V)   vsinA^t)'8in2iH^'8ln3A+ =^."'il„2'  '  ' — "V   a  >' 

VI)  l+t?cosö+t^osÖa+i>'cos3a+......=   'iJ,2  "     aA-  '»'  * 

Denn  man  hat  z.  B.  aus  III): 

<?sing  ,        ,    «  .   o    ,  '     . 

-i'    o ; — s- =  tjsma+i?* Sin 2a +....»"» Sin iwfl 

—  ^ ^'° ^^ "^ ^''°  ( m -f  1) g  '^,  j 

1 — 2i>cosa  +  t?*  '    : 

und  da  dieses  nun  fär  jeden  Werth  von  m  gilt»  so  folgt  eben»  dass 
die  Entwitkelung  in  V)  richtig  Ist.    Zugloch  folgt  bteräus»  dass 
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—  — 1 — 5 \    9      p"'^"^  die  EntuickeluDg  ¥on  t>*"f*sln(m+l)a 

1  —  2oco8a-f9^  ^       ^  VI/ 

+v'^^9in  (m+2)ß  + . , ,  sein  muss.    DtejentgeD,  welche  nur  con- 

vemreode  Reihen  zulassen  wollen ,  kommen  der  Hauptsache  nach 

aiudasselbe  zurfick ;  sie  yerwandeln  die  Summe  durch  Weglassung 

eines  Theiles  der  Summenformel  in  eine  Entwiekelung»  beurthei- 

len  aber  das^  was  man  weglassen  muss,  danach ,    ob   es   für  den 

unendlich  grossen  Stellenzeiser  m  verschwindet,  wobei  sie  denn 

den  Werth  der  allgemeinen  Grosse  in  der  Entwickelung  in  gewisse 

Grenzen  einschliessen  müssen. 

Setzt  man  in  V)  und  VI)  v=:l,  so  findet  sich 

VII)  6ina-fsin2a-f-sin3a....  =  icotia, 
Vill)  ]-|-cosa-f cos^-fco^EtSa.^r^^i- 
piese  Ausdrücke  haben  in  den  Fällen,  wo  a=0  oder=:±2iiff 
ist,  ihre  Schwierigkeiten,  die  ich  nun  gründlich  beseitigen  will. 
Schon  früher  habe  ich  die  Frage  aufgeworfen,  welchen  Werth  der 

Ausdrucke — g —       ■ — s-habe,  weün  t?  =  l  und  di=0  genommen 
1— Ät?cosa-f-r'*  " 

wird.    Nimmt  man  ersta=0,  so  hat  man  71 — "-ry^T *    wel- 

ches  denn  ffir  v  =  l  unendlich  wird.  Wird  aber  erst  9=1  gesetzt, 
so  wird  jener  Ausdruck  von  a  ganz  unabhängig  und  ==  {,    Diese 

beiden  Werthe  müssen  dem  Ausdrucke  ^ — 3 r— 0  in   dem  ee- 

1 — zrcoso+ü*  ° 

nannten  Falle  doch  wohl  zukommen,  und  folglich  stellt  auch  die 
Entwickelung  eben  diese  beiden  Werthe  dar.  Die  Entwicke- 
lung 1-f-cosa -f  cos  2a -|-—*  hat  nämlich  allerdings  den  Werth  J  für 
a=0,  der  ihr  für  aHe  übri^n  a  zukommt;  allein  sie  wird  in  die- 
sem Falle  zugleich  auch  identisch  mit  anderen  Entwickelungen, 
denen  der  Werth  qo  zukommt.  Sucht  man  dieselbe  auf  einem  an- 
deren Wege,  als  dem  obigen,  so  wird  sich  die  Unbestimmtheit 
(dr  0=0  allemal  offenbaren. 

Wenn  ich  nun  mit  dem  Ausdrucke  |=l-(-cosa-f  cos2a-|-..*. 
rechne,  so  muss  ich  Acht  haben,  ob  a=0  wird  oder  nicht  Im 
ersten  Falle  rechne  ich  mit  jeinem  nicht  allgemein  richtigen  Wer- 
the der  Entwickelung  und  erbalte,  wenn  auch  nicht  gerade  falsche, 
doch  wenigstens  einseitige  Resultate.    Dann  muss  man  zu  der  all- 

femeineren  Formel  in  Vi)  zurückgehen,  und  um  dieses  durch  ein 
Beispiel  zu  erklären,  wähle  ich  ein  /schon  früher  besprochenes» 
Herr  Doctor  Schlumilch  sagt  in  seiner  Abhandlung  (ThI.  III. 
Seite  277.),  wenn  man  die  (unrichtige)  Gleichung 

cosar+cos  2a: +....  =  —  1 

mit  f(a:) .  cLr  multiplicire  und  Zwischen  den  Grenzen  0  und  a  inte- 
grire,  so  erhalte  man: 

A)  I  ''f{x)dji:\^  I    /lx)cosxdx+  j  "/t^)cos2a:da^^+....   |=0. 
Weil  aber  eigentlich 


9 

cos  o; -f  cos  2j;  4- •••• +<^os  ito;  = -«-s'-f 


sm    ^    X 


sei,  so  folge,  dass  der  Ausdruck  in  A)  nicht  =rO  sein  köndi^»  son- 
dern derselbe  sei  vielmehr 


^0  sinaO? 


c2a; 


föc  wachsende  n,  worüber  man  in  Tbl.  I.  Seite  417.  nachlesen 
könne,  wo  jener  mit  Lim.  bezeichnete- Ausdruck =;r/(0)  gefunden 
wird.    Aber  es  ist  doch 


/    sin(-^)ar 
^  h         sin  i  07 


Lim 

und  nur  wenn  A=r:0  ist,  findet  die  Ausnahme  statt.  Man  subtra- 
hire  nun  in  VI)  beiderseits  i,  so  wird 

4+üco8*+e«cos2x+....  =  j^ytÄ-j, 
also 

/    9)(a:)rfx+2l  V  I    cos xg)(a:)dx  +  v^  f    cos^X(p{x)dx-\-....  | 

Damit  ich  hier  nicht  zu  weit  von  meinem  Zwecke  abkomme, 
will  ich  9)(a:)constant=:/3  setzen.    Dann  ist  das  allgemeine  Inte- 

inral  /=Ä.arccos  -^ ^ ■  ^    +  Const,  also  J  zwischen  den 

®  ^  1 — t?cosar+ü'     ■ 

^              .rt           j         ö               — 2t>+(l+©^cosa     ^  ,-^ 

Grenzen  db2it^  und  a=p.arccos-3 ^ ^V"-« parc.cos(l). 

Dieses  verwandelt  sich  fQr.v=rlin^arccos(*«l)— »l^arc.eos(l), 
worin  der  Ausdruck  Tcß  enthalten  ist.  Zwischen  den  Grenzen  ±jt^ 
ufld  ±fn)t  verwandelt  sich  der  allgemeine  Ausdruck  J  in 
^arc.  cos  (1) — /?  arc.  cos  (1). 

Wenn  man  aber  in  dem  allgemeinen  Inte^al  Jvon  vom  herein 
0  =  1  nimmt,  so  erhält  man  zwischen  zwei  beliebigen  Grenzen 
jrr=arc.cos(— 1)  —  arc.cos(— 1),  worin  derWerthObegnffen  ist.  Die 
inordernen  Demonstrationen  stellen  noch  die  Bedingung,  dass  a 
nicht  >|?r  oder  wenigstens  nicht  grosser  als.^r  sein  solle,  was 
aber  nach  Obigem  offenbar  unrichtig  ist.  Ueberhanpt  bin  idi  der 
Meinung,  dass  die  Sache  durch  die  jüngst  betretenen  Wege  am 
wenigsten  erledigt  ist  und  dass  wir  uns  >  in  Folge  ofoigA  Darstel- 
hmg,  veranlasst  fühlen  sollten,  tiefere  Untersuchungen  über  die 
naoi'LaGrange  undFourier  benannten  Formel»  anansteUen,  und 
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.dabei  auf  GrtidA  zu  fbasen,  welche  uns  tiefer  in  die  Natur  der 
Sache  eindringen  lassen,  als  die  Con  -  und  Divergenz.  Doch  mehr 
zu  sagen,  ist  nier  die  Stelle  nicht. 

Gleicher  Behandlung,  wie  die  Reihe  in  VIII),  unterli^  auch 
die  in  YU).    Dieselbe  giebt  uns  für  a=0  das  paradoxe  Resultat 

(H4-MM- =00.    Dieses   Paradoxon    lässt   sieb  fi;eilich  durch 

den  Rest  der  Reihe  erklären ;   aliein  wenn  man  in    dem  aligemei- 
neren Ausdruclce  V)  a=4  nimmt,  so  erhält  man  wieder  O-fO-f....... 

=0.  Indem  man  solche  Unbestimmtheiten  endlicher  Formeln  bloss 
an  ihren  Entwickelunsen  bemerkt,  kann  man  freilich  zu  dem  Fehl- 
schlüsse gelangen,  dass  der  Grund  aller  Irrungen  in  der  Diver- 
genz liege. 

Zuletzt  will  ich  noch  an  einem  Beispiele  zeigen,  wie  klar  die 
analytische  Sprache  der  Reihe  VII)  sei,   ungeacntet  ihrer  Unbe- 

stimmtheit  für  a=0.   Setzt  man  für  sina  die  Reihe  A'~'Tq^+*- 
und  so  auch  für  sin  2a  u.  s.  v,,  so  erhält  man 

icotia  =(H-2+3+....)o-a»+2»+3»....)^.... 

Nun  ist  1+2+3....  der  Werth  der  Entwickelung  'von  .^_  .^ 
für  x=i,  l»+2'+3».-.   der  Werth  der  Entwickelung  von  't^^^' 

für  a;=l  u.  s.  w.    Also  hätten  wir  icotia=aoa—  ^qo  +  .... 

Da  nun  bekanntlich  eine  Function  nicht  nach  lauten  positiven  Po^ 
tenzen  der  Rauptgrusse  entwickelt  werden  kann,  wenn  die  Coeffi- 
cienten  der  Reme  unendlich  werden,  so  sagt  die  Formel  VII), 
dass  man  die  Cotangente  nicht  nach  lauter  positiven  Potenzen  des 
Bogens  entwickeln  könne.  Doch  so  etwas  wird  benutzt,  um  die 
Richtigkeit  der  divergirenden  Reihen  in  Zweifel  zu  ziehen. 


■  ■»  •  §.5.  ... 

Doch  ich  komme  nun  zum  Hauptzwecke,  nämlich  zur  Fejs^t- 
Stellung  der  MoivreschefV  Formeln.  Wir  kehren  deshalb  zu  den 
Formeln  im  I)  und-il)  zurück^  In  I),  it  diem  mit  fc  imtltiplkftTt«tt 
Tbeile,  bekedten  die  Ooeflficieoten  aller  Prodncte  eiiis den  ver^^ie^ 
deneti  p  einerl^  Grösse  und  Vorzeichen,  wenn  man  sämmtliefef« 
a  negativ  nimmt.  Da  aber  dadurch  der  Factor  pm'  aus 
cos  iiOT+t^Ä— 1 .  sin  Om  iti  cbs  er»—  V^A^  1  ;'sin  am  sich  verwandelt»  und 
4ieses  c^ben  auch  geschieht,  wenn  man  1^i4—l  negativ  nimmt,  so  ist 

es  in  der  Gleichung  I), einerlei,  ob  man  alle  a^  oder  ob  manViS;-^! 
B€>gativ  nimmt 

Denkt  man  sich  nun  in  dem  mit  A  multipUcirten  Theiledie 
Pcodttcte  der  ja  nach  dem  gewöhnlichen  Multipucation^esetz  auf* 
glriiist, .  so  wierden  sich  /sitmmtliche  Glieder  in  zwei  Klassen  ab- 
theilcnlasseDf,  in  solche,,  welche  gerade  Potenzen  von  V"ä— 1 
evthalten  und  folglich  xatioDal  smd,  und  dann  in  solche  >  wdche 
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migeta^d  -  Poleiuien  Too  V^kh-^t  habitn  lud  leigiieh  iitaitioiial  blei- 
bcA.  Indem  man  in  der  erfiten  Klitsfge  die  Potenzen,  yoo  )fc»^l 
auflost ,    erhält  man  eine  Reibe . 4k -f  Bfi^ ^Ck^.^,.^   welche  l«(r 

ein gerades  m  (=^ Anzahl  ^ller  aV' bis  zu ^7  uiid  liir  'ein  uneera- 

dieig  jbi& zu ;ife~a^  anfrteigli  t  Solldert  man' aiis^  J^  Gliediern  det 
zweiten  kläsfie  ArtiTa<*foP'VÄ-^l,  so  Behalten  kie  ntfr  gerade 
PöteiijstoYön  4^A:^1  utad»  geben  dahör/feio^  Reihe  y"Ä3Zi'(2l'ife 

+-B*<Ä;«+<J'Z:^ +;.,.•),  crelcl^  J[)is  ^u  ^T~    bei  ger^en^  und^bi« 

zii.  A/^^  bei  trngöräaem  w»  äoTsteigt. 
■  •    JJläfa  hatal^  ,  •  /   |-  •     !  ■.  :.      .-  ■   •  >  :• 

+  (sin  K+02+- •  •  •  om)  +  ^^Ä +jB'iä«+ . . . .)  irZ5;i^ 

nnd  ^s'üst  nicht  welter  ioSiihl^,  dä^a  taaxi  das'  BildtttoWsgesetz  von 
A,  B....A',  B'....  kenne;  ■>     '      '^     '        »  "    '  ' 

Nehn[ien  w^  nun  zuerst  alle  a  einander  gleich j  .so  werden 
auch  airejp  idei^tisch 9  und  i^an^ erhält' 

X)  I»«*  =  (coi Ä + VX^ . sfri hy^  =  cos ma  +  Ak  +  Bk^ +.... 

,4^  isif^m+d!A+B'kf^4^....)rJ^ 

Wird  abeic  die  Quadratynirzel  negativ  genommen  ^  oder  nimmt 
man,  wa$  tJaichdehi'Voitgen  dasselbe  i^t,  a  negativ,  so  wird: 

(cosa— '^A— l.sina)"»=cosmo+-^Ä+ÄÄ:*+..4.     .  

•        ^(mnika+Aff^+B'k^+.^..)irk—h 
Daraus  folgt  nun  sogleich 

(eoÄß+y^A — Usi.na)'"+(ce«o— 4^4— l,sin  a)"» 

=  cosi/ia  +  2lA:-|-J8^*-|-....  i  • 

XI)  ^  und 

, '     J  (cos  a + Vä— 1  .-sin  a)f — (cqs  a^VJ^i .  sin  «)« 

SW^Ä— 1 

Man  sieht  nun  deutlich ,  wel^hß  Vo\ri;bi^  n^^i  .dur^b  den 
Gebrauch  des  Imaginären  hier  erlangt,  indem  duich  dasselbe  alle 
Glieder,  welche  noch  den  Factor  A;  nahen,  sogleich  beseitigt  wer- 
den. Hierfür  kann  man  Folgendes  bemerken.  Das  Froduct 
Fl  PsFs*«'  'P^  lässtsich  immer  so  entwickeln,  dass  man  zwei  Theile 
erhält,  von  denen  dar  eine  rational  utl,  iler  andere  mit  dem  Facter 

V^i^^  behaftet  Weiht  Gelingt  es  nun,  d^  beiden  Theilen  der 
Entwickehmg  verschiedene  Formen  zu  geben  ^  dass  man  also 
P+  Q^TkZTi  das  eine  Mü  und  1»'  +  Q' VJT-l  das  andere  Mal  er- 
hält, so  müssen  .i?rir_schlie^en ,  dasa.  Pz=P'  und  Q  =  Q'  sei. 
Denn  wenn  man  VX—i- negativ  uimmt,  erhält  man  P — QiTk^^Zi 
=  P — Q'V^k  —  1,.  und  wenn  diese  Gleichung  mit  der  vorigen 
P+  QI^Ä— 1  =  *?^4C'  V:jpl.i  vötamden  wird,  so  folgt  sogleich 
PtttP*,  Q  =  Q'.    Man  kann  also  die  Elimination  von  ^k — 1  ganz 
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uBlgeheii  jmi  daflir  sagea^  liass  in  der  GleicbiiDg  P-^Q^k^l 

=  JP'-f-0' V'A— 1  der  rationale  Theil  nur  dem  rationalen^  der 
irrationale  nur  dem  irrationalen  gleich  sein  könne. 

Aber  hierbei  f&llt  sogleich  m  die  Augen »  dass  die  Betrach- 
tung gar  nicht  an  einen  besondern  Werth  von  Ä:  eeknüpft  und  dass 
daher  auch  die  Gtitigkeit  der  Resultate  nicht  auf  bestimmte  Wertbe 
von  k  beschränkt  ist.  Wer  indessen  im  Anfange  der  Be- 
trachtung durchaus  nur  reelle  Wertbe  für  ^k — 1  zulas- 
sen wollte^   müsste  dann  überlegen,   dass  z.  B.  P  und 

P'  Functionen  bloss  von  k  und  nicht  mehr  von  ^ k^t 
sind,  die  für  £^1  immer  gleiche  Wertbe  haben,  und 
hieraus  müsste  die  Gleichheit  von  P  und  P'  auch  in 
allen  anderen  Fällen  nachgewiesen  werden.  Da  die- 
ses keine  Schwierigkeiten  nat,  so  will  ich  nicht  länger 
dabei  verweilen. 

Die  Gleichungen  IX),  X)  und  XI)  gelten  also  auch  fiir  k=0, 
so  dass,  wenn  nun  pr = cos Or-f^  'Bin  Or  ist: 

XII)  PiP%Pn""Pm  =  co8(€^+a^  +  ai  +  .**.am) 

-|-isin(a|-|-as-f  o^-f ...  .On), 

Xni)  (cos  a -f- 1  sin  0)*"  =  cos  ma  4- 1  sin  ^> 


XIV) 


(cosa+tsina)"»+  (cosa— tsina)"» 
cos  ma  =  ^ ^ — -^ ^ 

'     (cosa4-tsina)»^(cosa— •tsina)"* 
sm  ma  =  -^^ = — g-r ^— ; 


und  wenn  man  noch  das  Binom  (cosa±tsina)"*  auflOst: 

(cos  ma= cos  o^ — mjcosfl^-^'sina'+m^costf"— *sina*...., 
f  sinma=:mxCosc(^—  *sina — wijcosa*—  •sina'+niftCosa'"""  'sina* . . 

Alle  diese  Formeln  sollen   zunächst  nur  för   ganze  positive 
Wertbe  von  m  gelten,  doch  reichen  sie  noch  für  die  goniometrische 

.    m 

Darstellung  der  m  Werdie  von  Vj-l  ans.  Aus  XIII)  folgt  näm- 
lich, wenn  man  —  statt  a  setzt: 

m 

^^^  z:+*8*o--=(coÄo+isina)    , 
mm  '        , 

sofern  man  an  diese  Form  noch  keine  andere  Forderung  stellt, 
als  dass  die  Entwickelung  ihrer  mten  Potenz  =::  cos  a  -f  t  sin  a  wer- 
den soll.  Nimmt  man  nun  az=^^^n  oderrr:(2f«-f  1);;^  so  wifd 
cos  a4-2sina=:-|-i  oder  ===—1,  und  man  hat 

1^+l==cos-^+isin-^, 

XVI)  i„.  .0 

V— i     .    2i«r     .  .   2i*;i; 
V  —  1 = cos-*-— - 1  sm -J-— 
m  m 
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§.6. 

Ich  komme  nun  zur  Erörterung  des  Falles  >   wo  in  den  Moi« 
vreschen  Formeln  der  Exponent  ein  Bruch  ist.    Hier  lassen  gich 

nun  zwar  die  Rechnungen  mit  dem  allgemeineren  Zeichen  V"/:  — 1 
fortführen;  da  indessen  die  Formeln  IX)  und  X)  des  vorigen  §• 
allgemein  f&r  jeden  Werth  von  k  gelten  y  so  kann  man  der  weit- 
läufigeren Rechnung  durch.,  den  Gebrauch  des  Imaginären  über- 
hoben sein.  Hierbei  darf  man  aber  die  daselbst  gestellte  Bemer- 
kung nicht  übersehen,  dass,  wenn  für  dieseloe  Form  zwei 
Entwickelungen  P-f  iQ  und  P  +  iQ'  gefunden  worden  sind,  P=  P' 
und  Q=Q'  sein  muss.  Dieser  Schluss  ist  unfehlbar,  und  mit  ihm 
gleichbedeutend  ist  das  Eliminationsverfahren  durch  eine  zweite 
Gleichung,  die  man  erhält,  wenn  man  i  negativ  nimmt;  aber  man 
hat  hier  oft  ein  Eliminationsverfahren  in  Anwendung  gebracht,  das 
zwar  beim  ersten  Anblick  tadellos  erscheint,  aber  demungeachtet 
sich  als  ein  sehr  gefahrvolles  erweist. , 

Aus  XIH)  lässt  sich   auf  eine  leichte   Weise  folgern,    dass 
COS  -o+tsin--a='r(cosa+isina)"» 

=  (cos  a  -{-  i  sin  a)* 

sein  muss.  Da  aber  dieser  Ausdruck  wegen  der  Vieldeutigkeit 
der  zu  cos  a  und  sin  a  gehörigen  Bogen  ein  vieldeutiger  ist ,  so 
pflegt  man  gewöhnlich  die  Vieldeutigkeit  durch  Hinzufügung  des 

Factors  1  **  zu  erklären ,  ohne  weitere  Rücksicht  darauf  zu  nehmen, 
dass  es  doch    eines  Beweises  bedürfte,    dass  die  Vieldeutigkeit 


m 


jenes  Ausdrucks  durch  den  Factor  1"  wirklich'  dargestellt  werde. 
Doch  wenn  wir  auch  hiervon  absehen,  so  schloss  man  ferner  auf 
die  Gleichung 

m 

COS  — a  -r  I  Sin  — «■=  (cos  « -^i  sin  a) 

von  jener  ersten  dadurch,  d$ss  maii  u  negativ  nahm  und  meinte 
dann  weiter  die  Gleichungen 

m  m  * 

IW  ""*  — 

2cos--a=(cosa  +  isinii)"  +(cosa— tsina)"  =«  +  r, 

911  m 

Wl  —  — 

2i  sin  —  a==(coso  -|- 1  sin  a)" — (cosa  —  i  sin  a)"  =m  —  «> 

begründet  zu  haben.  Aber  auf  solche  Art  ist  das  Imaginäre  nur 
bei  Bögen  des  ersten  Quadranten  eliminirt;    man  muss  bei  gros- 

m 

seren  ßögenwerthen  die  coiijugirten  Formeln  (cosa-f  tsina)*^  .  und 

(cosa  —  isina)"  nicht  dadurch  aus  einander  heileiten,  dass  man  a 
negativ  nimmt,  sondern  man  muss  t  negativ  werden  lassen,  damit 
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auch  das  i  in  dem  Factor  1*  aa  der  Verftoderang  mit  Theil  nimmt 
Dabei  wird  es  denn  freilich  nothwendig,  dass  man  vorher  die 
Formel  tos  adb^tsintf  auf  BOgeo  des  ersten  Quadranten  reducire. 

Statt  dessen  setzte  man    aber  immer. obiges  u-i-v  satt  2 cos  — -a 


und  te-— p statt 2i sin— a und  umgekehrt ,  ohne  den  bestimmten  Aus« 

dhick  fSr  die  Vieldeutigkeit  jen^ftr  Formeln  in  Rechnung  ^n  neh* 
men,  verlor  dadurch  auch  am  Ende  alle  Vreldentigkeit  und  hatte 
nur  f0r  B5gen  des  ersten  Quadranten,  giltige  Resultate.  Aber, 
was  noch  sthlimmer  war^  man  nahm  auf  etwaige  Factoren  —  t, 
die  ausser  dem  i  der  Moivreschen  Formeln  in  die  Rechnuns  sich 
einschlichen ,  gar  keine  Rücksicht  und  eliminirte  daher  ganz  falsch, 
erhielt  folglich  auch  falsche  .Resultate,  und  während  nun  die  frü- 
heren Maniematiker  allen  Scharfsinn  aufboten,  um  den  Irrthum  zu 
finden,  so  haben  viele  Neuere  dagegen  die  Schuld  des  Irrthuipes 
dahin  geschoben,  wo  alles  weitere  Ergründen  auf  huren  musste, 
nämlich  auf  die  Divergenz  der  Reihen.  Darum  •  geben  sie  sich 
auch  nicht  die  Mühe  nachzuweisen,  wie  dieDiyergenz  derReiJien 
Ursache  zu  Fehlern  wird,  sondern  glauben  genug  zu  thun,  wenn 
sie  zeigen,  dass  man  bei  Vermeidung  divergirender  Reihen  nichts 
Falsches,  wenn  auch  nicfats  Allgemeines,  e^rhält. 


§.7. 

Aus  dem  im  vorigen  6.  Gesäßen  eeht  zur  Genüge  hervor^  dass 
man  bei  der  Feststelhin^  der  Moivrescnen  Formeln  für  gebrochene 
Exponenten  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  Anfangs  ganz  vermei- 
den muss.  Es  sei.  a. ein  (positiver  oder  negativer)  Bogen  des 
ersten  Quadranten  und  a=co»a,  y  =  sina,  so  wird  x  immer  dne 
positive  Zahl  sein.    Man  hat  dann 

(coso+1^i5r— i.siBci)"  =  (ir+Vjt— l.y)« 

was  wir  mitÄ  +  SO— 1  bezeichnen  können,   so  dasi^  R  und  S 
nur  noch  von  A,  nicht  aber  von  Vk—i  abhängen.    Man  hat  also 
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(cos,a -|- 1^*--.l .  sin  0)»^  =  ß  +  Ä  O— 1. 

jS 

Man  setze  R=zq  cos 9   und  S=q  sin  9,    also  tg  g)  =  j^,  so 
Wird  q-VW+S^.    Daher    ' 

(cos  a  4- V~i&^  ..sin  a)'*  =:;:  9  (cos  9> -f  V^'— 1  •  sin  9), 


(cos  a+VA-r-i.^ay=^(cosg)+VT^.sm<p)*,    ' 
«ier  nach'f.  5:  '  ■ .       .    : 

-TV        TT  j        I     +...,)VX:ri  '    ' 

TTOraus  trau  folgt; 

sinma+A'k+jB'k^....=q^(slnn<p'\-li'k  +  ^'k^...). 

Diese  GleichungeD  sind  richtig  für  jedes  k^i,  sie  sind  daher 
für,  alle  Werthe  von  X;  tiobtig,  und  wen»  man  nun  )fc:=:0  selati«» 
findet  man :   .       .  .     «  . 

<  *co&ina:^f».cosn9i,  iiinfiia:=c^Biii:ii^« 


Um  den  Werth  von  q=VR^+S^  für  A:=0  zu  erhalten,  mul- 
tiplicire  man  die  Gleichung 

m  

nut  ,       .       . 

so  erhSIt  man 


....       , , 


(1— ifiina*)»  =i2a+iS»— S«A.  r 


:i 


Setzt  man  hier  Ä=;0,    so  fol^  q^^R^+S^=i,  y=l,  und 
folglich  cosiiia==^cey$n9>,  rnntna^suimp,  dabei* 


^     n 


<         t 


Nimmt  man  nun  die  Werthe,  in  welche  die  Reihen  R  und  iS 
tdt  k  =  0  sich  verwandeln,  so  erhält  man: 

•    XVIi)  cos— rt=co8a«  -"( "^7  cosa»       »mn* 

V'wA^®^      sinn*..., 

sin— a=l  —  )  coso*      sraa— i  ^  I  cosa"      sin«' 
n        VW/,  \«/3 

+  1— )cosc^        sina* 

Dieses  ^Ü  jedoch  nur,  wenn  der  Bojgi^u  a  im  ersten  Qintdr^ii- 
tes  liegte  wie  man  sich  auf  folgende  Weise  ül^effzeHgea  .kanp»   Auß 


1« 

den  Gleichungen  cos ma =008119  und  Blutna=B\nnip  lieMO  sich 
aiierdings  nq>=2(in+fna  folgern^    wo  f(  eine  gan^ee  positiye  oder 

negative  Zahl  sein  Icann.    Dieses  gfibe  y=   ^     ,  so  dassalso 

2  liTc  -4-  fftd 
die  .erste  der  obigen  Reihen  =f  cos      ■  wSre.  Allein  dieselbe 

kann  nnr  einen  von  den  in  cos  -^- enthaltenen  Werthtfn  vor- 

n 

stellen^    und  da  sie  ffir  a=0  den  Werth  1  hat«   «0   muss   auch 

Suff 
cos— ^--  =1,  und  folglich  ft=Q  sein. 

Daher  giebt  jene  erste  Reihe  den  cos— a«   wenn  a  spitz  ist» 

m 
und  dann  kann  sie  nicht  zugleich  zur  Darstellung  von  cto  --(2f4»-f  a) 

dienen.  Auch  gilt  sie  nicht  mehr  ffir  solche  Werthe  von  a,  för 
welche  cos  a  negativ  M»  well  die  ganz^  Rechnung  darauf  ruht, 
dass  cosa  positiv  sei. 


§.8. 


Will  man  nun  ffir  die  Vieldeutigkeit  der  Moivreschen  Formeln 
bei  gebrochenem  Exponenten  einen  klaren  Ausdruck  erhalten »  so 
wird  man  sämmtliciie  Wurzeln  auf  eine  primitive  zurfickffihren 
mfissen.  Es  sei  x  die  absolute  Grosse  des  Cosinus  eines  Winkels 
A  und  y  bedeute  den  (positiven  oder  negativen^  Sinus  desselben 
Winkels ,  so  wollen  wir  die  Zurfickffihrung  auf  diejenige  Wurzel 

m 

des   Binoms   ix-\-iy)^  machen,  welche  durch 

+<(5).--»-©.'-»-+-) 

m 

ausgedrfickt  wird,    wenn  man  ffir  die  gebrochenen  Potenzen  Jd^j 

jfi      ,  u.  s.  w.  nur  ihre  absoluten  Werthe  nimmt  Ist  a  der  (posi- 
tive oder  negative)   spitze  Bogen,  der  zu  x  als  Cosinus  und  zu  y 

als  Sinus  gehört,  so  ist  diese  Wurzel  nach  §.  7.=eos'7-«  +  1  sin— a. 

Ferner  ist  klar,  dass  für  jeden  Werth  von  b 

fit  m  m 

(cos  b  -f  t  sin  b)n  =  cos  —b  +  1  sin  — b, 

* 

wenn  man  an  den  Ausdruck  zur  Linken  nur  die  Forderung  stellt, 
dass  seine  nte  Potenz  =  (cos64-tsin&)'"  werden  soll.    Auch  ßUlt 
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alle  Vieldeutigkeit  dieses  Ausdruckes  hinweg,  weun  man  nicht 
bloss  die  Werthe  TOb  cos  b  und  sin  b  im  Auge  hat,  sondern  den 
Werth  des  Bogens  b  selbst  als  einen  bestimmten  voraussetzt. 
Denn  dann  würae  zwar  die  mte  Potenz  Ton 

cos    ^    ^ +tsin— ^- — 

immelr  tioch  dieselben  Werthe  von  cos  b  und  sin  6,  aber  Ferschie- 
dene  Werthe  von  b  liefern. 

Nun  hat  man 
cos(6-f  a)4'^slD(&+A)=(cos6-f  tsin6)(cosa-f  «'ctin«), 

udA  wenn  man  dieses  zur  Potenz  vom  Grade--  erhebt: 

fi 


X VIII )  (cos  (i+a)+ tmn  (6  -{- «)  )« 

A^ft  Ate  ^^v 

5=(cos— *  +  tsin  -—6)  (cosa+isina)*. 

Ist  aber  hiet  a  ein  spitzer  Bogen,  dessen  Cosinus  =ar  und 
dessen  Sinus  =:y  ist,  und  nimmt  man  6=2fi9r,  so  wird  zu  2|ü9t-t-a 
doch  noch  x  ais  Cosinus  und  g  als  Sinus  gehören,  und  wenn  man 
akro  2f»9r4-a  mit  A  bezeichnet,  so  hat  man: 

XIX)  (cos A\im!iiAY=  (cos^^  +  isin^^) (a:  +  iyY- 

So  ist  der  Ausdruck  zur  Linken  in  XIX)  im  Allgemei- 
nen n  verschiedener  Werthe  fähig,  so  fern  man  näm- 
lich nur  die  Werthe  von  cos  ^  und  sin^l,  nicht  aber 
zugleich  auch  den  von  A  berücksichtigt.  Geschieht  das 
letztere,  so  verschwindet  natürlich  auch  die  Vieldeu- 
tigkeit, und  man  muss  fi=0,  =1,  =2,  u.  s.  w.  nehmen, 
je  nachdem  A  im  4.0Hhlsten,  4.14-lsten,  4.24-isten, 
ü.  s.  w.  Quadranten  liegt.  Diese  Bemerkung  ist  für  den 
Gebrauch  der  Formel  XI3^  nicht  ohne  Wichtigkeit. 

Da  aber  cos  -— ~ — \  tsin — —  die  n  Werthe  von  1" vorstellt, 

vt  f» 

so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  XIX)  in 


(cos  A  +  tsin  AY^  l»'(j?+y)», 

SO  dass  die  Vieldeutigkeit  von  (cos  ^t-ftsin^)"  durch  die  nWerthe 
von  1**   wirklich  dargestellt  wird. 

m  m  

__  MS  Hf 

Und  wäl  (jT  +  ty)"  =  (eps  a + jjsin  a)»  =;  cos— a  + 1 sin  — a,  so 
verwandelt  sich  XIX)  in 

THcUVIL  2 


1$ 


n 
n       '  n     ' 


so  das«  also  die  allgemeine  Giltigkeit  der  Moivreschen  Formeln, 
die  Manche  in  Zweifel  eezoeen   haben ,    (Qr  diesen  Fall  gerecht- 

Nimmt  man  nun  hierin  A  oder  t  negativ ,   so  erhält  n^n  . 


(cos  A  —  t  sin  A)^  =  cos  —A  —  i  sin  ^A, 


=  cos 

n  n 

«  • 

und  aus  dieser  Gleichung  ^ndRch  hiit  der  vorigen : 

m    .     (cos-/l+l«ln^)»-f  (cös^l-^tsinii)« 

^^®  ¥ 2 


<  I  •      ■  > 


.   w   ^     (cos^  4- t'sin^ 
sm 


w    . (cos^  +  tsin^)"  —  (cos^ — tsin^l)* 


:< 


und  auc^  diese  Formeln  lallsen^  sich.nbcb  v^chtfertii^es» 
wenn  man  nur  eine  ^olehe  Verhlndung  der  iWurzeln 
nimmt^  dass  das  Imaginäre  sich  hebt.  Sobald  man  also 
mit  den  Autdrücken 


(cQs^  -{^im^A)^  +(pos4T-fc3Jn,^)» 

■    »I    »  ■    t   I  i  I    I  ^.^^mmm^mrmi^^    'J^'  '       ■■''■1       il'»i 

in  >         '  "     •  m 

,  (ooswi-fisin^)«  —  (cos^  —  invAAy^ 


die  Bedingunff  verbindet  oder  ifertiinden  mms^  das4 
dai  Imaginäre  sich  heben  soll,  so  wird  .maa  aucji  den 
ersten  =  cos  ma,  den  andern  =  sin  7?ia  zu  setzen  haben. 
Aber  man  darf  nicht  glauben,  dass  diese  Re<iing(unq 
immer  mit  jenen  Ausdrücken  ztc  verbinden  sei\  diesel- 
ben sind  vielmehr  die^t^livertret^r  noch  einer  anderen 
Imaginären  Form,  und  wei^n  uns  der  Verlauf  einer  Rech- 
nung auf  sie  hinführt,  so  müssen  wir  uns  hüthen,  die 
genannte  Bedingung  mit   ihnen  voirtilig'  zu   verbinden. 

m 
Nur  wenn  —  eine  ganze  Zahl,    oder  wenn  bei  eebroche- 

.  n  °  . .  .     o . . 

m 
nem  Werthe  von  —  der  Bogen  a  im  ersten  Q.uadrapten 

liegt,  ist  der  erste  jener  Ausdrücke  allemal  unbedingt 

in  fg^  <      ' 

=  cos-~a,  der  andere  =  «in-r^,   denn  dann   ist  mit  den 

M  n 
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oben  genatniten  Urwertben  von  (cos/lirisiD^f)" kein  ande- 
rn 

rer  We.rth  ypn  1»  zu  verbinden  als  die  1. 

Die  Gleichung  XIX). gilt  aber  nur«  wenn  cpsA  eine  pesitive 
Grösse  ist.  Ist  cos  A  negativ^  so  wird  A  im  oten,  7ten«  Uten, 
u.  s.  w.  positiven  oder  negativen  Quadranten  liegen.  Man  nehme 
dann  in  AVIil)  bz=:(^(i+l)n  und  setze  (2|l(  4-1)^+^  =  ^9  so  wird 
immer  cos  A=  —  x  und  sin^= — y  sein,  und  man  erhält: 


m 


XX)  (cos  A  + 1  sin  A) 

,      »i.(2^+1)ä\  .  .   m(2ii  +  l)Ä^  ,    .  .  ^^ 
=  (cos        ^/    ^    +tsin     ^^^  '    )  i^^-iyr . 

wo  nun  fi=4)>  =1«  =^%  u.  s[.  w.  zu  nehmen  i^t,  je  nachdem  A  im 
4.04-3,  4.1+3,  4.2+3,  u.  s.  w.  Quadranten  lieet.  Man  sieht 
also,    dass  wenn  die  Zurückführung  auf  die  oben  bezeichnete  Ur- 

m 

Wurzel  von  {x-\-iy)^  gemacht   wenden    soll,    die   Verschiedenheit 

-                                   m(2tt+l)7i; 
altßr.«Wvlhe  von  (co8ui+ t«iiii<!i)'*i durch denFactorcos-r-^--; 

^gginS&tÄ!==:(^l)ir  dargfesteWt  ittrd.   Auch  folgt  aiifgieidie 


». 


Weise  wie  bb^P 

cos  ---A  +  f  sin  — ^ = (cos  A + 1  sin  Ä]l^ , 

•  .  *  ' 

und  zugleich  erhellet  aitch,  dass  die  Ausdrücke 


m 


m 


(cos  A  + 1  sin  AY'  +  (cos  Jl — tsin^)» 


m 


jn 


If/'  +  iF" 


m 


m 


,  (cosw^+isin^f)"  —  (cosJl  — tsin^j)»  __  j  »j^ i  p» 

2i       ■  '     •  13  '"^ 

/  • 

nichts  anderes  als  cos  — a  und  sin  — a  bedeuten ,   wenn  noch  die 

n  n 

Bedingung  Mtizugedacfat  wifd,  '  dass   in   den  Wurzelverbindungt^ 

das  Imaginäre  sich  heben  soll.    Ohne  diese  Bedingung  ^ber  giebt 

es  jetzt  >•.  wo  cos^  negativ  ist,    ausser  für  ganze  Werthe  von 


m 


m 


keinen  Falf,  wo  man  jene  Ausdrücke  unbedingt  mit  cos  —  a    und 


n 


m 


sip  — a  zu  vertauschen  sich  erlauben  dürfte. 

>.    n        y  ,  '!  ♦ 

Es  ist  jetzt  nur  noch  nöthig,  dass  ich  die  imaginäre  ßedeu- 
tung  der  Ausdrücke  4  U"  +  4  F"und  i.C/»  —  i  V^  angebe.      Zu 

dem  Ende  bezeichne  man  (+!)**  duieh  i7+i&,  so  hat  man 


2* 
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M  »_  Mf  mag 

l7^=(iy+td)(a:+ty)»=(iy+t#)(cos-a+i«in^a). 

Wird  aber  der  Bogen  A  negativ  genommen ,    so  Vird  anch  y 
negatiy»   und  es  verwandelt  sicfi  17  in  V,    Daher 

r«  =  (fi+i^)  (:r  —  ty)^=(i/+*^)(co8~a.—  t  sin  -a). 


Daher 


^  —  m 

i  ü*  +1  y^"  =(^+*^)  cos— a, 

X  17«— i  F»==(i?+»d)  sin-a. 


§.9. 

Ueber  die  MoiTreschen  Formeln  mit  negativem  Ei^dnenten 
ist  nur  wenig  zu  sagen  übrig.  Die  Betrachtung  lässt  sich  auch 
Uer  mit  der  allgemeineren  Grosse  I^A;— -1  statt  des  i  beginnen  und, 
man  erhält  zuletzt  ähnliche  Resultate,  wie  bei  positiven  Exponen- 
ten.   Denn  wenn  zuerst  m  eine  ganze  Zahl  ist,  so  hat  man 

(cos  a  '^  I^A—l .  sin  o)"* 

(cos  a+Vk^l.  8in«)"'^(cosa+1^FJ.sina)«(coso-V^5=iIsiiäa)« 

__XcQ^  ^  "^  V^^— '1 .  sin  g)" 
(1-Äsina«)"» 

welches  sich  nach  §.  5.  in 

(cosa+i^Ar— l.sina)—«» 

co6ma+Ak+Bk^+....  )    ^^      .   •     ^ 

^/-5 — ^J  :(1  — ÄSina*)"» 

verwandelt,  woraus  sich  alsbald  alles  Weitere  ergiebt. 
Ist  aber  der  Exponent  ein  Bruch =—-,  so  hat  man 


^y—^    .     ,--     (cosa— 1^Ä:-i-l.sina)» 
(cos  o + V^A— 1 .  sin  o)    »  =  ^ «~^* 

(1  — Ärsina«)» 
Hier  lassen  wir  nun  den  Bogen  a  zuerst  im  ersten  Quadranten 

liegen  und  logen  (cosa+V^Ä:— l.sino)     »auf  in 

cosa""»+{ )    cos  ß      »         sina*.(Ä— !)  +  ...• 


21 


(m\  —  —  — 1  , 
\   cos«  .  a        sina 

1+ C I    cosa      •         sin  a^.(Ar^l.... 


m 


Nach  §,7.  l&sst  sich  aber  (cosa— V^*—l. sina)« inÄ-St^*-l 
«rerwandeln,  so  dass  man  also 

R^= * .    s'= n*- 


(1  — ifcsina«)»  (l  — Äsina«)» 

cxh&lt.    Daher  für  £=0 

lit'=Ä=cos — ^a=:cos( a), 

S'= — S= — sin — a=sin( a). 

Man  sieht  hieraus ,  dass  die  Reihen  in  XV)  für  jeden  Werth 
▼on  m  gleiten,  wenn  der  positive  oder  negative  Bogen  a  nur  im 
«rsten  Quadranten  liegt. 

m 

Bei  (cos2l4-£sinu^)      "  muss  man  ebenfalls  die  Reduction  auf 

das  Binom  (x-^-iy)      "  machen ,    wo  x  die  absolute  Jlirrösse  von 
cos^  und  ^^sin^  ist.    Man  wird  da 


(cos  ^-j-^' sin  ^)      "  =(cos — ^ isin — r^(^+*y) 

wenn  cos^  positiv  ist,  und 


m 


m 


{coaA-i-iBioÄ)      » 

=  (cos  —  t  sin  ^  ^  ^    ^ K^+W 

n  n 

m 

wenn  cos  J  negativ  ist,  erhalten.     Unter  (x  +  iy)      ^  ist  diejenige 
Wurzel  zu  verstehen,   welche  durch 


'"^-(-f)/"^~'»'+(-?X'~""**'--, 


IM 


berechnet  wird,  indem  man  t&t  a;      ^ ,  x      "        ,  u.  s.  w.  nur  die 
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absoluten  Zahleowertfae  «etzt     Hieraus  ist  aber  Uar,   dass  die 

m 
AuiMlrficke  XIX)  und  XX)  auch  für  negative  Werthe  von  —  gelten. 


§.  10/ 

Zvleizt  will  ich  noch  die  Anwendung  der  bisherigen  Theorie 
an  einem  Beispiele  zeigen,  und  zu  dedi  £äde  die  berüchtigie  Reihe 

17=:  cos  na -1-^1  cos  (n — 2)  a  +%  c®«  (^ — ^)  « •  •  •  • 

wählen y  welche  Euler  als  die  Entwickelnng  von  2" cos «r"  gefunden 
hatte  und  die  nach  ihm  fiir  alle  Werthe  von  n  und  a  gelten  sollte. 
Aber  Poisson  entdeckte  nachher,  dass  diese  Reihe  mr  n=\  und 
ap=^7t  nicht  mehr  richtig  sei,  und  seitdem  ist  sehr  viel  über  diese 
Sache  verhandelt  worden.  Mir  scheint  in  der  hier  gegebenen 
Theorie  die  allereinfachste  Auflösung  der  Verwickelung  zu  liegen. 

Es  sei  n  flberhaupt  «in  positiver  oder  negativer  Bruch  —und zuerst 

cosa  positiv.  Der  spitze  Bogenwerth  zu  cosa  sei  q>,  so  ist  all- 
gemein,  wenn  k  eine, ganze  Zahl  bedeutet: 


cos(2  — 2Ä:)a 


R^ 


=  4[cos  (^—2k)2ii7C+iBin(^-'2k)2iin]  (cosg>  +  isin9)  ^  "** 


+  i  fcos  (2— 2A)2fA7r— I  sin(2— 2*)2|x»]  (cosgj— f  sing))  9 

=  4(cos--^--  +  i  8in-~— )(cos9?  +  ismgp)  9 

+  4  (cos-*- 1  sm-^-* — )  (cos g)  —  i sing))  Sf 

Hier  setzen  wir  zur  Abkürzung 

cos<p±tsing)  =  ^p,j; 
und  erhalten 


i^-a» 


cos 


K-  nL  P.  2k 


cos  (2 — 2Ä)a  =  RP9     ^*  +  R'P'l 
Dadurch  verwandelt  sich  die  Reihe 


n 


IB 


•       V=iR(P,+(^\    PI    '+(^\   Pl-*  +  ....) 


P 


L  L 


Aber  man  hat 

1  1 

und  ebea  so 

Unsere  Reihe  wil-d  also 

p  i^  Pi  P 

«7==4üll(2ciMi9)f  +  4$'(2cos9)?=ji(Ä+Ä')29(cos9x)», 

d.h.  l7=cos   ^^    .2g(cosy)g. 

Daher  ist  allgemein 

XXl)  2^00«?^^  (cos  tpyi 

=-i^+(f).  •»•(f-^>+(f),-(?-'>+- 

und  dabei  ist  cos  9= cos a>    und  man  muss  nach  §.  8.  fi=0,=  l9 
-=%  u.  s.  t^.  setzen y  jd  nachdem  tt  im  Isten^  Steh,  Üten^  u.  i^.  tvV 

Qu^dtliBtw  li«sgt    Ist  q^ii  also  ^  eine  gauae  2a|il  n^   so  wird, 
cos  =  1  y  und  man  erhält  die  gemeine  Reihe 

2*cosa«=cos«a+niCos(n — 2)a+WaCos(n  —  4)  a +  ...., 

die  für  positive  und  negative  gabiee  n  allgemein  gilt. 

Ist  nun  zum  Zweiten  cos  a  negativ ,  so  wird  man  setzen  müssen . 


P 


cos(^— 2Ä)ii 

V 


:nD  ^{eo8  ^^ik)  (2^f  1)^ + 1  sin  (^  •^i^/r)(2|A+l)a]  (cos^-^tisin^)  ? 
+  4  [cm  (|  -  2*)  (2H-1)«  -  i  «n  (^-2A)(2^+l)<iKco»9?-i>{n9>)t 


i-«* 
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=  i  (cos  ^  ^^  "^    + 1  sia  ^  ^^  '''  )  (cos  9  + 1  sin  9)  «^ 

.     ,      (2tt+l)p»      .  ,   (2ii+l)»7r^,  .  .    \2.-«» 

4-4(cos    ^\'^ tsiD^  ^^  ^^  )(casy— >giDy)g         , 

unter  9  immer  denjenigen  spitzen  Bogen  verstanden,  der  zu  cosa 
als  blosser  Zahl  gehurt.  Dadurch  erhält  man  auf  gleiche  Weise 
Wie  vorhin: 

XXII)2ico8^«i±M£!?(cos9>)7 

=co»e«+(|)^  co8(|>2)«  +  (H)^cos(|-4)o+.... 

und  man  muss  |[i=0,   =1,  =2,  u.  s.  w.  nehmen,  je  nachdem  a 

L  1, 

'im  3ten,  7ten,  Uten,  u.  s.  w.  Quadranten  liegt  Unter  2 9  und  (cos  9) F 

sind  inmier  nur  absolute  Zahlen  zu  verstehen. 

Nehmen  wir  nun  hier  mit  Poisson  ^^=«5  a=9C,  so  ist  cos  9» 

=  1,  und  man  erhält,  weil  a=^n  im  3ten  Quadranten  liegt  und 
folglich  f(=0  ist: 

2^cos(|).l'==cos(|)(l  +  (D|4<»a+..  .)=cos(g(l+l)\ 

welches  nun  nicht  mehr  unrichtig  Ist. 

Wird  in  XXII)  9=1  genommen,  so  erhält  man  abermals  die 

l_ 
gewöhnliche  Reihe.    Denn  cos  9  9  wird  der  Grosse  nach  doch  immer 

P  IL  Z      . 

=  cosa9,  aber  =  -f  cosa 9  bei  geradem  und  = — cosa 9  bei  unge-> 

radem  Exponenten.  Dagegen  wird  cos^(2fA4-l)^= — ^  hei  unge* 
rädem  und  =4-1  hei  geradem  -;     daher  der  W^ith  von  XXII> 

immer  =29cosa9. 
^  Hätte  ich  aber  anfangs 

p   *  .       IL 2ik 

cp«(^ — 2A:)a  =  i  (cosa4-tsioa)9  1 

+  \  (cos  a — i  sin  d)  « 

gesetzt  und  mit  diesem  Ausdrucke  die  Rechnung  gemacht,  ohne 
mich  weiter  um  die  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln  zu  kümmern,  so 
hätte  ich  ein  nur  für  Werthe  von  a  im  ersten  Quadranten  passen- 
des Resultat  erhalten,  eben  weil  jene  Voraussetzung  nur  fär 
solche  Werthe  von  a  passt. 
Indessen  ist  die  Formel 


25 

2«  eosa^::=:eodna+ni  cos  (ir— 2)  ä-f-if2Cos(n-*-4)«»> . .  • 


anfangs^  wenn  ich  nicht  in*e,  auf  einem  anderen  Wege  gefunden 
worden,  bei  welchem  man  die  klare  Uebersicht  über  die  Rech- 
nung verlor.    Man  setzte 

/  't;==:cosa — fsina« 

so  dass  2cosa==u-|-o  wird*     Dadurch  erhielt  man 

2'»cosa"  =  (M+©)»  =  M»+«xti**— *©+W2tt*^*t'*+--««y 

welches  sich,  weil  tev==l  ist,  in 

2"  cos  o^ = II»  +  WjiM"— ■ + WaM*— *  + . . . . 

verwandelt.  Weil  es  aber  einerlei  ist,  ob  man  «4-9  oder  o-f  w 
schreibt ,  so  hat  man  auf  gleiche  Weise 

2»  cos  0«  =!?•  +  Wit?»»— * +na»»~* +. . . ., 

und  wenn  man  beide  Reihen  för  2»  cos  an  addirt: 

2»C0SCl«==— 5— +«!( ^ )+%(  9 7-)  + 


«  •  •  # 


Bis  hierher  ist  die  Rechnuns  ohne  Tadel  und  der  Ausdruck 
üSr  jeden  Werth  von  n  und  a  ricntig.    Nun  setzte  man  aber 

u^  -{- 1?»        (cos  a  + 1  sin  a)"  +  (cos  a — t  ßin  o)*» 

—5 —  ±=  o  '■   ' =cosna, 

und  beging  hier  die  Unvorsichtigkeit.    Wenn  n  eine  ganze  positive 

t^  -I»  t)" 
oder  negative  Zahl  ist,  so  kann  man  nur  cos  na  statt  — ^ —  set- 
zen, desgleichen  auch  nur,  wenn  bei  gebrochenem  n  der  Bogen  a 
im  ersten  Quadranten  liegt     Aber  wenn  im  letzteren  Falle  a  deti 
ersten  Quadranten  tiberschreitet,,  so  kann  man  noch  etwas  Anderes 

tf"  -4-  f)^ 

fSr  — 5 —  setzen ,  und  womit  will  man  denn  beweisen,  dass  gerade 

hier  in    — g —  das  Imaginäre  bei  aller  Vieldeutigkeit  der  Wurzeln 

sich  heben  müsse  (5.  8.).  Hiermit  aber  hat  der  Streit  alle  Bedeu- 
tung verloren  und  die  analytische  Allgemeinheit  der  Binomialreihe 
ist  auch  hier  gerechtfertigt. 

Doch  ich  fürchte,  dass  dieser  Aufsatz  schon  zu  lang  gewor-> 
den  und  schliesse  für  dies  Mal  mit^  folgenden  Bemerkungen.  Hat 
man  sich  denn  in  diesem  Streite  wirklich  gefragt,  was  man  unter 
dem,  Ai!isdrucke  2"  cpsa'*  bei  gebrochenen  Exponenten  denken  wolle ! 
Wollte  man  die  verschiedenen  Werthe  von  cos  a**  bei  gebrochenem 
n  darstellen ,  so  entsprach  die  Rechnung  der  Vomussetzung  nicht. 

Setzen  wir  ^  statt  n  und  bezeichnen  (dbi)'  durch  17-f  td.  Seifer- 
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ner  tp  der  ^sa  coeio  als  Zahl  gekSr^e  «pitze  Bffgenwertiiy   so  ist 

trf  r     sr(iy-f /#)(oos 91 -^  181119^) i^       ^  and  wir  haben  29(coso)fts: 

(ly+i-^)  [(cosfp+tsing))« +  (  -  )  (cos 9 +£81119)«  +•*••]•  Neh- 
men wir  aber  a  negativ,  sp  wird  auch  ainq>  negativ  und  man  findet 

2  9  (cos  a)  I  =  (i?+i^)  [  (cosg)-r-i  sin  9)  «  +  (  —  )  (cos^— tsin^)  »  + ..] 
und  wenn  man  nun  beide  Reihen  addirt,  so  erhält  man,  da,  wegen 

a  E 

des  spitzen  Werthes  von  9,  (cos  9+2  sin  9)  «  —  (cos  g> — t  sin  g>)  9  nichts 

ü  ... 

anderes  als  cos -9)  sein  kann : 

2T(cosa)J=(i2+t^)[cos|t;()  +  (^)^Cos^^-.2)^+....]^ 

welches   eben   nichts    weiter  sagt,    als 

29  (coaa)9=z29  (fi  +  i^)(co8(p)9. 

War  der  Sinn  der  oben  angegebene,   so  durfte  das 
Imaginäre  aus  der  Reihe  nicht  verschwinden. 

Wollte  man  aber  die  Ausdrücke  in  XXI)  und  XXII)  erhalten, 

so  hätte  ma^  bedenken  müssen ,  dass  in  (cos  a)  9  selbst  noch  das 
Imaginäre  steckt,  das  man  aber  ganz  unberücksichtigt  liess  und 
somit  gegen  den  Sinn  von  i  verstiess  (§.5.u.  §.6»),  das  man  fölsch- 
lich  für  eliminirt  hielt.  Man  hätte  dann  statt  der  eben  angeführ- 
ten Gleichung 

9         '    9  p     ^  ^  9 

2F(cos  o)f =(<;+t>)  [(cos9+i8inr9>)ff^+(  £ j  (eoS^+isin^)?''' *+••] 

^^c^tniehr 

*'''■'  Z  '  Z 

29(ri.\.id')(cöBq))9 

■  )  Z     tp\  Z^% 

^  =  (ij-f  id")  [(coS9+isin9))S'+f  ^j    (cosy+tsing))«      -f....] 

setzen  sollen.    Wird  hier  i  negativ  genommen,  so  findet  sich 

•  *   '  -  <  .  * 

V  P 

2?(i^— t^)(cosgp)f 

J:i(iy— i^)((C0S9-tsiö9)?+(~)  (cod«'^t*feitt9>)?'*'+..;.l 

•  •.^'  •     .    vy/i  -■    , 

i^nd  indem  mait  mn  beide  Reihen  laddirt,  erhält  mafi,  datiaöh  6.8. 

i^i^i»)  (öoecp + «sin  9)  ?+  (1/  ~  i&)  (cds  <p  -i«ito  9)?  nichts  anietä^ä 
2iO#S^a  ist,  .  .   , 
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.  2«fl7(coa9)^=ico»~!»'+lv-J  icosl^-— 2ja-f. ..., 

welches  die  Ausdrücke  iD  XXI)  und  XXIl)  darstellt*    Subtrahirt 
man  dieselben  Reihen ,  so  erhält  man  noch 

Et 
XXIU)  2fd(cos9>)9 

■  '  •  .  * 

WO  MW  ^=sm   *  ^     odiir=  sin^-^- ^^  sesetzt  werden  mnsS. 

9  9  ^ 

je  nachdem  c<)9  a  positiv  oder  negativ  ist   . 


ITM 


IJelber  eine  gewisse  Gattani^  Ton  Auf« 

f^aben  fßr  Prfifhingren. 

I 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hapnover. 


>  •       /  .  .  •  •  •  •    « 

Unter  den  mathematischen  Aufsahen  ^  welqhe  4<^WjohI  hier  als 
anderwärts  zum  Gebrauch  für  Schulen  vorgelegt  werden^  vermisse 
ictn  eltjfe  gewisse  Oattune,  die'  mir  tiämetttUch  ^jjpn  Behufe  von 
schrlftiicheii  PrüAmgen  oesondere  Vorzüge  zu  besitzeii  scheint 
Es  ist  bekannt^  Wie  wenig  solche  Aufgaben  dem  Zwecke  der  Prü- 
fungen entsprechen,  deren  Lösung  einen  besonderen  Kunstgriff, 
einen  glücklichen  Einfall  erfordert  ^  bei  dessen  A^ufsucbung  die 
Schüler  vielleicht  Stunden  zubringen  können,  ohne  ihn  dennoch 
zu  finden.  So  darf  man  z.  B.,  wenn  man  etwa  tuei  einer  Abituri- 
enten -  Piiffung  den  Ptolemäischen  Lehrsatz  zum  Beweisen  vor- 
legt, —  vorausgesetzt,  dass  dieser  im  Laufe  des  Unterrichts  selbst 
nicht  vorgekommen  Ist,  —  zuverlässig  erwarten,  dass  kaum  Einer 
aaf  die  ^zti  nöthige  Ufilfsliiiie  verfallen  wird,  so  dass  mithin  allen 
denen,  welche  sich  vergebens  darüber  abgemHiiet  haben  (und diese 
pflegen  gerade  die  besseren  zu  sein)^  die  Geteg^enheit ,  d^^wlilE* 
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liehen  Bestand  ihrer  Kenntnisse  zu  zeisen,  abgeschnitten  Jst. 
Von  der  anderen  Seite  können  aber  auch  diejenigen  Aufgaben  dem 
Zweclce  der  Prüfiiimen  nnr  theilweise  genügen ,  welche  im  Laufe 
des  Unterrichts  wirklich  vorgekommen  sind;  denn  hier  wird  die 
Losung  zu  sehr  Gedächtnisssache,  und  kann  zu  keinem  Urtheil 
über  me  gewonnenen  Fähigkeiten  des  tSchüiers  führen. 

Von  beiden  Uebelständen  frei  scheint  mir  diejenige  Gattung 
von  Aufgaben  zu  sein,  welche  ich  hiermit  in  Anregung  bringen 
will.  Das  Charakteristische  dieser  Aufgaben  besteht  darin,  dass 
in  ihnen  der  Zusammenhang  zwischen  zwei  als  reränderlich  ange- 
sehenen Grössen  aus  einer  dem  Schüler  bekannten  Sphäre  gege- 
ben, und  dabei  gefordert  wird,  während  die  eine  dieser  beiden 
Grossen  alle  Werthe  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  durch 
läuft,  die  zugehörigen  Werthe  der  andern  Grösse  anzugeben.  Die 
Lösung  dieser  Aufgaben  erfordert  keine  besondere  Ernndungsgabf 
von  Seiten  des  Schülers,  und  dennoch  verlangt  sie  mehr  als  eine 
todte  Wiederholung  vorgetrs^ener  Lehren ;  sie  eignet  sich  demnach 
in  gleicher  Weise  für  den  fähigen,  wie  für  den  schwachen  Schü- 
ler, und  liefert  deshalb  auch  den  besten  Massstab  zu  einer  ver- 
gleichenden Beurtheilung  beider.  Ich  will  einige  Aufgaben  her- 
setzen, die  sich  für  schriftliche  Abiturienten -Prüfungen  eignen 
möchten ,  zu  welchem  Zwecke  ich  sie  theilweise  bereits  angewandt 
habe.  Dass  sie  nicht  zu  leicht  sind,  darüber  glaube  ich  die  Er- 
fahrung aller  denkenden  Lehrer  für  mich  zu  haben.  Die  Zahl 
derselben  wird  jeder  Lehrer  ohne  Mühe  vermehren  können. 

1.  Anzugeben,  welche  Werthe  die  beiden  Wurzeln 
der  Gleichung  a:*—7ar+m=0  successiv  durchlaufen, 
wenn  man  m  alle  Werthe  von  0  bis  oo  durchlaufen 
lässt. 

2.  In  derselben  Gleichung  alle  (positiven  und  nega- 
tiven) Werthe  anzugeben,  welche  m  durchlaufen 
darf,  damit  die  Wurzeln  der  Gleichung  nicht  Ima- 
ginär werden. 

Eine  dieser  beiden  Aufgaben  möchte  völlig  hinreichen,   um 
sich  darüber  zu  versichern ,  wie  ein  Schüler  die  Theorie  der  qua- 
dratischen Gleichungen  verstanden  hat.    Dasselbe  gilt  von  der  fol- 
Agenden  dritten  Aufgabe  in'  Bezug  auf  die  Begriffe  der  trigonome- 
trischen Functionen. 

3.,  Anzugeben,  welche  Werthe  der  Winkel  ^  in  der 
Formel  tang  tfi=l-f  sina— cosa  allmälig  durchläuft, 
wenn  man  a  allmälig  alle  Werthe  von  0^  bis  360^ 
durchlaufen  lässt. 

4.  Anzugeben,  was  aus  den  übrigen  Bestandtheilen 
eines  Dreiecks  wird,  wenn  man  eine  Seite  und 
einen  ihr  anliegenden  Winkel  ungeändert  beibe- 
hält, aber  den  gegenüberliegenden  Winkel  all^ 
Werthe  durchlaufen  lässt,  deren  er  fähig  ist«. 

Diese  Aufgabe,  der  sich  noch  viele  andere  zur  Seite  stellen 
lassen,  kann  sowohl  zu  geometrischer  als  zu  trigonometrischer 
Behandlung  vorgelegt  werden. 
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ß.  Ansageben»   fflr  welche  Wetthe  von  x  der  Ans- 

druck  log  ^         im  briggischen  Systeme  successiv 

die  WertheO,   1,  2,  3....bisQ0,    sowie —1,   -% 
—  3....  bis  —00  annimmt. 

Auch  physikalische  Aufgaben  lassen  sich  so  behandeln,  z.  B. 

6.  Die^  Lage  des  Spiegelbildes  von  einem  gegebenen 
Objecte  in  einem  sphärischen  Convexspiegel  an- 
zu^ebeuy  bei  allen  möglichen  Entfernungen  vom 
Spiegel,  die  das  Object  successiv  annehmen 
kann« 

Idi  fiS^e  hinzu,  dass  sich  diesen  Aufeaben,  wenn  man  sie  in 
den  Unterricht  selbst  hineinziehen  will,  bequem  die  Betrachtung 
von  Maadmis  und  Minimis  anknflpfen  lässt,  und  darf  sie  schliess- 
lich allen  Lehrern  zum  Versuche  empfehlen. 


IV. 

ITocliiiiallflre   Klnreden   iregen   Herrn 

Iloetor  Seh  19111t Ich. 

/  Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfuss  za  Weimar. 


§.1. 

In  dem  Aufsatze,  in  welchem  ich  die  Mo i vre' sehen  Formeln 
festzustellen  bemüht  bin ,  habe  ich  zwar  die  Erklärung  abgegeben, 
dass  ich  den  Weg  der  Streitschriften  verlassen  und  dagejgen  die 
wichtigsten  Momente  der  analytischen  Theorien  lieber  unabnängig 
von  zufälligen  Einreden  anderer  in  einem  mehr  geordneten  Vor- 
trage erläutern  wollte  ^  aliein  die  beiden,  von  Herrn  Dr.  Seh  10 milch 
gegen  mich  gerichteten  Aufsätze  in  Theil  V.  Heft  4.  dieses  Archives 
«ind  durchaitö  von  der  Art,  dass  ein  gänzliches  Schweigen  nicht  statt- 
finden kann«  Denn  abgesehen  von  allen  Pers5olichkeiten,  so  lassen  sich 
aus  jenen  Aufsätzen  doch  einige  Bemerkungen  herholen,    welche 


tat  die  Beleuehtvng  4er  Theorl«!  nicht  ^hne  WiebttokiAt  ^lod. 
Ich  habe  mich  Qber  Herrn  Dr.  S.ch J  t>  m  i  i  ch's  Einreaen  in  der 
That  seht  gefreut «  um'sb  tAehr,  als  im  Kogange  Holfnuikg  vor- 
handea  schi^o»  dass  ein  Ginversifindiiiss  b^  milglich  scati  werde; 
als  ich  aber  diejenigen  Ideen»  . welche  ^ie  äeele  d^r  ganzen 
Analysis  ausmachen:  syntaktische  Bedeutungen  als  IJinterthü- 
ren,  Einheit  der  Formen  als  unglückliche'  Eiribildungeri  bezeich- 
net sah»  da  ipussta  ich  die.gefasste  HoSming  alsbald  wieder 
aufgeben, 

Dass  ich  diesen  Streit  um  die  Methode  der  unbestimmten 
CoeCficienten  nnd  die  dlvergirenden  Reihen  seibsisrtfindig  und  im 
Interesse  der  Wissenschaft  unternommen  habe  und  dabei  kein 
hünder  Nachbeter  bin.  wie  n^ir  Herr  Dr.  Schlpmllch  y^o^irft, 
el^^ube  icH  genugsam  Wviesep  «u  haben.  Steht  .dienn. hier  Herr 
Or«  Schlomilcq  auf  seinen  Füssen?  Dass  ich  bti  tneineo 
Bestrebungen  nicht  iri;eD  kannte»  habe, ich  ^e  beh^MPtetj.4iWr;.ic|i 
kann  von  jedem  Anhänger  der  neueren  Theorie  dieselbe  Ruhe  und 
Würde  im  Vortrage  verlangen,  die  der  verehrte  Herr  Herausgeber 
dieses  Archives  für  meine  JUnsichten  zur  Bedingung  macht.  Dem- 
selben gebührt/hier  in  der  That  die  grösste  Hochachtung  und  An- 
erkennung, indem  er,  obschpu,j;{;g$Qwärtig  den  neueren  Ansichten 
sich  zuneigend,  dennoch  seinem  Archive  nicht  bloss  eine  einsei- 
tige und  eben  desshalb  für  die  Wissenschaft  verderbliche  Rich- 
tung geben  mag.  Daher  kann  ich  auch  nicht  glauben,  dass  er 
etwa  bloss  aus  dem  Grunde  der  Vertheidigung  der  älteren  Ansich- 
ten hinderlich  in  den  Weg  treten  werde,  weil  Herr  Dr.  jSchlo- 
milch  alle  Discussionen  hierüber  so  lange  zu  verschieben  bittet, 
bis  seine  kritischen  Werke  erschienen  sind  *).  Ich  bin  der  Mei- 
nung, dass  auch  Ich  kritisire^'^  und 'habe  eben  begonnen,  meine 
Ansichten  in  diesem  Archive  zur  Beurtheilung  vorzulegen,  und 
wie  nun ,  wenn  ich  meinen  Gegner  bäte,  alle  Discas§ioq^n^  Ja  ^ 
ffetäiisgabe  sekf«r  WeHce,i^so  lange  (ttnzHstelleilrj  bii»  meftfe^Sr- 
terungen  vollständig  •  a^gt^riKIJct  sUA 

Doch  ich  will  nun  zur  Sache  kommen. 


*)  For  dergleichen  mich  persönlich  betreffende  wohlmeinende  Aeasse- 
rangen  meiner  foehrten  Herrn  Mitarbeiter  bin  ich  denselben,  wie  sich 
von  selbst  versteht,  jederzeit  zu  dem  grossten  Danke  verpflichtet,  und 
dieselben  müssen,  wenn  ich  nicht  ganz  die  menschliche  Natnr  verleog- 
nen  will,  natArlich  wohlthuend  für  mich  sein.  Aus  einem  in  meinem 
Innersten  begründeten  eigenthümli^hen  Gefühl,  welches  es  mir  äberall 
und  jederzeit  wünschenswerth  macht,  so  wenig  als  nar  irgend  möglich 
T90  mir  selbst,  zu  reden  und  reden  zu  lasten«  J^b«  icjh  dfrg|i|fii^(»i  Stel- 
len bisher  In  den  Aufsätzen  jedoch  immer  gestrichen,  wenn  es  rieh 
irgend  tbun  liess.  In  dem  vorliegenden  Falle  ging  dies  indess,.obne  den 
Sinn  und  den  ganzen.  Zusammenhang,  wesentlich  zu  beeiiiträchtigeai 
nicht  gut  nn,  weshalb  die  obige  mieh  persönlich  betreffende^ teile  hat 
stehen'  Welbeh  müssen,  r-*  Ich  liabe  bei  der  Heraiisgafte  dea  Archivs 
lediglich  di«  Absieht,  der  Sinehe  zti  nntzen,  und  bin,.aiich  ohne  dais 
••  offen Aicfa  ausgesprodica  wird,  überzeugt,  «Tass  alle' diejenige,  welche 
e«  Vit  der  Sache  wahrhaft,  wohl  «Minen,  mir  ihre  Ameiis«ttniutg  fAr 
nioia,«  ve41ii:h  giemeiotoa  SHeJ^a.  nicht  .gm  Temageii .  werlen.  i 
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Herr  Dr«  fiichlöroilcb  l^e^Pr'K^i  zuerst  vsm^m  Gfßfif^fuii^ 
Mr.XXV.  ip  Tbeil  l\.  dieso&ÄiTCQiTes.viid  verwiift  gnp«  imog^.  mfiijp^ 
AAfichteD  (ich  bitt«  die  Leset  >  es  Dicbt  fll|el  211  deuten  jiyeQQipli 
manchmal  von  einer  fremden  Erfindung  als  von  der  laeiqigep»  rede) 
ulier  ^\e  Methode  der  upbestiouaten  Coefiicienten«  Auch  ich  bs^ 
d^ipuüs  eipigee  Unrecht  gehaht«.  aber  nur  ki  99  ier».,  aU  ifh.den 
Gagqera  vifi  zu  viel  zugab.  Die  Ansicht  ^  dasa  <Uf>  /Form  der 
Reihe  vorher  nqth wendig  oegriindet  sein  müsse,  ist  durcha^  ohu^ 
Grvpd»  d^e  frühere  Meinung,  dass  es  sich  yoo  selbst  ^chf^^hprw 
ausstellen  werde,  ob  die  Form  der  Reihe  passend  gew$hjt.w^rdi^9 
sei,  ist.  schlechterdings  richtig ^ .  und  nur  einige  iloel  v«r:staDdene 
Beispiele,  welche  eigentlich  mit  der  Methode  dfr  unbestimmtei^ 
Coefnci^nten,  wie  dieselbe  gewöhnlich  ayfgeiasst  wirdt,  gar  nichtig 

Jemeip  haben »  ^ind  die  Schuld  der  von  mir  hipzug^füetef 
leschränkung.  Eine  gründliche^  genetidcbe  ErKlärung  der  a,iwyti>' 
sehen  Reihe,  welche  ich  in  einem  der  nächsten  A|i£|^tze',v)ej?T 
suchen  werde,  ifird  hier  alle  Zweifel  lösen.  Eine  solche  ist 
meines  Wissens  noch  nie  gegeben  worden  und  die  älteren  Mathe- 
matiker haben  das  Richtige  oft  mehr  gefühlt,  als  klar  gedacht. 
Daher  rühren  aber  auch  manche  bodenlose  Erklärungsversuche. 

Was.  Herr  Dt.  Schlonxiich  in  djer  Xheorie.  der  uqb|^stimm- 
tep    Coeflleienten   gegen    micJi    auszusetzen  hat«    erklärt  er  zum 


»  • 


>       1.1    •' 


zwei  verschiedene  Functionen  dieselbe  in  ,allen  ihren  Theilen 
bestimmte  Reihe  gefunden  werden  könne.  Darauf  antwortet  mir 
Herr  Doctor  Seh io milch,  es  sei  die  Reihe 

1—1  +  1—1+  ... 
nicht  nur  die  Entwickelung  von 

sondern  auch  von 

T-^i^=rl-Äa+jr3-.:r»+....       ^ 
l  +  a?+a?* 

.        »  ^       ■       • 

und  allg«;melD  Tqn 

l+^+a:a  +  ....  +  a?»'-^ 
==  1  -  aj»!»  +  Ä»—  ar'»+  *  +4?««^  ar«+««  + . . . . 

für  otsb;!,  und  darum  sei  ja  1-^1+i-^l +  ...,. «tiva^  gaws  iUnbe- 

bestinmites=— .    Hier  Hesse  uns  auch  La  Gränge  imStichW-^ 

Ich  überlasse  es  nun  dem  Publikum ,  zu  heurtheilen,  ob  dieses  auf 
meine  «Erörterung  passt.  Die  Erkiänrng  von  La  Grange  ist  frei- 
lich nur  aus  der  Luft  gegrifen ,  ich*  aber  mache  die  Hinterthür 
auf  und  flüchte  mich  zur^iMn^lytischen  Bedeutung  der  Reihe. 
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Was  ans  Herr  Dr.  Schlo  milch  hier  sagt^  ist  ttos  längst  be« 
ksDiit,  aber  wir  meioeii  keine  divergirende  Reihe ,  die  wir  so  aaf 
das  I^pler  schreiben  nnd  mit  eider  gewissen  SelbstgefKiHgkeit 
ansehen 9  sondern  eine  Reihie  mit  sytitEiktischer  Bedeutung,  utid 
wenn  nnn  die  Reihe  1—- 1-|-1 — l-f.*-«  ^^®  syntaktische %edea- 
tnng  von  1 — ar+±* — ar*+.v«  bat,  so  ist  ihre  Summe  =i  und 
keine  andere.  Man  musi^  es  Herrn  Dr  8chlömilch  Dank  wis« 
sen,  dass  er  diese  Sache  schon  jetzt  angeregt  hat;  beimcünennur 
langsam  yorwärts  schreitenden  Arbeiten  wäre  sie  viel  später  zur 
Sprache  gekommen.  Da  aber  hierdurch  eben  ein  grosses  Licht 
Aber  die  r rage  Terbreitet  wird,  so  entschloss  ich  mich  zur  Her« 
ausgäbe  dieses  Aufsatzes. 

Herr*  Dr.  Sefalömilch  hätte  nur  etwas  weiter  gehen  sollen, 
um  die  grosse  Schönheit  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Reihen 
zu  begreifen,  gegen  die  er  mit  diesem  Argumente  zu  Felde  zieht 
Er  würde  dann  gefunden  haben,  dass  sie  kein  leeres  Spiel  sei, 
sondern  weit  reichere  Fruchte  tragen  kOnne,  als  die  Reihentheorie 
mit' der  gegenwärtigen  Beschränkung« 


§.3. 

Um  dieses  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern  und  um  zugleich 
über  den  Ton  Herrn  Dr.  Schi 8 milch  angeregten  Zweifel  die 
gehörige  Rechenschaft  zu  geben,  wähle  ich  ein  S^lspiel  aus  dem 
mathematischen  Lexicon  ^d.  V.  Abth.  ] .  Art  Umformung).  Daselbst 
wird  die  convergirende  Reihe 

so  umgefonnt,  dass  sie  convergenter  wird.    Da 
a+n6=a+6+(n— l)6  =  a+26  +  (n— 2)Ä=ia+3Ä  +  (n— 3)6 

U«    6.    W^. ,  \ 

SO  folgt  leicht 

i  i  nb 


a+nb      a     a(a-{-nb) 

1      .    i?6       .     «6.(n— 1)6 
a     a(a+6)     a(a-|-6)(a+«6) 

1_      nb  nb.(n—l)b  n6,(n— l)6.(n— 2)6 

^  a     a(a  +  6)+a(a+6)(a+26)     a(o+6)(a+26)(a+36)+**' 

n6 .  (n— '  1)  6 . . . .  26 . 6 
«(«+*)(« + 26y7rT(o+n6)' 

Wird  nun  in  der  Reihe  S  statt  jedes  Gliedes  seine  Auflösung 
nach  diesem  Gesetz  substituirt,  so  erhält  man  leicht 

a 

1     :         * 


-^  + 


a  '  a 


Jfl+S) 
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i  1  2fr      ,  b.2b 


a     o(a+Ä)^a(a+Ä)(a+2fr 

-  1  3fr  2&.36  fe.2fc.3ft 

a+a(a  +  fr)      a(a+fr)(a  +  2fr) +a(a+fr)(<i+2fr)(ö+3fr) 


oder 


u.  s.  w. 


5=^(1-1+1-1+....) 


(1—2+3—4+5—....) 


a{a-{-b) 
6.26 


(1—3+6—10+....) 


^o(a+6)(o+2A) 

ft.2&.3ft 
+  a(a+6)(a+2Ä)(«+36)^^-'*+*"~--> 

u.  s.  w. 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist  nun 

1-1  +  1  — l  +  ....=i, 

1—2+3— 4+....=:J, 

1— 3_|.6— 10+..-.=i, 

U.    8.   W.      > 


Daher 


a'»'*'a(«  +  fr)^**a(a+fr)(a+2fr) 

.1               fr . 2fr .3fr 
+ 16  •  a  (a  +  fr)  (a +2fr)  (a +3fr)+ 

Was  nun  Herr  Dr.  Schi  um i Ich  ges^en  diese  Rechnung  ein- 
wenden wird  9  ist  leicht  zu  sehen ,  aber  die  Richtigkeit  des  Resul- 
tates wird  er  nicht  läugnen  können.  Aber  eben  diese  Rich- 
tigkeit des  Resultates  hat  doch  wohl  Gewicht  genug ,  um  nicht 
die  divergirenden  Reihen  für  puren  Unsinn  zu  erklären. 

Die  Reihe  1  — 1  +  1  —  1  +  ....  hat  in  obiger  Rechnung  aller- 
dings keine  bestimmte  syntaktische  Bedeutung  und  daher  auch 
keine  bestimmte  Summe.  Ist  das  die  Meinung  ,  des  Herrn  Doctor 
Schlömilch^  so  sind  wir  alle  einig  mit  ihm.  Weil  aber  eben 
jene  Reihe  keine  syntaktische  Bedeutung  hat^  so  legte  der  Urhe- 
ber dieser  Rechnung  eine  solche  hinein,  indem  er' ihr  die  Bedeu- 
tung von  X — a^-^-ic^ — a:*+....  gab,  so  dass  1— »l  +  l  — ...  .=  i 
wird.  Aber  eben  dadurch  gab  er  auch  a,llen  übrigen 
Reihen  ihre  syntaktischen  Bedeutungen  und  hat  diesel- 
ben treu  bewahrt,  so  dass  die  ganze  Rechnung  richtig  werden 
musste.    Denn  indem  er  der  Reihe  1  —  1+1  —  1  +  ....  die  Bedeu- 

Theil  \1I.  3 
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tuDg  von  j:— ar*-|-ar'— ar*+....  gab,  ging  er  eigentlich  von  der  «pe 
eielTen  Reihe 


zu  der  allgemeineren 

-_ ^        0?'  ar^  ar^ 

fiber,  deren  Smnme  ganz  nach  demselben  Verfahren  so  gefunden 
wird: 

+  a(oH-&Ha+2^(«+36)<*-^  +  ^"^->^ 

u.  s.  w., 

d.  h.  nämlich 
rr-i  /^    ^    ^  ■        *       /"   ^    Vi  *'^*  ^    ^   V 

woraus  zugleich  hetVorgeht,  dass  die  umgeformte  Reihe  selbst 
dann  noch  orauchbar  ist^m^enn  die  Urreihe  schon  divergirt.  Also 
dadurch ,  dass  der  Urheber  dieser  Rechnung'  1  —  l-fl  —  ....z=^ 
setzte 5  entstand  die  Nothwendigkeit  1  —  2-f-3 — 4-f....  =  J»  i — 3 
1-6  — lO-h....  =  ff  zu  nehmen.  Dies  mas  sich  Herr  Dr.  Schlo- 
milch  überlegen^  um  die  Hinterthiir  zu  begreifen,  welche  in  der 
syntaktischen  Bedeutung  liegt. 

Aber  derselbe  wird  sagen,  ja  wenn  ich  nun  der  Reihe  1  —  1 

+  1 — 1  +  ....  die  S3rntaktische  Bedeutung  von  l  —  x^+a;^ — 0;*+.. 

i-4-a: 
=:^  2  Rcg^l^cn  «»*  sie  =1  genommen  hätte?    Das  hätte 

ganz  frei  gestanden,  denn  dadurch  hätten  nun  auch  die  fibrigen 
Keihen  eitle  ganz  andere  Bedeutung  erhalten,  1 — 2-f 3*^4-t-.... 
die  von  1 — Ste*+3jj'— 4ar*+....  ü.  s.  w. ,  indem  danti  ein  Anf- 
st^igeta  von  der  besonderen  Reihe  S  zu  det  allgemeinereti 


a     a+6^a+26     ö+36 


•  •  •  • 


statt  gefunden  hätte.  Man  hätte  dann  zwar  eine  ganz  addere  Um- 
bildung von  jS  erhalten,  aber  dieselbe  muss  immer  noch  den 
Werth  von  S  haben.      Die  Reihe  S  kann    ein  specieller  Fall  von 
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UDsähllch  vielen  verschiedenen  Functionen  sein^  so  wie  auch  jede 
Zahl  in  umsähligen  Functionsformen  enthalten  sein  kann.  Man 
be^^ft^  wie  unendlich  viel  aus  dieser  Theorie  fliessen  kann: 
Reihenumbildungen  der  verschiedensten  Art,  bestimmte  Integrale 
u.  s.  w. 

Also  nicht  die  Convergenz  entscheidet  über  den  Werth  einer 
Reihe,  sondern  allgemeiner  die  syntcJctische  Bedeutung^  und  wo 
man  diese  in  der  Geyvalt  hat,  ist  jene  ein  unnützer  Zusatz.  Keine 
specieüe  Reihe  hat  aber  an  sich  eine  syntaktische  Bedeutung, 
mag  sie  nun  con-  oder  divergiren,  sondern  diese  Bedeutung 
erhält  sie  erst  durch  eine  gewisse  Nothwendigkeit  der  Rech- 
nung oder  sie  wird»  wie  im  vorigen  Beispiele,  willkührlich 
hineingetragen.    Die  convergirende  specielle  Reihe 

1  .^  i  4. 1 1  i  1 

kann  ein  specieller  Fall  von 

M'    ^^    3  M'  1^  TT  •&       -  y  »V      ... 

oder  von 

coso:*— Jcos3a?-|-icos5a:.... 

und  von  unzEhligen  anderen  Reihen  sein,  obschon  sie  immer  nur 

der  besimmten  Zahl  j  gleich  ist. 

Hiermit  darf  man  aber  die  Fälle  nicht  verwechseln,  wo,  wie 
manchmal  geschieht,  der  Werth  einer  Reihe  in  derselben 
syntaktischen  Bedeutunff  zweifelhaft  wird.  Die  Rech- 
nung mit  solchen  Reihen  wira  ^  dann  nur  einseitige  Resultate  lie* 
fern,  wenn  sie  .nicht  mit  Rücksicht  auf  den  Complex  aller  Werthe 
eefuhrt  wird,  wie  ich  dies  bereits  schon  nachgewiesen  habe.  Doch 
tür  diesmal  genug  hiervon. 

g.  4. 

Selbst  die  einfachsten  analytischen  Theorien  können  gefähr- 
lich werden,  wenn  man  nicht  die  gehörige  Vorsieht  gebraucht. 
Ich  übersehe,  das,  was  Herr  Dr.  Schi ömilch  in  seiner  ersten 
Gegenschrift  fThl.  V.  Nr.  XXX.)  weiter  vorträgt,  weil  man  dem  ver- 
ehrten Herrn  Herauseeber  unmöglich  zumuthen  kann,  den  Raum 
mit  nutzlosem.  Gezänk  zu  verschwendet.  Ich  unterlasse  es  auch, 
den  Vorschlag  näher  zu  prüfen,  wornach  Herr  Dr.  Schi  ömilch 
für  divergirende  Reihen  nicht  das  Gleichheitszeichen  gebrauchen, 
sondern  dafür  lieber  das  astronomische  Zeichen  des  niederstei- 
genden Knotens  schreiben  will.  Er  erkennt  damit  doch  wenig- 
stens eine  Beziehung  zwischen  Urform  und  Reihe  an,  wenn 
gleich  die-  Art,  wie  er  die  Beziehung  aufzufassen  scheint,  die 
Verbindung  aller  möglichen  Reihen  mit  jeder  beliebigen  Grösse 
gestattet.  Aber  einen  Punkt  kann  ich  nicht  mit  Stillschweigen 
übergehen,  die  Philosophie  nämlich ,  mit  welcher  Herr  Dr.  Schlö- 

A^^  ^  ,  und  insbesondere  auch  fBr 
I      i^^a  einen  reellen  Werth  erzwingen  will. 

3* 
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Das  aÜgeineine  Integral  Ifi^c) .  da;  ist  diejenige  Function  F{x) 
von  Xy  deren  Differential  =/(^)  wird;  das  bestimmte  Integral 
r  f(x) .  dx  ist  dann  =  F(6) — F(a). 

Unter  dieser  Ansicht  habe  ich  /      -^ r-  für  einen  arith- 

metischen  Unsinn  erklärt ,   weil  es  den  Logarithmen  einer  negati- 

y^  dx 

1  2x+i 

ilog(l  — a:)+Mog(l+a:+a;*)+;^arctg-^y-,    wa§    von    ar=0 

bis  x=a>  den  Werth  0T70  +  i  log  (— 1)  giebt.    Hier  lehrt  mich  nun 

Herr  Doctor  Schlumilch    den   imaginären  Logarithmen   reell  zu 
machen  ;    es  sei  nämlich  log  ( —  1)  =  4  log  (—  1)^=  J  log  1=0,  und 

daher  /      ^ -»=  ötfö'    Dieses  ist  ein  wahres  Universalmittel,  das 

Unmögliche  möglich  zu  machen .  Ich  weiss  nun,  dass  dieWurzel  1-f-'^— '1 
der  Gleichung  x^ — ^2j:+2=0  nicht  imaginär  ist,  denn  ich  habe  V^ — 1 

Herr  Doctor  Schlömilch  giebt  sich  viel  Mühe,  von  seinem 
kritisch  -  philosophischen  Standpunkte  aus  das  Imaginäre  in  obigen 
Formein  wee  zu  disputiren  und  findet  den  Grund  aller  unserer  Ir- 
rungen in  der  unglücklichen  Idee  von  der  Einheit  dev 
Form.  Wir  haben  diese  Idee  für  eine  nothwendige  io  der  mathe- 
matischen Analysis  gehalten,  ohne  welche  letztere  gar  nicht  denk- 
bar ist.  Wir  haben  geglaubt,  dass  dieser  Idee  alle  allgemeineren 
Algorithmen  ihre  Entstehung  verdanken,  dass  aus  ihr  die  Lehre 
von  den  entgegengesetzten  Grössen  hervorging,  dass  in  ihr  die 
imaginären  Grössen  ihren  Grund  haben  ;  nun  aber  müssen  wir 
diese  Lieblingsidee  aufgeben  und  auf  die  kritischen  Werke  des 
Herrn  Dr.  Schlömilch  warten! 

Wissen  Sie,  Herr  Doctor  Schlömilch,  dass  nimmermehr  un- 
bedingt log( — a)  =  llog( — a)^  ist,  sondern  es  enthäH  log( — a)  nur' 
den  einen  imaginären  Werth  von  -4log( — a)^,  statt  dessen  Sie  nun 
den  reellen  nehmen ,  wie  es  eben  Ihre  Kritik  erfordert.  Dadurch 
erzwingen  Sie  eine  Formel,  deren  klares  Verständniss  Sie  zugleich 
verlieren.    Die  Analysis  fragt  nichts  nach  Ihrer  Formel 


/ 


V).^=ö[A«)+A«+<^)+A«+2(J)  +  ..+/l[a-H(n-l)^)], 


n 

und  es  ist  dieselbe  nicht  einerlei  mit  obigem  F(b)'^F(a),  nicht 
einmal  in  aljen  Fällen,  wo  das  allgemeine  Integral  /f(x).iJ^  im- 

mer  reell  ist.    Es  sei  y=7 -^  die  Gleichung  einer  Curve  mit 
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recbtwinklichen  Coordioaten ,  so  ist  das  DiffereDtial  der  Flfiche  c2f = 

ydx^  y  v,,  aIso5=j^;;j^  +  Const.    Dieses  giebt  von  a:=0  bis 

b^ 
x=.1u  den  Werth  — g- ,  während  obige  Näherangsformel  "*)  auf  das 

Unendliche  führt. 

Doch  ich  enthalte  mich  jetzt  des  Weiteren  und  bemerke  nur 
noch,  dass  die  Anaiysis  nicht  bald  1 — x  bald  x  —  1  machen  darf, 
um  einen  Logarithmus,  der  sich  unter  der  Rechnung  als  unmög- 
lich ergiebt,  reell  zu  machen.  Auch  darf  sie  nicht  statt  einer 
Form  A  eine  andere  B  setzen,  die  mehrdeutig  ist  als  A,  und  sich 
dann  aus  B  einen  Werth  nach  Gefallen  auslesen. 


§.5. 

Doch  dieser  Streit  bezog  sich  zunächst  nur  auf  die  Art, 
nach    welcher    Herr    Dr.    Schlumilch    die    Integration    durch 

1 2=0  verglich.    Nach  seiner 

0      *  ~^X 

Art»  die  2$ache  zu  betrachten,  giebt  auch  die  divergirende  Reihe 
noch  das  richtige  Resultat,  weil  eben  log(— 1)=:0  ist.  Mit  sol- 
cher Kritik  will  man  uns  also  den  Gebrauch  der  divergirenden 
Reihen  nehmen!  will  man  uns  nothigen,  bogenlange  Rechnungen 
zu  lesen,  die  wir  mit  ein  Paar  Zeilen  abmachen  können.  vDie 
Wissenschaft  mag  auf  der  Huth  sein,  dass  sie  die  Uebersicht 
über  sich  nicht  verlieren  lässt.  Will  man  eine  Theorie  widerlegen, 
so  reicht  es  nicht  hin ,  Exempel  auf  Exempel  zu  häufen ,  die 
man  nach  Principien  erklären  will,  welche  die  Theorie  selbst 
als  falsch  zurückweist.  Herr  Dr.  Schiomilch  wird  dann  aucjhi 
einsehen,  dass  eine  Summe  unendlich^  vieler  Glieder  und  eine 
Entwickelung  im  Allgemeinen  sehr  verschiedene  Dinge  sind  und 
dann  die  Kraftlosigkeit  vieler  seiner  Waffen  von  selbst  fühlen,  mit 
denen  er  die  Theorie  bekämpfen  will.  Er  wird  dann  vielleicht  auch 
meinen  Satz  von  der  Convergenz  der  entwickelten  Reihe,  d.  h. 
derer,  welche  ich  als  die  Entwickelung  einer  Function  kenne,  dann 

*)  Hier  muss  ieh  mir,  wenn  auch  gegen  mein  «onst  stets  befolg- 
tes Princip,  doch  einmal  eine  BemerVnng  zu  machen  erlauben,  da 
nach  meiner  Ansicht  die  obige,  für  die  ganze  Anaiysis  höchst  wichtige 
Formel  (oder  vielmehr  Gleichung)  durchaus  keine  blosse  Näherungi* 
formel,  sondern  vielmehr  eine  gans  genaue,  in  YÖlliger  Strenge  gel- 
tende Gleichung  ist,    wenn  man  nur,    wie  es  eine  strenge  Behandlung 

der  Anaiysis  erfordert,   das  bestimmte  Integral  /    f(x)dx  alsdieGranie 

betrachtet,  welcher  die  Grosse  auf  der  recbten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens sich  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  also  B  in's  Unend- 
liche abnimmt.  Ich  mache  diese  Bemerkung  hier  namentlich  und  eigent*  , 
liph  zunächst  bloss  deshalb ,  weil  ich  mir  vorgenommen  habe,  den  wich- 
tigen Gebrauch  der  obiffen  Gleichung  bei  verschiedenen  Untersuchungen, 
wenn  dieselben  mit  völliger  Strenge  gefuhrt  werden  sollen,  in  einigen 
kleinen  gelegentlichen  Aufsätzen  unter  den  Miscellen  nachzuweisen. 
M.  8.  übrigens  auch  meine  Abhandlung  Tbl.  II.  Nr.  XXV.  S.  275. 

G. 


38 


aiitknietfaclicn  YeTstande,  dem  Werthe  der  FmictioB,  woraus  sie 
cstwickeit  wurde,  sich  mehr  mid  mehr  naliert,  je  aekr  man  Qie» 
der  Dimml.  Fassen  wir  das  in  der  Totalität  zosammen,  so  iSsst 
sich  sasen:  die  Reihe  conwetgiit,  wem  &  Samme  ihrer  nnend- 
fich  Tiefen  Gfieder  dem  Werthe  der  Function,  woraus  sie  entwickelt 
wurde,  gleich  ist  Dieses  findet  immer  dann  sitait,  wenn  die  61m- 
der  der  Reihe  his  mm  TcEScbwinden  klein  w»den,  wie  Herr 
Doctor  Schlomilch  an  dem  bestimmten  Integrale,  das  er  zum 
Gecenheweis  anfuhren  will,  heispielswMse  hltfte  sehen  können. 
Und  der  Satz  sdieint  so  lange  zu  bestehen,  als  man  nicht  yerfain- 
dem  kann,  dass  «ne  Function  in  gewissen  Fällen  unendlich  werde. 
Doch  es  ist  nicht  abzusehen,  wozu  £e  längere  Unterredung 
fdhren  konnte.  I>enn  wa»  sollen  wir  sagen,  wenn  uns  ein  Mathe- 
matiker eine  philosophisch-kritische  BearbeHung  der  Analysis  ver- 
spricht, und  rai  Voraus  bemerkt,  dass  das  ünendfiche  eine  Aaf- 
losraig  der  61eichui^/(jii)/(ii)^^(iii-|-ii)  sei?    Oder  wem  er  uns 

£e  Reellilit  tob     /     - — -g  dadurch   bcgreüich    machen    will, 

da80  logariAmiscme  Integrale  durch  den  Werth  «ner  gewissen 
Constante  imaginär  werden,  obschon  sie  reell  sind^  Hier  mfissen 
wir  jedesmlls  die  näheren  Ertänterui^en  erwarten,  ^e  uns  Herr 
Dr. Schlomilch  Ton  seinem  kritisch-philosophiscAwn  Standpmdie 
CTS  gehen  will;  einstweilen  woilen  wir  uns  nur  YoihchaMen,  dBe 
nach  unserer  Weise  hetracliten  zu  dfirfen. 


V. 


Velber  das  tntegralj^  e-^  siw"a;  Ar 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlomilch, 

PriTatdoceafteB    an    dicr    Usircrntäl    xo    Jenu 


So  viel  man  sich  rait^dera  ht^fde 

r-*»sinarrfj: 


/ 


o 

und  den  daraus  entspringenden  analytischen  Betrachtungen  be- 
schäftigt hat,  so  wentg  Aufinerksamkett  scheint  man  dem  allge- 
meineren Integrale 
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/»OD 

/     e^^Bin^jsda (1) 

geschenkt  zu  haben,  obgleich  dasselbe  bei  verschiedeneii  analyti- 
schen Untersuchungen  vorkommt.  Es  möge  daher  in  diesen  Zei« 
len  ein  kleiner  Beitrag  zu  einer  Theorie  desselben  folgen,  der  sich 
indessen  auf  den  Fall  beschränkt,  dass  m  eine  positive  ganze  Zahl 
>1  ist. 

I. 

Wendet  man  die  bekannte  Reduktilonsformel 

/  uvdx=:uf  vda: — j  dujtdx 

auf  das  Integral  (1)  für  tt=sin"*ar,  o=:e~^  an,  so  erhält  man 

/sin  ^X€r^^dx=B\n^xl  er ^  das — m  /sin  ^"^^iccoHxdx  le^^^ac 

=  — — sln^^are-«*-! —  l&m^'^^xtoBxer^'dx...  (2) 
a  aj 

Benutzt  mao  die  genannte  Bedoktionsformel  noch  ein^id   fjlr 
das  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Integral,  indem  i^ap 

ti = sin  "^^arcos  ar ,  r  =  e-" , 
setzt,  so  ist 

/sin"«""ij;cosare-«*€ia:=sin  "^^xcofixItT^dx 

—  /  [(»»— ^l)sin"»^*a:co8*j:— -sin'»a:]d!a;  ier-^dx; 
oder,  wenn  man  bemerkt,  dass  cos^a:=l — sin'o:  ist: 

/  ain"^— ^x  cos  xer'^dx^z  sin  ^—^x  cos  X  Jer-^dx 

—  /  [( ^W'^^)  ^^^  ^—^x — m  sin  '"x^dx  jer^ dx 

=:  — —  sin  "*— *  jx;os  x  er-^ 
a 

-f-^^Hi /^in«»-«arg-HMrrfx--  ßm^xe-^dx. 

Substituiren  wir  diess  in  die  Gleichung  (2),  so  wird 

f^m^xer-^dx— — -  sin   ^xe^^  —  ~^n''*^^xcosxe-^ 


a  a" 


+  2!i!5^>/^in«-%c-«*ctr-.^  ßin^xe-^dx 
und  we&n  wir  hier  das  Integral 


/ 
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sin  ^x  er^  dx 


ala  Uobekaniite  ansebeii  uod  algebraisch    bestimmen,    so  erhal- 
ten wir 


Bm^xer^dx 


0 

f 

_     afAfkx-\-mcoBx  .  „^^    ..-^  ■»«(»»— i)/*»    m  «..-.  ^sfn^ 

Diese  Reduktionsformei  führt  unser  Integral  auf  ein  anderes 
zurück,  in  welchem  der  Exponent  von  sino:  um  2  erniedrigt  ist. 
Geben  wir  zur  Gränze  für  wachsende  und  ebenso  zu  der  für  ab« 
nehmende  x  über,  so  ist  im  ersten  Falle 


Lim«-'«*=0, 

sobald  a  positiv  bleibt,  und  im  zweiten,  wegen  m>l, 

Lim  sin  "*^^a:=:;0, 
folglich 

y^*  sin  ^xtr^dx=^  ^fcS-  n s»n  "^^xtr^dx. 

Mit  Hülfe  dieser  Reduktionsformei  kann  man  für  jedes  ganze 
positive  m  den  Werth  des  Integrales  auf  der  linken  Seite  finden. 
Durch  mehrmalige  Anwendung  derselben  ergiebt  sich  nämlich, 
wenn  2p  eine  gerade  Zahl  bezeichnet. 


/ 


OD 

sin  ""d?  6-"**  dx = 

0 


»»("«— 1)  (m-2)(»t-3)     (TO-2p+2)(m-2p+l)  /»  gin «-»,».-_«<£, 
o«+m«  •  a»+(w-2)»  "•     a»+(»M-2p+2)«  J  o  a;e— «^. 

Ist  nan  m  gerade,  so  kann  man  2]9=m  nehmen,  wodurch  das 
letzte  Integral  in 


r 


er-^ilx 


übergeht,  dessen  Werth  bekanntlich  —  ist.    Man  hat  dann 

sm^xer-^dx 


t/'O 


_  m(m  —  1)    (m— 2)  (w— 3)  2 . 1 


aH»»*  '   o«+(w— 2)«     ■••     a^+22   "  a 

oder 

f^üin'-x  c-^-dx-  1'2'3.4 (m-^l)//i j         ,3. 

y^    sin  a:e      i^-____  ^^^^^^^^ (aH^/i«)  1  ^'^^ 
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§ 

Ist  aber  m  ungerade,  so  kano  inaD2/»=:iit^l  nebmen,  wodurcb 
das  letzte  Integral 


=  /      sind: 


e-«»dar=j- 


wird.    Es  ist  in  diesem  Falle 

/      An^xer-^dx 


""    o«+w«    •  0»+ (»1—2)2  aHS^'fi^+P" 


oder 


Jo  («Hl«)  («»-J^«)  («*+ß') (a*+^  •  •"  ^  ^ 

I 

Man  kann  die  Wertbe  unseres  Integrales  aucb  noch  auf  einem 
ganz  anderen  Wege  finden.    Man  bat  nämlich  für  jedes  geradem: 


( — 1)^2"^*  sin  ^x=:mQ  cos  mx — mj  cos  (m — ^2):r-|-iif2COs(9n — 4)ar— •.... 

...  +(— l)2-*niim-.iCos2a?+(^l)~iwi'm, 

wobei  mif  m^,  etc.    die  BinomialkoefQzienten  des  Exponenten  m 
bedeuten.    Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit 

'    e-^dx 

* 

und  integrirt  zwischen  den  Gränzen  a:=0,  a:=x  >  so  ist 

(—1)^2«-'  /      e\n^xe-^4x 
%J  0 

y^QD  /»OD 

=w«o/      co^lnxer^dx—mil      cos(m— 2)are~«*di:+.... 

t/  0  t/ 0 

...+  ( — 1)'*     mimr-if      coö2a:6~**rfa;+( — \)^im^  j      er^dx, 

und  wenn  man  den  "^Verth  jedes  Integrales  nach  der  allgemeinen 
Formel 

coabxe-^dx  =:  -„ .,« 
bestimmt: 
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(_l)?2'i.-Y     «ta'"«e-*'«ir 


~  ä«HH^""a»+(»i-2)«+a»+(j«-4)«      '"*      > (5) 


.   (-t)"  'mt,-.a.  (--l)*«n» 

+ ^W •" — 55 — 

womit  der  Werth  deis  Integrales  für  gerade  m  gefundeo  iMt. 
Für  ungerade  m  hat  man  bekanntlich 


.1 
(— il)  *  2»^*sui«a:=:nio8in»u? — misin(m — 2)x+m^Biu(mr^) 

+  ( — 1)   •  m^mr-i)8ind;, 
mithin  durch  Multiplikation  mit 

und  Integration  zwischen  den  Grftnsen  x=dHy  x==ao: 

m—i  /»OD 

(— l)~ir2«- 1/      sin  "»ar  e-«*da; 
=im^  f      sin 711076-«* «fa: — thi/      6in(w»— 2)a:e-*«*Ar+ 

t/  0  t/  0 

m— I  /*QD 

+  (— 1)  2   mi(w-i)   /      sinare-«*€fcr; 

t/  o 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Integrationen  rechts  nach  der  allge- 
meinen Formel 

/»OD  ^ 

/      sin  bx  er^dxzzz- 


0  a»+«» 

ausführt: 

wipm  wti  (w— -2)  i?ig(wt — 4)    


womit  der  Werth  des  Integrales   für   jedes   ungerade   m  gefun- 
den ist. 

m 

Multiplizirt  man  die  Gleichung  (3)  mit  (*— 1)^2^-^^,  ebenso  <i)  mit 
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( — 1)  «  2«-*  und  vergleicht  sie  darauf  mit  den  Resultaten  unter 
(5)  und  (6),  so  erhält  man  folgende  zwei  rein  algebraische  Rela- 
tionen :  mr  jedes  gerade  m: 


0) 


(—l)!gom-i  ,1,2.3 m 

a(aH2*)(a«+4«)  (aa+O*) («H«^ 

"  ;?+^~'aH(»«-2)»"''a«+(f»-4)»       "" 

(-~l)'~'»Hm-ig         (~^l)'^m{« 
+  aH-2»  ■*■         25 

und  fflr  jedes  ungerade  m: 

(— 1)"2"2*»-M.2.3 m 

(oHl*)  ("*+3«)  («H5*) (aHm*) 

^    Wpm         wgi(wi--2)         iiig(m— 4) 


(  — 1)    2    m'(m-l).l     , 


IL 


Wir  wollen  nun  noch  einige  Anwendungen  der  gefundenen  For- 
mein mittheilen. 

Hat  man  Gleichungen  von  folgender  Form.: 

'^(^) = Ai  sin  nc-{-A^  sin  'of +-^4  sin*a:+ .... 


i 


die  neue  Gleichung  erhält: 

=^0/      «-«'lir+ilj  /      sin^orc-^rfar+il^/      sin*a?e-«*iiir+.... 

•»OD  />0D  y»« 

=^Axl      sinwe-^dx+A^  I      ßin^xe-^da^i-A^I      8in*a;e-«rfa:+.. 

*)    LieMen  sich  diese  beiden  Sätse  wohl  auch  auf  elementarem 
Wege  beweisen? 
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'Hier  lassen  sich  die  Werthe  sämnitlicher  Inteffrale  auf  der 
jedesmaligen  rechten  Seite  mit  Hülfe  der  Formeln  (0)  und  (4)  ao- 
eeben^^  und  hierdurch  gelangt  man  zur  Kenntniss  eines  bestimmten 
Integrales,  wenn  man  die  Integrt^tion  auf  der  linken  Seite  sonst 
nicht  zu  benerkstelligen  weiss,  dagegen  zur  Kenntniss  einer  Rei- 
hensumme,  wenn  man  auf  anderem  Wege  den  Werth  des  Integra- 
les links  in  geschlossener  Form  angeben  kann.  Z.  B.  Aus  der 
fiir  jedes  beliebige  x  und  gerade  m  geltenden  Gleichung 

cos  ma  =  l—  7-s  sm  ^x  -\ — tttö-j     *•"  -^ 

1.^  l.x.0.4 

1.2.3.4.5.6  *'"  '^  +  -"" 

folgt  durch  Anwendung  des  obigen  Prinzips  der  Multiplikation  mit 
e-^'dx  und  Integration  zwischen  den  Gränzen  x=zQy  x=(X>: 


/»»  /»OD  -«2     /^« 

'  /      cos7na:e-^dx  =    #      er-^dx — -j-^  1  .   Bm^xe-^dx 
%J  0  fJ  0  i-^t/  0 


H T-cT^m—l      sin  *xe-^dx —  .., 

l.'2.<i.4  J  0 


d.  i. 


_f_=i    I!^        1>2  m2(m2--22)  1.2>3.4 

«H  7n^      a""  1.2  *  a  (aH2^)  +     1.2.3.4     '  a(a^ + 2«)  (a« +4«)       ""' 

oder  wenn  man  beide  Seiten  mit  a  multiplizirt,  von  1  abzieht  und 
mit  m^  dividirt: 


___! m^--2^  (m^— 2^)  (wg-4g)  .^^ 

'~a«+2^        (a*+2«)(aHi*)  '*'  (aH2^)  (aH^^)  (^24.62)      •-  W 

gültig  für  jedes  gerade  /n>0. 

Wendet  man  das  nämliche  Verfahren  auf  die  für  jedes  unge- 
rade m  geltende  Gleichung 

m  .  wi(m«— 1«)  .    3     .   m(iii«— 12)(m2— 3«)  .    . 

1  i.I.o  1.^.0.4.0 

an,  so  erhält  man  ähnlich: 


1_  7/1» -P  (m^-l^(m«--3^  Q 

•^ri«  +  P""(««+P)(a«+3«)"^(aHl*)(«H3«)(a«+5«)     "  ^ "^^  ^ 

für  jedes  ungerade  m. 


*)  Könnte  man  ille«e  Sätze  auch  algebraisch  beweisen? 


45 

Auch  von  den  Formeln  (7)  und  (8)  lassen  sich  einige  bemer- 
kenswertiie  Anwendungen  machen.  Man  schreibe  nämlich  in  (7) 
X  fiir  ay  multiplizire  mit  sin  yx  dx  und  integrire  zwischen  den  Grän- 
zen  x^zQj  xzz:co  ,  so  ist,  1.2.3.*..7it  kurz  mit  m  bezeichnet: 

-^^      j    ,     /** Bin yxdx 

woraus  man  unter  Anwendung  der  bekannten  Formel 


p  ^^y^^l^  n^y. 


x^k^  2 

die  für  jedes  gerade  m  geltende  Gleichung  erhält: 

=  ^  jwfoe-";'— iiiie-('»-')>'+iiiaC-('»-*)/-...  \    l   (U) 


Setzt  man  ebenso  in  der  Gleichung  (8)  x  für  a,  multiplizirt 
mit  cosyxdx,  integrirt  zwischen  den  Gränzen  x^=:0,  d7=a>  und 
bringt  rechte  die  Formel: 


y'^^cosyj?  ,         n      „. 


für  k=:m,  m — 2,  m — 4,  ...  3,  1  in  Anwendung,  so  erhält  map 
eben  so  leicht  für  jedes  ungerade  m: 


(^Xr^^l'^^nC    /** ^oByxdx 

=  f  1  wior-"^— Wie-(«-*)y+iiiae-(«-*)y .     l  ...  (12)| 

....  +  (  —  1)    «  jin(f»-i)e--y 
welche  Gleichung  das  Correlat  zu  der  (ll)ten  bildet. 
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VI. 

IJelber  das  Ton  Herrn  Ciausen  auf 
8. 299.  TheU  V.  Heft  2.  aagreff elbene 

Theorem. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schio  milch, 

PriTatdocenten    an    der    UnWertitftt   zu   Jena. 


Der  »Satz«  dass  die  Summe  der  Reihe 

2+         2.3  2.3.4  +•   • 


v.o.— »  ,0,   2 


~  n+3  '  n+3'"'       M^'  ""  «+3' 

ist ,  je  nachdem  n  der  Form 

6r,  6t?  +  l,  2,  3,  4,  5 

angehört  ^  ist  nur  ein  spezieller  Fall  eines  bereits  bekannten  allge- 
meineren Theorenies. 

Man  hat  nämlich  für  jedes  ganze  positive  m 

2  cos  »u?  ~  (  2  cos  x)«  ~  ^  (2co8ar)»-«+^J^z3^  (2  cos  a:)-«~* 

m(m— 4)(m— 5).o  .„   -  , 

—        ^  2.3 ^(2cosa:)«-«+ .... 

Daraus  folgt  für  ar=±-;^: 
2 rn« "*"  —  1  _  »».  w(ot— 3)     «t<m-4)(»t  — 5)  , 

^COS-j— 1        J  +  — j^g j-5-3 +.... 

# 

oder 
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1c%       mit 
—2  cos 


3   _| in^-3 ,  (m-^) (m — 5) 


TU  2    ■         2.3 


•  •  • 


Setzt   man    noch   m^=n-^3,  so  wird  cos -^=  cos (-^-|-^) 
=  —  cos  "Y»  folglich 

^»-1+ — o 0:5 — +•' •' 

WöfattS  man  sogleich  das  Ciausen'sche  iTheörem  erhält«  wenn 
tt&ti  der  Reihe  nach  ntsi6iff  6e-f  I,  2,  3,  4,  5  nimmt,  wofkt  v  eine 
ganze  positive  Zahl  b«tdeutet« 

Ein  ganz  &hnliohes  Theorem  lässt  sich  ans  der  Gleichung 

sin  ituv 

Ml«^ 

sin:i? 

ableiten.     Setzt  man  hiet  «ss-^und  mBSfH-S,  so  wird 

.   n+2_ 

3        _i_n  .  (i»~l)(n-2)_(n~2)(n— 3)(«— 4)  . 
siDi»    ""        1+        1.2  1.2.3  "*"■" 

Daraus  ergiebt  sicir,  dass  die  Summe  der  Reihe 

,      ,.(n-^l)(H-,2)_(n-2)(«-3)(»i-4). 

*    1+ O  1373 +•••• 

=+1,0,— 1,-1.0, +1 

ist,,  je  nachdem  n  unter  der  Form 

60,  60+1,  2,  3,  4,  5 
steht,  worin  e  «ine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 
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I 


Celber  die  Constmctioii  der  BTormaleii, 
Tangrenten  und  Krlimnmngslianunes" 
eer  an  solclien  Curren,  welche  dnrcb 
einen  Punkt  bescluieben  werden«  der 
mit  zwei  andern  nacli  einem  f^eg^ejbe- 
nen  Oesetze  sicli  Ibewegenden  Punkten 

fest  Terjbunden  ist. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Doctor  Stegmann 

an  der  Universität  zu  Marburg. 


In  dem  Journal  ^^  Lins ti tut  ^'  fanden  sich  in  den  letzten  Num- 
mern des  vorigen  Jahrganges,  nämlich  Nr.  57?  und  Nr.  574 ,  zwei 
kurze  Berichte  über  eine  von  Herrn  Abel  Transon  ersonnene 
und  der  Society  philomatique  zu  Paris  in  den  Sitzungen  vom 
30.  November  und  14.  December  1844  vorgetragene  Methode  zur 
Bestimmung  der  Krümmungshalbmesser  bei  solchen  Curven ,  welche 
entstanden  sind  (oder  angesehen  werden  können  als  entstanden) 
durch  Bewegung  eines  Punkts ,  der  mit  zwei  andern  sich  auf  gege-* 
benen  Curven  bewegenden  Punkten  fix  verbunden  ist.  Diese 
Methode  ist  nicht  allein  an  und  für  sich  so  sinnreich  und  ihre 
Anwendung  in  den  geeigneten  Fällen  so  förderlich  und  die  andern 
bekannten  Mittel  übertreffend,  sondern  auch  ein  Paar  Lehrsätze, 
auf  welche  sie  gestützt  ist,  sind  so  interessant,  dass  es  zu  bedau- 
ern sein  würde,  wenn  in  Deutschland  die  Aufmerksamkeit  der 
Geometer  sich  nicht  darauf  hingerichtet  hätte.  Zugleich  aber  sind 
die  Andeutungen,  welche  das  genannte  Journal  darüber  macht,  so 
kurz  und  die  Beweise  so  unterdrückt ,  dass  man  nicht  leicht  auf 
den  ersten  Blick  das  Ganze  zu  durchschauen  vermag.  Aus  diesen 
Gründen  erscheint  vielleicht  die  Mittheilung  der  folgenden  Bear- 
beitung dieses  Gegenstandes  nicht  unnütz. 


^ 


{ 

Wir  nehmen  an,  ein  System  von  Punkten,  welche  in  einer 
Ebene  Üegen  und  eine  unrerändetilclke  Lag<e  gegen  einander  behal- 
ten sollen,  also  sämmtlich  als  Punkte  einer  ebenen  Figur  eedacht 
wevden  kOnoen ,  bewege  i»ch  in  seiner  Ebene  nach  irgend  Einern 
Gesetze.  Sind  dabei  die  Linien  bekappt, ^  in  welchen  zwei  der 
angenommenen  Punkte  fortzurdcken  genüthigt  sind,  so  werden  sich 
o^nbar  auch  all«^  andern  Linien,  die  Ton  den  übrigen  Punkten 
beschrieben  werden,  vollkommen  bestimmen  lassen,  weil  jeder 
dritte  Punkt  des  Systems,  sobald  man  ihn  mit  den  beiden  zuerst 

fedachten  Punkten  Verbindet , '  iti  jedem  Augenblicke  die  dritte 
Icke  eines  gegebenen,  unveränderlich eu  Triangels  bildet.  Wenn, 
um  eines  besonderen  Falls  zu  gedenken,  zwei  von  den  angenom- 
menen Punkten  auf  parallelen  Geraden  (ortnQcken  sotten ,  was 
wegen  des  unveränderlichen  Abstands  jener  Punkte  nur  geschehen 
kann,  in  so  fetm  ihre  Bewegung  nach  einerlei  «und  Dicht  etwa  in 
entgegengesetzter.  Richtung  vor  sich  geht,  so  witd  augenscheinlich 
jeder  andere  Punkt,  des  Systems  sich  ebenfalls  in  einer  geraden 
und  mit  den  beiden  ersten  Geraden  parallelen  Linie  foiHhewiegen. 
Setzen  wir  diesen  besoodern   Fall    ledoch  bei  Seite,    eben   weil 


I 
I 


Systems' 

es  bewegen  ^si^h  zwei  Punkte  in  zwei  convergenten  Geradfti  und 
äffe  übrigen  Punkte  in. krummen  Linieq  (Vgl*  }.  lA.)« 


Man  kann  nun. für  jeden  Augenblick  der  Bewegung  die  Diffe- 
renzialien  der  von  den  einzelnen  Punkten  beschriebenen  Curven 
als  Elemente  von  Kreisbogen  auflassen,  welche  sämmtlich  von 
einem  und  demselben  Centnim  O  aus  bescbriefoett  tverden,  also 
die  Bewegung  des  ganze.n  Systems  als  eine  Summe 
unzähliger,  aufeinander  folgend;er,  unendlich  kleiner 
Rotationen  um  einen  successiv  fortrückenden  Mittel- 
punkt O. 

Seien  nämlich  in  Taf«  L  Fig.  I.  die  Curven  Aa,  Bß  die  Wege, 
welche  von  den  zwei  Punkten  A  und  B  durchlaufen  werden,  wäh- 
rend das  von  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  gebildete  System 
sich  nach,  einem  gegebenen  Gesetze  fortbewegt,  so  zwar,  dass 
während  A  nach  -3' nioi-Ückt,  die  Punkte  B ,  C,  J)  beziebuj^- 
weise  nach  Ä',  C,  D'  gelangen  werden.  Wenn  nun  ^  0  und  J^O 
in  A  und  B  auf  den  Curven  Aa  und  Bß  normal  stehen  und  wenn 
man  in  Gedankeh  den  Bogen  AA*  in  den  Zustand  des  unendlicbeo 
Abnehmens  versetzt,  so  wird  auch  BB'  unendltcli  klein  werden, 
und  bcffde  Curvenelemeiite  AA*  und  BBJ  können  sowohl  als  Ele- 
mente der  Tangenten  AT  und  BT,  wie  auch  als  Elemente  von 
Kreisen  gedacht  werden,  deren  Mittelpunkte. in  der  Normale  AO 
beziehungsweise  BO  liegen.  Aber  freilich^  da  der  Punkt  B'  auf 
der  Curve  Bß  Kfegen  ^nd  ausserdem  A'B'  eonstant  gleich  AB  sein 

Theii  VIT.  4 
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soll 9  80  ist  die  Lage  von  B'  bestimmt,  sobald  AA  als  indepen- 
dentes  Diflferenzial  aneenommen  worden  ist,  und  es  steht  daher  zn 
beweisen,  dass  sich  die  Differenzidien  BB'  und  AA'  za  einander 
verhalten  wie  die  Normalen  OB  und  OAy   denn  wenn  dies  der 

Fall  ist«  so  sind  die  unendlich  kleinen  Winkel  AOA'^'qj    und 

J80JB' =^^^  gleich  und  man  darf  sich  dann  ohne  Weiteres  vor- 
stellen, der  Winkel  AOB  habe  sich  um  seinen  Scheitel  Q  so 
gedreht,  dass  er  in  die  Lage  A'OB'  gekommen  sei.  Zu  diesem 
Zwecke  setze  ich 

W.  ATO=a,      AA'=h,      ÖT-m; 
W,  BTO—ß,     BB'=Jc\ 

so  verwandelt  sich  die  Gleichung  .     . 

< 

AT^^BT^^^AT.BT,f:wATB=^Am 
73::A'T^+B"n^2A'T.B'T.i:osATB 

10  folgende: 

•  ■•     ■ 

Äi*co8«*+a»^cos  jS* — 2iii*G08a  coS^  cos  (a+|5)= 
(m  cos  «—  A)*  +  (fw  cos  ß + Up — 2  (m  cos  a—h)(m  cos  ^+i)  cos  (ir +/?). 

Lftmt  man  ans  dieser  Gleichung  die  gleichen  Glieder  beider- 
seits und  die  Glieder  mit  den  zweiten  Dimensionen  der  verschwin- 
denden Grossen  h  und  k  weg,  so  ergiebt  sich 

27ifAcosa — 2}?iAcos/3=:2ifi[Acos/3 — £cosa]cos(a-f  Z')» 

also 

A  [cos  Ä— -cos /J  cos  («+/?)]  =  A[cos/}--<cos«cos(a-|-^] 

oder,  nach  leichten  Transformationen, 

A .  sin  (a'i-ß)a\üß=zk.  sin  (a+ß)  sin  a , 

d.  h. 

k      sin|3      OB 
Öl 


sin  ff      '  -  -  » 


was  zu  beweisen  war. 

Es  bedarf  nun  femer  nur  noch  der  Bemerkung,  dass  jeder 
andere  Punkt  C,  D  u.  s.  f.  des  angenonunenen  Systems,  weil  er 
fest  und  unveränderlich  mit  den  Punkten  A  und  6  verbunden  ist, 
während  der  unendlich  geringen  Drehung,  durch  welche  das  Drei- 
eck AOB  in  die  Lage  A'OB*  übergeht,  auch  gegen  die  Seiten 
OA  und  OB  dieses  JDreiecks  eine  unveränderliche  Lage  behalten 
wird,  dass  also 

W.  AOC^A'Oa,  sowie  OC=OC 
W.  AOD-A'OD'y  0Dz=xOD' 
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11.  8^  f.  S6IB  Wird«  Und  biennit  ist  der  am  Anfange  dieses  Para- 
graphen, aufgestellte  Sat2  gerechtfertigt,  und  es  ereiebt  sich  zu- 
fleich,  dass  die  von  O  aus  gezogenen  Radien  -  Vectoren  OC, 
)/)  u.  s.  f.  a^f  den  von  6%  D  u.  s.  f.  besdhriebenen  Curren  nor- 
mal stehen  müssen* 


§.  3. 

I)ie  mit  den  Halbmessern  OÄy  OB.,.,  beschriebenen  Kreis- 
bogen stehen  mit  den  von  den  Punkten  Ay  £....  bei  der  conti- 
Duiriichen  Bewegung  des  Systems  wirklich  durchlaufenen  Curven 
im  Allgemeinen  nur  in  einer  Berührung  der  ersten  Ordnung,  und 
der  Punkt  O  ist  keineswegs  der  Krummungsmittelpunkt  für  diese 
Gurven»  wie  am  Deutlichsten  vielleicht  aus  der  Bemerkung  her- 
vorgeht, dass  die  eine  oder  andere  dieser  Curven,  wie  Bßy  ihre 
conveze  Seite  segen  O  hinwenden  kann,  also  ihren  Krfimmungs- 
mittelpunkt  auf  der  Verlängerung  von  OB  über  B  hinaus  haben 
muss.  Forscht  man  nach  der  Grösse  der  einzelnen  Krümmungs- 
halbmesser, z.  B.  für  den  Punkt  A,  so  müsste  man  sich  in  A' 
ebenfalls  eine  Normale  auf  die  Curve  errichtet  denken  und  den 
Punkt  zu  bestimmen  suchen,  welchem  sich  der  Durchschnittspunkt 
dieser  Normale  mit  der  vorhergehenden  AO  bei  dem  unendlichen 
Abnehmen  von  AA'  ohne  Ende  nähert.  Errichtet  man  ebenso  in 
B*  eine  Normale  auf  die  Curve  Bßy  so  wird  diese  mit  der  eben 
gedachten  in  A*  auf  die  Curve  Aa  errichteten  Normale  sich  in 
einem  Punkte  O'  durchschneiden ,  und  es  würden  also  die  Conver- 
genzpunkte  von  AO  und  A*0\  ÄO  und  Ä'O',  CO  und  CO'u.s.f. 
in  Beziehung  auf  das  unendlich  klein  werden  von  ^^' gedacht,  *der 
Reihe  nach  die  Krümmungsmittelpunkte  der  von  A,  S,  C...  be- 
schriebenen Curven  sein. 


§.4. 

Berücksichtigt  man  indessen,  dass  der  eben  gedachte  Punkt 
O',  nachdem  die  unendlich  kleine  Drehung  um  den  vorigen  Dre- 
hungspunkt O  geschehen  ist,  ganz  an  dessen  Stelle  tretend,  wie- 
derum den  Slittelpunkt  für  eine  neue,  unendlich  geringe  Drehung 
abgiebt,  sowie  dass  OO'  als  Differenzial  der  Curve,  auf  welcher 
während  der  Bewegung  des  ganzen  Systems  sich  alle  Drehungs- 
mittelpunkte O  befinden,  mithin  als  unendlich  kleine  aber  gerade 
Linie  zu  denken  ist:  so  wird  man  leicht  auf  eine  andere  Vor- 
stellung ^ffihrt,  nach  welcher  man  das  ganze  System  alier  von 
A,  By  V..**  in  jedem  einzelnen  Augenblick  beschriebener  Cpr- 
venelemente  als  zusammengehörige  Differenzialien  eines  Systems 
cykloidischer  Curven  (gemeiner,  oder  gestreckter,  oder  ver- 
schlungener Cykloiden)  auflassen  wird,  welches  System  in  dem 
jedesmaligen  Punkte  O  denjenigen  Punkt  besitzt,  w*o  der  sich  fort- 
wälzende Kreis  die  sogenannte  Basis  OO'  tangirt. 

In  der  Tbat,  wenn  in  Taf.  I.  Fig.  2.  der  um  den  Mittelpunkt 
Q  mit  dem  Radius  QO  beschriebene  Kreis  längs  der  Geraden 
GH  fortt'ollt  und  z^viar  in  Aem  durch  die  hinzu  gezeichneten  Pfeile 

4* 


.12 

m 

f 

iMmerklieh  gemachten  Sinne,  so  beschreibt  jeder  beliebig  in  der 
Ebene  dieses  Kreises  angenommene  und  mit  dem  Mittelpunkt  Q 
aiif  eine  feste  mid  unveränderliche  Weise  verbundene  Punkt  ein^ 
gemeine  oder  gestreckte  oder  verschlungene  Cykioide, 
je  nachdem  sein  Abstand  von  Q  gleich  ist  dem  Cuidius  QO,  oder 
kleiner,  wie  dies  bei  dem  Punkte  A,  oder  grosser,  wie  dies  bei 
dem  Punkte  B  der  Fall  ist.  Zuvorderst  lässt  sich  nun  behaupten, 
dass  in  jedem  dieser  Fälle  die  von  O  aus  nach  den  beschreiben- 
den Punkten  gezogenen  Geraden  ÜA ,  OB ....  auf  den  von  die- 
sen Punkten  beschriebenen  Cykioiden  normal  stehen.  Dieser  Satz 
Ist  in  Betreff  der  gemeinen  CvKloide  allgemein  bekannt,  er  lässt  sieh 
aber  auch  ohne  Schwierigkeit  fflr  die  andern  Arten  beweisen. 
Denn  setzt  man  QO^i^ir,  QA:=R  und  den  veränderlichen  Wäl- 
zungswinkel  OQA=q>9  nimmt  G£f  als  Abscissenaxe  an  und  die 
Ordinatenaxe  parallel  zu  OQ,  und  fixirt  den  Ursprung  der  €oor- 
dinaten  dabin  wo  9:=U  ist,  so  bestehen  die  Gleichungen   ' 

jr==:r9  — Äsinqo,  y;=r — Recmtp, 

woraus  folgt 

(Ja:  =r  (r — R  cos  q>)  dq>  =  ydq> ,  rfy  :=  Ä  si n  q>€l(p , 

als« 


dx  y 

dy"^     RsiUip' 


Nun  ist  aber  ofenbar 


folglich 


dx 
und  da  —  -j—  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  angiebt, 

unter  welchem  die  Normale  der  Curve  gegen  die  Abscissenaxe  ge- 
neigt ist,  so  muss  die  Normale  des  Punktes  A  mit  AO  zusammen- 
fallen. Auch  gilt  alles  dies  unverändert  für  den  Punkt  B^  wenn 
man  untier  R  den  Abstand  QB  versteht  und  bei  q>  sich,  wie  ^s 
der  festgesetzte  Sinn  der  Drehung  verlangt,  den  convexen  Win- 
kel OQB  vorstellt,  so  dass  in  der  Gleichung  a?  =  1*9)«-^  i2  sin  «p  der 
letzte  Bestandtheil  jßsin^  an  und  f&x  sich  einen  negativen  Werth 
erhält. 

§.5. 

Man  stelle  sich  nun  vor,  der  mit  dem  Radius  QO  beschrie- 
bene Kreis  rolle  aus  der  betrachteten  Stellung  weiter  fort,  so  dass 
00*=r.Ag>  sei,  und  es  gelangen  dadurch  die  Radien  QA,  QB.. 
in  die  Stellung  Q'A'y  Q'B..^  so  Werden,  sobald  man  00'  in  den 


aber 
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Zustand  des  unendlicheo  Aboehmens  versetzt^  d»  l^okel  AOA', 
BOB'  u.  s.  f«   sämmtlipb.  einander  gleidh,    nämlich  gleich  d(p  = 

QQ-  ausfallen.    Denn  es  ist,  wenn  man  AA':=idt\xxA  die  Normale 

AOA'=isLngAOA'=:^; 

iV^=  Vya+0/w  =  V"y«+Ä«sing)*; 

also 

ds 
j^—dq>. 

Und  d^^  überdies  die  Curvenelemente  AA' ,  BB'...  bezie- 
hungsweise .auf  OA,  OB»*0.  normal  stehen,  so  dass 

OA'=(OA^+AA'«)^=^OA[i  +  l(j^^^  +....] 

bei  dem  unendlichen  Abnehmen  von  AA'  sich  von  OA  nur  um  ein 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  unterscheidet;  so  sind  die 
Umstände  für  die  Erzeugung  der  cykloidischen  Curven  in  jedem 
einzelnen  Augenblicke  ganz  dieselben  als  wenn  sich  ein  unverän- 
derliches Dreieck  AOlSf  öder  allgemeiner  ein  unveränderliches 
System  von  Punkten  A^  B...,  um  einen  in  seiner  Ebene  liegen- 
den Punkt  O  herumdrehte.  Mit  andern  Worten:  das  System 
aller  eleichzeitig  beschriebenen  Differenzialien  der 
Cykloiden  AA' ,  BB\..,  lässt  sich  auffassen  als  ein 
System  von  gleichzeitig  und  um  das  gemeinschaftliche 
Centrum  O  herum  beschriebenen  Kreisbogenelementen. 


§.  6. 

Stellt  man  mit  diesem  Ergeboiss  nun  dasjenige  zusammen, 
was  in  §.  2.  und  §.  3.  über  die  Bewegung  des  Systems  A^  B,  C... 
der  Tai.  I.  Fig«  1.  gesägt  worden  ist,  hält  man  also  namentlich  fest 

erstens,  dass  sowohl  bei  jeder  der  früher  ffedaehten  von  A, 
By  C...  in  Taf.  1.  Fig.  1.  beschriebenen ,  als  auch  bei  den  so  eben  in 
{.  4  und  §.  5.  besprochenen  Cykloiden  die  von  O'  aus  gezogenen 
Geraden  ÖA' ,  OB'  u.  s.  f.  wiederum  notmal  auf  den  bei  A',  B'.,., 
anfangenden  Cur\'enelementen  A'A",  B'B"  stehen  würden; 

und  zweitens,  dass  bei  jeder  Curve  sowohl  der  einen  aU  der 
andern  Gattung  der  Krümmungsmittelpunkt  gedacht  werden  kann 
als  der  Ort,  welchem  sich  bei  dem  unendlichen  Abnehmen  der 
Drehungswinkel  ^ 

AOA'=zBOB'^COC'  tt.  s.  f. 
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der  Convergenspnnkt  der  beiden  Normalen 

AO  und  A'O',  BO  und  B'Ö'  u.  s.  f. 

ohne  Ende  nähert; 

so  ersiebt  sich^  dass  die  Krümmungshalbmesser  zu  den  Curven 
Aa  y  Bß  9  CV . . . .  der  Taf.  I.  Fig.  1.  identisch  sein  müssen  mit  den 
Krümmungsnalbmessem  eines  vorläufig  noch  unbekannten  Systems 
von  Cykioiden,  dessen  Wälzungskreis  im  Punkte  O  die  Basis 
tangirt.  Dieses  System  von  cykloidischen  Bogen,  die  mit  den  * 
Curven  Aa,  Bß,  Cy....  in  einer  Berührung  der  zweiten  Ord- 
nung stehen,  wird  aber  genau  bestimmt  sein,  sobald  es  gelungen 
ist,  aus  der  Beschaffenheit  der  beiden  gegebenen  Curven  Aa  und 
Bß  die  Richtung  des  Differenzials  OO',  sowie  die  GrOsse  des 
dem  Wälzungskreis  zukommenden  Radius  OQ  zu  ermittein.  Und 
hierzu  verhilft  eine  gewisse  sehr  einfache  und  bei  allen  drei, Arten 
der  Cykloide  geltende  Formel  für  den  Krümmungshalbmesser. 


§.7. 

Wenn  wir  nämlich,   um  diesen  Krümmungshalbmesser  nach 
der  Formel 


dxdhf  —  dyd^x 
au  berechnen,  die  inr  §.  4.  gefundenen  Gleichungen 

dx^^ydfp  und  dy  zzz  R  sin  tpdcp 

nochmals  differenziiren,   d(p  als  independentes  Differenzial  behan- 
delnd, so  erhalten  wir 

d^x  =  dydq>  ==.  Rein  cpdgfl  , 
d^  =  l^cos  g>dg>^; 

also 

tlxd^  -^  dyd^x = {Ry  cos  q> — Ä*  sin  9*)  dtp^ 

=  {Rr  cos  q>^^R^  cos  9* — Ä*  sin  9*)  drp^ 
=  —  R(R — r  cos  q>)  dq)^^ 

Ferner  ist  zu  Folge  §.  5.,  wenn  man  durchgängig  unter  N  die 
Normalen  AO,  BO  u.  s.  f.  versteht, 

d$=^Nd(p, 
also 


e=+ 


Ä(Ä— rcos9>)' 

Sobald  man  aber  von  Q  das  Perpendikel  Qt/i  auf  ^O,  und  von  O 
aus  ein  (in  Taf.  I.  Fig.  2.  nicht  gezeichnetes)  Perpendikel  O  Wi  auf 
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AQ  i&VLi,  80  ersieht  man  aus  der  Aehoiichkeit  der  TriaDireMQC/, 

N      AW 
und  AOWi  die  Proportion -^0=  "377^,  d.  h. 

N /Z— rcos^ 

N 
Setzt  man  diesen  Werth  von  -n  in  die  Formel  für  ^  und  be- 
zeichnet den  Winkel,  Welchen  die  vom  Drehunesmittelpunkt  O  nach 
dem  beschreibenden  Punkt  A  gezogene  Normale  mit  aem  nach  dem 
Centrum  des  rollenden  Kreises  gezogenen  Radius  OQ  bildet^  durch 
^,  so  dass  OC7|=rcoS'&  wird,  so  hat  man 

^""*JV— rcos^* 

Dabei  ist  es  leicht,  sich  zu  überzeugen,  dass  die  eben  gebrauchte 
Gleichung   - 

N     JB— rcosy 
Ä^iV— rcos^ 

auch  in  den  Fällen  richtig  bleibt,  wenn  entweder,  wie  z.  B.  Hir 
den  Ptmkt  C  der  cosd  emen  negativen  Werth  erhält,  oder  auch 
dann,  wenn  cos 9  negativ  ist.        ' 


§.8. 

Die  gefundene  Formel  lässt  sich  nun  nicht  allein  dazu  benut- 
zen, um  Q  zu  construiren,  sobald  iV,  r,  ^  bekannt  sind,  sondern 
sie  wird  auch,  wenn  an  zwei  Punkten  des  sich  bewteeendenSystenw 
ABC.:,  die  Krümmungshalbmesser  gegeben.sind,  sehr  bequem 
zur  Bestimmung  der  Lage  und  Grosse  des  gesuchten  Halbmessers 
OQ  verhelfen.  Denn  angenommen,  ausser  den  Normalen  A(h=Ni 
und  BO=N^  seien  auch  die  den  Punkten  A  und  B  zugehörigen 
Krümmungshalbmesser  Qi  und  ^  bekannt,  so  wird  man  zuvorderst 
,die  Grössen 

^  üj  =  (jYj  -  r  cos^i)  =  ^^, 

B  t7ß = (iVa^  r  COS  ö-a)  =2 -^ 

construiren ,  hierdurch  die  Punkte  Vi  und  ü^  bestimmen  uud  so- 
bald man  in  diesen  Punkten  Ut  und  ü^  Perpendikel  auf  die  Nor- 
malen AO  und  BO  errichtet,  so  wird  deren  Durchschnittspunkt  den 
gesuchten  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises  angeben.  Alsdann 
aber  ist,  um  für  einen  beliebigen  dritten  Punkt  des  sich  bewegen- 
den Systems,  z.  B.  für  den  Punkt  C^  den  Krümmungshalbmesser  ^ 
SU  bestimmeo.   in  der  Formel 


56 

Dicht  sAlein  N^  =  CO  und  r,  sondern  auch  ^^=zCOQ  bekannt 
geworden  9  und  man  wird  also  ^  als  dritte  Proportionalllnie  zu 
zwei  gegebenen  Linien  ohne  Mühe  conatniiren. 

Es  bedarf  hierbei  kaum  der  Bemerkung ,  dass  man ,  wenn  ^3 
ein  stumpfer  Winkel  ist,  für  den  Nenner  iVg— rcos^«  bei  der 
ConstrvctioD  vok»  ^3  eine  Summe  zweier  Liwen  erhält,  dasei  der- 
selbe 4ber  in  allen  Fällen  geradezu  durch  die  Länge  CUy  darge- 
stellt wird,  sobafd  man  vom  gefundenen  Mittelpunkt  Q  das  Per- 
Sendikel  Qü^  auf  CO  gefallt  hat.  Eine  besondere  Erwähnung 
agegen  verdient  allerdings  der  Umstand,  dass  der  Krümmungs- 
mittelpunkt  öfters  auf  der  Normale  N  nicht  von  dem  die  Curve 
beschreibenden  Punkte  gegen  den  Drehungsmittelpunkt  O  hin, 
sondern  in  der  entgegengesetzten  Verlängerung  von  N  liegen  wird. 
Dieser  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  die  Cykloide,  welche  mit  der 
beschriebenen  Curve  in  einer  Berührung  zweiter  Ordnung  steht, 
an  dem  betreffenden  Punkte  ihre  Convexität  der  Basis  GH  zukehrt. 
Stellt  aber  yz=zf{a:)  die  Gleichung  der  Cykloide  zwischen  y  und  a: 
vor  und  bezeicnnet  man  die  zweite  derivirte  Funktion  von  /Xpc) 
durch  f'{x)y  so  muss  bekanntlich.,  wenn  der  eben  angedeutete 
Fall  eintreten  soll,  yf'ia-)  einen  positiven  Werth  erhalten.  In  so 
fem  nun  x  nicht  als  independente  variable  behandelt  werden  solU  ist 

folglich  bei  den  Cykloiden,  vermöge  der  in  §.7.  entwickelten  Formeln: 

fix) = -^  ^(^-^^^^Q^y) 

.  ■'  •  ,  •       .  ' 

uaid  «&  erhUt  «Iso  yf'iß)  eisen.  posMvea  Werth  nur  dann,,  weon 
rco«9>il  ist. 

Bei  der  verschlungenen  Cykloide  ist  r</2  tmd  bei  der 
gemeinen  i$,t  r:=^R,  folglich  kann  bei  diesen  beiden -Arten  nie- 
mals die  'eben  aufgefundene  Bedingung  erfüllt  werden,  d.  h.  in 
keiniem  ihrer  Punkte  wendet  eine  verschlungene  oder  eine  gemeine 
Cykloide  der  Basis  GH  ihre  Convexität  zu. 

Bei  einer  gestreckten  Cykloide  ist  dagegen  r>/2,  und  sobald 
also  cos  9  nicht  .allzu  klein  ausföllt,  d.'  h.  sobald  W.  g>  nahe  genug 
an  Null  oder  an  2n;  angenommen  wird,  so  muss  rcos9>>/2  sein, 
also  die  Curve  coqvex'  gegen  die  Basis  liegen.  Für  die  nähere 
Betrachtung  eines  solchen  Falls,  ist  die  gestreckte  Cykloide  in 
Taf.  L  Fig.  3.  gezeichnet  worden,  welche  in  der  Nähe  des  Punkts 
B  (fie  erwähnte  Lage  hat«  Ua  cos  9)  für  diese  Annahme  nothwen- 
di^  peisitiv  seka  muss,  weil  sonst  A-^rcasg)  ^  nichl  negativ 
werden  könnte,  so  wird  der  W.  OQB,  mag  er  mm  als  €pt  oder, 
wie.  es  in-  dieser  Figur  die  Umstände  erfordern,  als  2n;-^<p'aii%e- 
fasab  werden,  jedesmal  spitz  seb«  Und  da,  wenn  man  das  Per- 
pendäel  OfF  aiif  Qß  fällt,.  QW=^reoB(fi.  wird,  während  QB:=:R 
ist,    so    führt  die  Voraussetzung  rcosg>^R  m  der  Folgemng, 
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daa»  der  Fnsspuiikt  W  auf  die  VerläniferaDg  ¥od  QB  über  B  bio* 
9xm  bileüy  dajss  also  W.  OBQ  «tumpf  sein  nidsi^.  Deswegen 
aber  muss  auch  der  Fusspnnkt  des  Perpendikels  Qü^  auf  die 
¥erliflg»rung  von  O^  Aber  jB  hinaus,  mithin  iB  die  Concavi- 
tät  der  Curve  fallen. 

Alles  dies  hat  nun  zwar  keinen  ändernden  Einfluss  auf  die  in 
^  7.  vorgenommenen  Rechnungen,  denn  man  erhält  gegenwSrtig' 

ÄC;B=rco8^— iV,  BW^rco^fp-^R, 

und  immer  opch  ist 

BOBW  , 

d.  b. 

W r  cos  q>  —  R 

Ä^'reos^— iV* 
also 

Allein  es  ergeben  sieh  aus  diesen  Betraehtuugen  für  die  sichere 
Anwendung  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen  erklärten  Con- 
structionen  folgende  ergänzende  Kesseln : 

1)  um  den  Mittelpunkt  Q  des  Kreises  zu  6nden,  welcher  als 
Wälzungskreis  für  die  von  den  Punkten  A,  By  C...  zu  beschrei- 
benden cykloidischen  Curvenelemente  zu  betrachten  ist,  muss  man 
die  Grössen 

TV«  ?Va 

^t7i  =  "^undÄrZ.==,^ 

von  A  beziehungsweise  von  B  aus  auf  der  Normale  N^  resp.  iV» 
nach  der  concaven  Seite  der  Curve  hin  auftragen;  —    und 

2)  wenn  man  alsdann,  um  für  einen  anderen  Punid;  des  beweg- 
lichen Systems  z.  B.  für  C  den  Krümmungsmittelpunkt  zu  bestim- 
men, die  Normale  CO^^N^  se^ogen  und  auf  diese  von  dem  gefun- 
denen Punkt  Q  das  Perpendikel  Qü^  gefallt  bat»  so  muss  man 
die  Linie 

iVg*  N^^ 

Cü^     iVi— rcos^a"^^ 

veim  besichreibenden  Punkte  C  aus  auf  der  Normale 
C^  nach  der  Seite  hintragen,  wahin  der  Fussipunkt 
defii  Ferpendikets  Qü^  gefallen  ist,  weil  dieser  Punkt  U^ 
a«d'  der  Krümmungsmitte^nkl  iMner  beide  iii  der  €oncat«tät  der 
€ürve  liege«!  mtlsseii. 

\  •  .  ■  '  > 

§.  9.  .       • 

Durch  das  Vorhergehende  ist  nun  das  von  Herrn  Abel  Tran- 
son  ersonnene  Verfahren    zur  Bestimmung  der  KruttnMngsfattib- 
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QU  schnitte  bei  seiner  VerläDgerans  die  Ellipse  in  einem  Pnnkte 
O,  und  es  gekörten  mit  C  die  Punkte  A^  uad  B'  in  der  Art  zu- 
sammen, dass  das  ^  Ä'B'C  die  Lage  des  beweglichen  Dreiecks 
in  dem  Augenblick  angiebt,  wenn  dte  Spitze  C  den  elliptischen 
Bogen  CC  beschrieben  hat  Fasst  man  nun  einerseits  die  Lage 
des  Punkts  Q  gegen  das  ^A'ß'C,  .andererseits  die  Lage  des 
Punkts  ^^cgen  das  ^ABC  ins  Auge  und  beachtet  5  dass  die 
Strahlen  BrQj  CQ,  A'Q  der  Reihe  nach  senkrecht  stehen  auf 
den  in  O  zusammenlaufenden  Strahlen  BO,  CO,  AO;  so  sieht 
man  sogleich ,  dass  die  Winkel 

B'QCy  CQAf,  B'QA' 

gleich  sind  den  Winkeln 

BOC,  COA,  BOA. 

Hieraus  aber  folgt  die  Congniea2L  der  beideft  Vierecke  QB'CA' 
und  OB  CA.  Denn  wenn  man  sieh  das  Dreieck  ^'JB' C  als  gege- 
ben denkt  und  den  Punkt  Q  dadurch  zu  bestimmen  sucht  j  dass 
man  über  den  Seiten  A'B'  und  B'O  Kreisabschnitte  construirt, 
welche  die  ebenfalls  gegebenen  Peripheriewinkel  A'QB'  nud  B'QO 
fassen,  so  sieht  man,  dass  beide  Kreisbogen,  weil  sie  bereits  in 
B'  sich  schneiden,  nur  noch  einen  zweiten  und  deswegen  bestimm- 
ten Durchschnittspunkt  Q  darbieten  werden,  worauf  sich  die 
bekannte  Pethenor  sehe  Aufgabe  stttzt  Zwar  würde  sich  allerdings 
ein  mit  ABC  congruentes  Dreieck  — .nennen  wir  es  aßf  —  audh 
noch  auf  eine  anc&re  Art  zwischen  die  in  Q  zusammenlaufenden 
Strahlen  legen  lassen,  so  dass  immer  noch  a,  ß,  y  der  Ordnung 
nach  auf  QA' ,  QB' ,  QC  befindlich  und  dennoch  das  Viereck 
Qßycc  nicht  mit  QBCA  congruent  wäre.  Aber  dieses '  Dreieck  aßy 
würde  dann  ^it  seiner  entgegengesetzten  Fläche  in  der 
Ebene  der  Figur  aufliegen,  gerade  so  als  wenn  man  das  Dreieck 
A'B'C  vorerst  um  A'S'  als  Rotationsaze  um  180^  drehen  und 
dann  noch  etwas  verschieben  wollte ;  es  würde  also  dieses  A  ^ßy 
streng  genommen  nicht  mit  ABC  congruent, '  sondern  symme- 
trisch gleich  (gegenbildlich  gleich)  sein,  und  weil  eine  solche 
Herum  Wendung  des  A  ABC  in  unserer  vorliegenden  Betrachtung 
ganz  gegen  die  Voraussetzung  sein  würde,  so  ist  das  erwähnte, 
mit  (SjBCA  nicht  congruente  Viereck  Qßya  oflfenbar  auszuschlies- 
sen  und  sein  Vorkommen  für  unmöglich  zu  erklären,  also  Wer- 
eck  QB' CA' ^  OB  CA. 

Aus  dieser  Congruenz  folgen  nun  Zuvorderst  die  Gleichungen 

QA'  =  OA,  QB'=:OB,  Qa=OC; 

ferner,  weil  die  homologen  Diagonalen  QC  und  OC  durch  Gon- 
struktion  perpendikulär  auf  einander  gestellt  sind,  so  müssen  auch 
die  andern  Diagonalen  und  überhaupt  alle  homologen  Seiten  senk- 
recht auf  einander  stehen^  namentlich 

A'B'±AB,  B^C'LBC,  A'C'±AC. 

§.  13. 

> 

Besonders  merkwürdig  scheint  endlich  noch  folgendes  Resul- 
tat.^ Da  OC  die  Richtung  der  Ncripale  für  düe  Ellipse  im  Punkte 
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C  ai^iebt  und  da  QO  senkreebt  avf  OC  nk^i^  m»  ist  QC  ilaral- 
lel  zu  der  dem  Pnnkte  C  ziu^hSngen  Tangente,  also  sind  QC 
und  QC  zwei  conjn^irte  Semidiameter  der  Ellipse.  Dass 
nan  aber,  sobald  svi'ei  conjn^rte  1>ianieter  nebst  ihrem  Conjnga- 
tioDSwinkel  geeeben  sind,  die  Lage  und  GrSsse  der  Hauptaxen 
n.  dsL  m.  durdi  ganz  leichte  ConstmkÜonen  findet^  bedarr  nicht 
der  Erionemog. 

Ferner,   da  man  för  den  Kriimmnnirflhalbmefiner  o  am  Punkte 

CO«  ^ 

C  in  $•  IOL  den  Ausdruck  -^^  gefunden  hat  und  da  zufolge  $*  12. 

CO=QC  ist,  8o  beetoht  die  Gleichung 


d»  h.  um  den  KrümmongshaibmeBBer  f  für  einen  beliebigen  Punkt 
C  in  einer  gegebenen  Ellipse  zu  construiren,  ziehe  man  nach  C 
den  Semidiameter  QC,  bestimme  den  zugehörigen  conjugirten 
Semidiameter  QCf,  und  fllle  Tom  gegebenen  Punkte  ein  Perpendikel 
CV  auf  diesen  letEtem,  so  ist  ^  die  dritte  Proportional- 
linie zum  Perpendikel  CU  und  dem  conjugirten  Semi- 
diameter QC* 


Nadischrift  des  Heraasgebers. 

Schon  vor  Empfang  de«  YoAcrgehcndca  Anftatae«  hafte  Ich  mm  dem 
lattilat  die  Stellen,  welche  die  Methode  de«  Hern  Abel  Traasoa 
betreffen,  aasgeiogeD,  am  «ie  gelf^nüich  den  Lesen  des  ArchiTs  mit- 
mntheilen.  Desto  angenehmer  wurde  ich  natürlich  durch  den  mir  gütifst 
xugesandten  Aufiats  des  Hern  Pnfessor  Hr.  Stermann  nbenraa^t, 
und  halte  mich  nun,  damit  die  Leser  des  ArchiTS  sehen,  wie  gering  die 
Grundlagen  waren,  Ton  denen  derselbe  bei  Abfassung  seiner  Abhandlnng 
ausgehen  konnte,  um  so  mehr  rerpflicbtet,  die  betreffenden  Stellen  aus 
dem  Institut,  welche«  wohl  nur  in  die  Hande^  weniger  Leser  des 
Archivs  kommen  durfte,  im  Folgenden  abdrueken  an  lassen,  wa«  auch 
▼ielleicht  noeh  anderen  Kutaen  haben  kann.  Leider  habe  ich  unterlassen, 
die  betreffenden  Nummen  dei  genannten  Journals,  welches,  nachdem 
es  auf  kurze  Zeit  in  meinen  Händen  gewesen  ist,  sogleich  eine  weitere 
Wanderung  nach  Norden  antritt,  überall  genau  «u  bemerken,  und  bin  die- 
selben ans  dem  saffesebeoen  Grande  jetst  nacbsutragen  ausser  Stande, 
weshalb  ich  hier  schliesslich  um  TerzeihuDg  bitte. 

Soelete  pUlomati^fie  de  F»ri«. 


iL  Abel  Transon  indiqae  une  constmction  nourelle  pour  le  rajoa 
de  courbure  de  Tellipse.  — •  Ou  sait  i|ue  TelBpse  est  engondr^  par  In 
•ommet  T  d'nn  triangle  TAB^  lorsipi*on  lait  glisser  les  eztr^mitlßs  de 
la  base  AB  sur  deux  axes  llie«.  Ce  mode  m  deecription  est  m6me 
aase«  souTent  eniploy^  dans  la  confectio»  des  ^purc«;  mais  aldrs  on 
r^doit  le  triangle  a  la  ligne  de  base  AB^  en  pla^ant  le  sommat  T  sur 
an  point  ^eleonf ne  de  cette  ligae. 


62 

Dm  ton«  les  cm,  on  tak  fue  «i  an  Mre  ta  ji  ei  B  dottz  droit«« 
perpendicalairac  respectiTenieBt  aiiz  axos  directouri,  csei  Ugnes  m  reu- 
coDtrant  en  O,  la  droit«  TO  est  ä  chaquo  iottant  la  oormale  de  l^ellipse 
ponr  la  titaatioa  actuelle  du  point  d^crivant 

Dans  tous-les  cas  aus«!  on  ponrra  constrnire  le  rayon  de  curbare  ä 
Taide  de  la  remarqae  suivaiite.  Abaissez  du  centre  M  de  la  courbe 
(point  de  rencontre  des  axes)  ane  perpendicnlaire  MC  sur  la  noniiale 
TO.  Seit  C  le  pied  de  cette  perpendiculaire.  Le  rayon  de  eourbore 
est  iine  troisiörae  proportioneile  anx  lirnes   TC  et  TO;    c'est-ä-dire 

TO* 
qn'on  a  üs=:  y/^S  expression  tr^s  facile  k  oonstruire.    Onsalt  d'aillenrs 

depnis  long-temps,  x«|n*en  prolongeant  la  perpendicnlaire  MC  jnsqn'ä  sa 
rencontre  en  JL  avec  la  courbe,  on  a: 

^    "TT' 

d*on  il  snit  qne  la  dtstttnce  des  potnts  O'  et  T  est  ^gale-  tm  deni  dia- 
m^tre  coiyugnö  de*MT. 

(Llnstitut  1844.  Nr.  573.) 


Soelete  plilloiiiatlqae  de  Pari«.    , 

M.  Abel  Transon  communiqne  nne construction  du  rayon  de  conrbure 
de  rellipse.  Cette  construction  est  approprl^e  an  cas  on  on  engend re  la 
courbe  en  augmentant  on  diminnant  tontes  les  ordonn^es  d'nn  cercle  dan« 
nn  mdme  rapport. 

Soient  M  le  point  de  Tellipse  et  M'  le  point  correspondant  du 
cercle ;  ces  denx  points  sitae«  sur  ane  m^me  ordonnöe ;  soient  g  le  rayon 
de  conrbure  de  Tellipse  en  M,  et  «  i'aagle  de  la  normale,  ayec  Tordon- 
n^e.  Soit  aussi  r  le  ra^n  de  ronrbure  de  rellipse  ä  rextrömit^  de 
Taxe  qui  est  paridl^le  aux  ordopnöes ;  et .  sott  a  Tangle  qne  fait  en 
M'  le  rayon  du  cercle  ayec  Fordona^e  MM\    On  a  la  relation 

r  cos*  a  •=:  Q  cos^  a , 
de  laquelle  qn  tire  une  construction  tr^s  simple. 


Societe  phllomattqite  de  Paris. 

M.  Abel  Transon  'communiqne  nne  m^thode  göom^triqne  ponr  d^- 
terminer  les  rayons  de  conrbure  d*une  certaine  dasse  de  oonrbes.  Cette 
m^thode  est  fond^e  sur  le  principe  «niTant: 

Qnand  une  figure  plane  t^prouTe  nn  mouvemen^  infini- 
m.ent  pe tit  dan«  «on  plan,  re  mouTement  peut  ^tre  repr^- 
sent^  par  nn  cercle  qui  roule  sans  glisser  sur  Une  certaine 
droite. 

Les  arcs  circulaires  (infiniment  petita)  d^crits  par 
les  diff^rents  points  de  la  figure,  penddnt  le  mouTO- 
meat  infiniment  petit,  penvent  dtre  consid^r^s,  comme.  des 
»res  de  cycloide  (ordinaire,  allongee  ou  accourcie)  pro* 
dnit  par  le  rouiement  de  ce  cercle. 

D  apres  ce  thöor^me,  qnand  une  courbe  est  döcrite  par  un  point 
d'nne  figure  en  mouvement  dans  «on  plan,  il  suffira,  ponr  ^onstruire 
sou  rayon  de  conrbure,.  de  d^terminer  la  grandeur  et  la  Situation  du 
cercle  qui  roule  au  moment  du  mouTemeat  qu  le  point   d^crivaot  aura 
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la  potidon  qa*oii  conaidere;  entemble  d^terminer  ki  titiiation  de  la  droit« 
aar  laquelle  le  roulenient  a  lieu.  Ce  cercle  et  cette  droite  ae  d^termi- 
neront  k  chaqae  Inatant  par  le«  diff<6rente«  conditions  du  mooTeraent  de 
la  figare. 

£n  eiSet^  il  y  a  une  formale  trea  simple  ponr  le  rayon  de   coarbare 
d'ane  cycloide  (ordinaire,  allong^e  oa  accoarcie).     Cette  fornmle  est 


JV  — rcosi* 


dans  laquelle  N  est  la  paitie  normale  de  la  cycloide  entre  le  pofnt 
d^crirant  et  le  point,  sur  leqnel  le  roalement  s'opere;  r  est  le  rayon 
da  cercle  roalant;  et  £  Tanglc  que  fait  la  normale  du  cycloide  arec 
le  rayon  de  cercle  sien^  da.  eentre  an  poiat  de  roalement« 

Ce  point  de  roalement  n*^st  antre  qae  le  point  qai  reste  fixe  dans 
le  moarement  inflniment  petit  de  la  Agare,  c*est-%-dire  le  point  par 
leqnel  passent  ä  chaqae  instant  les  normales  anx  trajeetoires  d^erilai 
par  les  divers  points  de  la  figure.  —  M.  Chasles  a  fond^  snr  la  «bn- 
rideration  (Ib  ce  point  qni  reste  lixe  nne  m^thode  g^om^trique  poarl« 
dötermination  des  tangentes,  methode  applicable  „toates  les  fois  qa'on 
connait  les  conditions  g^om^triaaes  da  moaToment  d'ane  Hgnre  de  forma 
invariable  k  laqaelle appartient  le j^oint d^crivant. '^  (Chasles  Aper ou 
historiqne  sar  Porigine  et  le  d^veloppement  des  m^thodes 
en  g^om^trie).  «->~  Dai^s  les  m^mes  circonstances.  larin^thode  qu'on 
vient  d'exposer  donnern  la  d^termination  du  rayon  de  courbare. 

Par  exemple,    si  on  connait   le    monTcment    de  denx  points  de   la 

figure,   on  m^nera  par  ces  points  -les  normales  anx  conrbes  qu'ils  par- 

donrent      Appelons   d^ailleiirs  Hg  -  le   raytfn    de    coarbare  de  la  ronrbe 

d^crite  par  le  premier  point,    sar  la  normale  ä  la   courbe  d^erite,    et 

N* 
dans  la  concayit^  de  cette  coarbe,    on  pdrte  une  longnear  ^gale  k  -^, 

l'extr^mit^  de  cette  longnear  marqaera  la  prcjection  da  eentre  da  cercle 
roalant;    ce  en  yerta  de  la  formale 

On  constrnira  de  memo  la  projection  de  ce  m^me  eentre  sar  la  normale 
k  la  seconde  conrbe ;  et  alors  il  sera  bleu  ais^  de  constrnire  le  cenbre 
Ini-m^me,  ayant  ses  projections  sar  deax  droites. 

Projetez  le  eentre  da  cercle  roalant  sur  la  normale  OT  au  point 
d^crivant;  et  soit  C  le  pied  de  la  perpendicalaire  projetante:  on  aura, 
ponr  le  rayoo  de  coarbore  de  la  conrbe  d^crite  par  le  point  T,  une 
troisi^me  proportionelle  anx  Itgnes  OT  et  TC ;    c'esfe  k  dnre 

car  TO  corr^ppnd,  dans  la  formale  gi5n^rale,  k  N,  et  CT  k  N^r-reoBi^ 
A  qnoi  il  convient  d'ajoater,  pour  fixer  le  sens  de  la  coarbare,  que*  la 
point  C,  projection  da  eentre  du  cercle  roalant,  est  toujoors  dans  la 
concavit^  de  la  conrbe  d^crite. 

On  Toit  maintenant  quo  la  formale  commnniqn^e  dans  une  s^nce 
pr^c^dente,  ponr  le  rayon  fe  coarbare  de  l'ellipse,  n*^tait  qu'une  s2mple 
application  de  cette  methode  g^n^rale.  Cette  methode  s'appliqne  aassi 
avec  beauconp  de  facilit^  k  la  constructton  da  rayon  de  coarbare  dea 
eonchoide«  et  des  cissoide«. 
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WUl. 

I  *  '      •  ' 

I 

Oeweis  defl  üelirsatBBes:  lireim  ein  be- 
tteXifl^es  Ureieck'In  einer  Kbene  sol^e- 
we^  wird,  das»  sich  die  ISndpvinkte 
seiner  Basis  fortwährend  auf  zwei  fest» 
Ueipenden  und  taiclit.  parallelen  €lera- 
den  befinden,  so  wird  von  seiner  fi(pltee 
eine  SUipse  beschrieben. 

...  V^on  cLem  • 

Herrn  Professor  Dr.  S teemann 

an  der  Ujiiir^ftiliÄt  3|i  MArbwg^  .  .      ,, 


In  dem  Aufsätze  Nr.  VII.  dieses  Hefts  habe  ich^  nach  dem 
Vorgänge  von  Abel  Transon^  um  dessen  Methode  zur  Bestim- 
mung des  Krümmungshalbmessers  auf  die  JSlIipse  anzuwenden^  den 
Lehrsatz  als  bekannt  angenommeit: 

Wenp  eine  Gerade  BC  von  constanter  Länge  so  beweet  wird, 
dass  sich  ihre  Endpunkte  fortvi'ährend  auf  zwei  festliegenden^  uiul 
nieht  paraUelen  Greradeb  (oder  anders  ausgedrückt  auf  den  Schen- 
keln eines  ebenen  Winkels)  befinden  ^  so  wird  jeder  Punkt  A^  wel- 
chen man  in  der  Ebene  der  Fig;ur  beliebig  angenommen  aber  mit 
B  und  C  in  eine  feste  Verbindung  gesetzt  hat,  so  dass  das 
\BCÄ  während  der  Bewegung  der  Grundlinie  BC  eine  unverän- 
dertiche  Gestalt  behält,  eine  Ellipse  beschreiben,  deren  Mit- 
tMpunkt  sich  im  Durchschntttspunkt  der  zwei  festlie- 
genden Geraden  (im  Scheitel  des  gegebenen  festliegenden  Win- 
kels) befindet. 

'Dieser  Lehrsatz  ist  für  ^inig,e  besondere  Fälle  allerdings  von 
alten  Zeiten  her  bekannt,  i^chqn  in  Newton's  Arithml  univers«, 
in  dem  Abschnitt  de  resolutione  quaestionum  g^ometricarunib  be- 
handelt das  problema  XXXV.  den  am  nächsten  liegenden  Fall,  mit 
welchem  heutiges  Tags  Jedermann  vertraut  ist,  wenn  nämlich  der 
Winkel  BCA  gleich  Null  oder  filftidl JSO«  ist,  d.  h.  wenn  derbe- 
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schreibende  Punkt  A  irgendwo  in  der  sich  liewegenden  Geraden 
BC  liegt,  und  im  problema  XXXVI.  den  Fall,  wenn  sowohl  der 
Winkel  5  auf  dessen  Schenkeln  die  Punkte  JB  und  C  fortrücken 
sollen,  als  auch  der  W.  BCA  ein  Rechter  ist.  Seit  Newton 
sind  denn  in  gar  mancherlei  Schriften  diefi(b  Satze  von  neuem  auf- 
gestellt und  oewiesen  worden,  und  so  findet  man  z.  B.  noch 
in  diesem  Archiv  (ThI.  VI.  Heft  2.  Seite  222.)  far  den  erst- 
genannten Fall  einen  kurzen,  frejlfch  von  dem  Newton '- 
sehen  wesentlich  nicht  Verschiedenen  Beweis  von  Herrn  Professor 
Pross  zu  Stuttgart.  Allein  in  der  oben  ausgesprochenen  Allge- 
meinheit ist  der  Satz  vielleicht  noch  nicht  in  gleichem  Grade  be- 
kannt geworden.  Es  war  im  Jahr  1839,  als  ich  gewahr  wurde, 
dass  ihm  diese  allgemeine  Gültigkeit  zukommt,  und  in  dem  auf 
Ostern  1840  erschienenen  Programm  des  Marburger  Gymnasilims 
habe  ich,  sowohl  den  Beweis  dafür  geliefert,  als  aoeh '  verschiedene 
Folgerungen  für  besondere  Fälle  daraus  hergeleitet.  Dessen  un- 
geachtet muss  ich  glauben,  nachdem  ich  in  Chasles  Geschichte 
der  Geometrie  zwei  darauf  bezügliche  Stellen  (Seite  430  und  Seite 
650  der  Uebersetzung  von  Sohncke)  gelesen  habe,  dass  der  Satz 
nicht  allein  schon  früher  entdeckt  gewesen,  sondern  auch  wohl  in 
gedruckten  aber  mir  nicht  zu  Gesicht  gekommenen  Schriften  be- 
reits bewiesen  sei;  und  nur  für  den  Fsdl,  wenn  der  Herr  Heraus- 
§eber  es  an  und  für  sich  für  wichtig  genug  oder  als  Ergänzune 
es  Aufsatzes  Nr.  VU.  für  angemessen  halten  sollte^),  setze  icn 
den  Beweis  hierher. 


§.  1. 

Es  sei  in  Taf.  I.  Fig.  5.  W.  BoQX=q-  der  gegebene  VS^n- 
kel,  auf  dessen  Schenkeln  die  Endpunkte  der  Basis  iC  des  be- 
weglichen Dreiecks  BCA  fortrücken  sollen,  wodurch  die  Spitze 
A  dieses  Dreiecks  die  Curve  A^^A  zu  beschreiben  genOthigt  ist; 
und  man  setze 

BC=ay    AC-by    W.  BCA:=y. 

Femer  nehme  man  den  Scheitelpunkt  Q  als  Ursprung  recht- 
winkliger Coordinaten,  den  Schenkel  ^QX  als  Abscisseqaxe  und 
die  positiven  Ordinaten  y  auf  derjenigen  Seite  von  QX  an,  auf 
welcner  der  W.  q  oder,  anders  ausgedrückt,  der  feste  Schenkel 
QB^  liegt. 

Bezeichnet  man  nun  den  veränderlichen  Winkel  BCX  durch  9, 
so  liefert  das  rechtwinklige  Dreieck  ACP  die  Gleichungen 

(1)  .y=  6  sin  (9— 7), 

(2)  a?-eC=6cos(g)— y); 

aber  aus  dem  A  BCQ  ergiebt  sich 


*)  Jedenfalls  halte  ich  dies  am  Ergänzung  des  vorhergehenden 
Aufsatzes  als  völlig  angemessen,  weil  dadurch  das  Verständmss  jenes 
Aufsatzes  für  mancnen  Leser  erleichtert  werden  wird.  G. 


Thcil  VII. 
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QC     ain  (y-^)  _^«n[(y~'y)+(y-  9 )] 
a  innq  9\rkq 

sia(y— y)co8  (y— y)    ^(y— y)cog(y— y) 

Daher  verwandelt  sich  die  Gleichung  (*2)  in 

«  « 

Sin  9  *■  siny      -^ 


und  wenn  man  hier  die  aus  (1)  fliessenden  Werthe 

V"'         '^ 

substituirt,  zusleich  beide  Seiten  der  Gleichung  in's  Quadrat  er- 
bebt und  der  K^rze  wegen 

setzt,  so  efhält  man 

6  sin  9  6^sin^* 

^     "     sm^  sm^  sm^*     o* 

oder  g^eifdnet; 

,^.       „      2ait;^cos'd    ,  .■.   ,   Sasind  ,      a*     .    „     „  ,  nsinÄv« 
^^  osmy  6sm^    '  o*sm^*^^       ^    '   sin^ 

Plese  Gleichune  zeigte  dass  die  vom  Punkt  A  beschriebene 
Curve  ein  Kegelschnitt  ist;  und  da^  wenn  man  die  allgemeine 
Gleichung  des  zweiten  Grads  zwischen  zwei  Variablen 

Ay^-\^Bxff+Cx^^Dy^Ex^F=^^ 

mit  der  befundenen  vergleicht,  die  CoefBcienten  D  und  E  gleich 
Null  sind,  so  ist  der  gewählte  Anfangspunkt  der  Coordtnaten, 
nämlich  Q,  der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts. 

Ferner  da  gegenwärtig 

Ä^sin^*      6sin7 
„  Sacosd 

OStO^ 

C=l; 


67 

also 

IM     L  Aä^     li     ß*sin^     2afiinÄ     ^v  x./a»in6  ,  ,.„ 

^     o^smjT     6SID9  ^^siag      ' 

durcbaus  negativ  ist^  so  muss  der  erzeugte  Kegelschnitt  in  allen 
Fällen  eine  Ellipse  sein. 


§.2 

Obivohl  aber  hiermit^  der  aufgestellte  Lehrsatz  schon  erwie- 
sen ist  9  so  wird  doch  die  folgen«Ie  Ergänzung  desselben  auch 
noch  einiges  Inti^resse  in  Anspruch  zu  nehmen  "geeignet  sein« 

Am  Anfange  der  eben  betrachteten  Bewegung  des  Dreiecks 
BCA  befanden  sich  dessen  Ecken  der  Ordnnng  nach  ini^o^Ö^^o 
und  die  Bewegung  des  Dreiecks  zwischen  den  Schenkeln  des  Win- 
kels q  ist  eigentlich  zu  Ende^  sobald  der  Punkt  B  nach  Q  und 
der  Punkt  A  nach  K  gerückt  Ist.  Wenn  man  nun  aber  den  Punkt 
B  auf  die  Verlängerung  des  Schenkels  BqQ  fortrucken,  also 
die  Basis  BC  zwischen  den  Schenkeln  des  Nebenwinkels 
XQB'  sich  bewegen  lässt,  so  beschreibt  die  Spitze  ^ijetzt  mne 
Curve,  deren  An  lang  in  der  Figur  durch  die  punktirte  Linie  KA' 
bezeichnet  ist,  und  welche  geradezu  die  Fortsetzung  des 
elliptischen  Bogens  A^Khiltet 

Um  dies  zu  beweisen ,  wollen  wir  die  Gleichungen  des  vorigen 
Paragraphen  auf  diese  neue  Curve  KA'  anwenden ,  indem  wir 

W.  C'QB'=q',    W.  B'C'X=q>',    W.  B'OA'^zy' 

setzen,  und  bemerken,  dass  die  Richtung  für  die  positiven  y*, 
wenn  wir  die  Gleichung  (3)  auf  diesen  neuen  Fall  beziehen  wollen, 
zu  Folge  der  gleich  Anfangs  im  vorigen  Paragraphen  festgesetzten 
Bestimmung,  nunmehr  nach  derjenigen  Seite  der  Abscissenaxe  QX 
fallen  müsse ,  auf  welcher  der  W.  ÄQB'=:q'  liegt,  so  dass  die  Rieh- 
taoff  der  positiven  y'  jetzt  der  im  vorigen  Paragraphen  fi!r  die  positiven 
Ordinaten  geltenden  gerade  entgegengesetzt  sein  würde.  Ferner 
haben  wir  unter  /  offenbar  den  convexen  Winkel  B'C'A'  zu 
verstehen,  weil  wir  sonst  nicht,  in  Uebereinstimmung  mit  der 
Gleichung  (1),  worauf  die  Gleichung  (3)  gegründet  ist ,^  setzen 
könnten : 

A'P'=hB\n  i4'C'Jr=6sin  {^'  — /) , 

während  man,  unter  y'  den  convexen  Winkel  verstehend,  aus  die- 
ser Gleichung  den  richtigen  negativen  Werth  für  A'P*  erhält. 
Dies  vorausgeschickt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  neuen 
Curve  KA'  ohne  Weiteres,  sobald  in  der  Gleichung,  (3)  an  die 
Stelle  von  y,  q  und  d=y— y  die  Grössen  y',  q'  uiid  ö'=v'—q'' 
treten,  da  an  die  Buchstaben  x,a,  b  Accente  zu  setzen  niciit  nü- 
thig  ist.  Wenn  dagegen  die  positive  Richtung  für  die  Ordinaten 
y  der  neuen  Gleichung  ebenialls,  fferade  wie  die  positiven  t(  der 
Gleichung  (3),    aui  die  Seite  des  Winkels  BqQX  fallen  soll,  so 

5* 
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ist  y'  mit  dehi  eDtgeeensesetzten  Vorzeichen  zu  nehmen,  und  da- 
durch entsteht  folgende  Grleichung: 

(4)  ,:«+2^C^i:  +  (1  +  .^;+     «L_)y« 

6sin^'  6sin^'      ö^sm^'* 

=(6+  -. — p)^ 
siny' 

Nun  finden  aber  zwischen  den  Constanten  in  dieser  Gleichung 
und  denjenigen  der  Gleichung  (3)  folgende  Relationen  Statt: 

-  # 

also 

-siny'=sin^,      sind'issinCy-^'),   cosd'=— cosfy— 9) 

=sid^  ==— cosd; 

und  sobald  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4)  subsiituirt»  so 
überzeugt  man  sich,  dass  dieselbe  mit  der  Gleichung  (3)  identisch 
ist,  dass  also  die  Kurve  KA'  nichts  anderes  sein  kann  als  die 
Fortsetzung  der  Curve  Af^K. 


TSlllfT  streiij^e  und  allfremeine  AufliS- 
»unm  der  Hauptaufi^albe  der  hSlieren 

Oeod&äie. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Vorerinner  u.n  g. 

Die  Aufgaben  der  hohem  (reodäsie  sind  bisher  immer  bloss  nähe- 
rnugsweise  mit  Hülfe  der  unendlichen  Reihen  aufgelöst  worden,  indem 
man  bloss  einige  der  Anfängsglteder  dieser  Reihen  berücksichtigte,  ohne 
sich  weiter  auf  eine  bestimmte  theoretische  Untersnchnng  über  die  dm- 


69 

vergvnz  dieier  Reihen  und  den  Grad  derselben  eunulassen,  da  irohl 
bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analysis  eine  blosse  Untersuchung 
des  Ton  dem  ersten  weggelassenen  Gllede  hervorgebrachten  Einflusses 
nicht  mit  dem  J^amen  einer  strengen  theoretischen  Untersuchung  der 
CouTergenn  der  fraglichen  Reihen  belegt  werden  darf,  wobei  übrigens 
nicht  unbemerkt  au  lassen  ist,  dass  man  auf  diesem  Wege,  und  aus 
dem  Torhergehenden  Gresichtspnnkte  betrachtet,  zu  mehreren  ein  grosses 
Interesse  darbietenden  sehr  eleganten  Resultaten  gelangt  ist,  wie  z.  B« 
zu  dem  bekannten  Legendre'schen  Theorem  für  die  Kugel,  seiner  mit 
Recht  berühmten  Erweiterung  auf  krumme  Flächen  übeäiaupt  u.  dgL*), 
deren  Schönheit  und  Wichtigkeit  jeder  Kundige  anerkennen  mus4«  Aus^ 
serdera  ist  mir  nicht  bekannt,  dass  man  bei  den  fraglichen  Untersttdiuii- 
gen  eine  bestimmte  directe  Rücksiebt  auf  die  dritte  Coordinate  der 
Punkte  auf  der  Erdfläche,  nämlich  auf  die  Höhe  derselben  über  der 
Meeresfläche  genommen  hätte.  Jedenfalls  hatte  man  wenigstens  bei  meh- 
reren dieser  Untersuchungen  zunächst  und  vorzugsweise  das  praktische 
Bedürfniss  im  Auge,  und  fand  dann  allerdings  auch  in  der  nahen  Ueber- 
einstimmung  der  auf  dem  Wege  der  Rechnung  gefundenen  Resultate  mit 

gewissen  unmittelbar  gemessenen  Elementen   eine  für  praktische  Zwecke 
inreichende  Bürgschaft  für  die  Richtigkeit  der  ganzen  Operation. 

Diese  und  ähnliche  Betrachtungen  haben  midi  veranlasst,  für  meh- 
rere der  wichtigsten  und  in  der  Praxis  am  Uäuflgsten  in  Anwendung 
kommende  Aufgaben  der  höheren  Geodäsie  völlig  strenge  und  theore- 
tisch ciehtige  Auflösungen  zu  suchen,  welche  ich  nach  und  nach  im  Ar- 
chive mittheilen  werde,  weil  dieselben,  wie  es  mir  scheint,  zugleich 
zweckmässige  Uebungen  in  der  Anwehdung  der  Lehren  der  analy tischen 
Geometrie  darbieten,  und  mache  in  dem  vorliegend«!  Aa&atze  den  An- 
fang mit  der  folgenden  Aufgabe,  welche  wohl  mit  Recht  als  die  Haupt- 
aufgabe der  gesammten  höheren  Geodäsie  zu  betrachtdh  ist; 

Wenn  die  Längen,  Breiten  und  Höhen  über  der  Meeres- 
fläche zweier  Punkte  auf  der  Erde,  deren  durch  die  Ge- 
•ammtheit  aller  Meeresflächen  dargestellte  wahre  oder 
eigentliche  Oberfläche  als  die  Oberfläche  eines  durch  Um- 
drehung einer  Ellipse,  deren  beide  Axen  als  bekannt  ange- 
nommen werden,  um  ihre  Nebenaxe  entstandenen  Ellipsoids 
angesehen  wird,  gegeben,  und  in  diesen  Punkten  die  hori- 
zontalen Projectionen  der  beiden  Winkel,  welche  die  von 
dem  ersten  der  beiden  gegebenen  Punkte  nach  dem  zweiten 
g^egebenen  Punkte  und  nach  einem  dritten  seiner  Lage  nnch 
unbekannten    Punkte,  und  die   von  dem  zweiten  der  beiden 

fegebenen  Funkte  nach  dem  ersten  gegebenjen  Punkte  und 
emselben  dritten  seiner  Lage  nach  unbekannten  Punkte 
gezogenen  geraden  Linien  mit  einander  einschliessen,  — 
d.  h.  die  Projectionen  dieser  beiden  Winkel  auf  den  durch 
diebeiden  gegebenen  Punkte  gelegten,  auf  den  diesenPunk^ 
ten  entsprechenden,  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoida 
normalen  Richtungen  der  Schwerkraft  senkrecht  stehenden 
Ebenen,  —  gemessen  worden  sind;  so  soll  man  die  Lage  des 
dritten  Punktes,  d.  h.  dessen  Länge,  Breite  And  Höhe  über 
der  Meeresfläche  bestimmen. 

Bei  dieser  Aufgabe  zeige  ich  zugleich,  wie  dur^h  die  Auflösimg 
selbst  ein  bestimmtes  Kriterium  für  den  Grad  der  bei  der  Bestiramnng 
der  Lage  des  unbekannten  Punktes  erreichten  Genauigkeit  dargeboten 
wird,  welches  natürlich  für  die  Praxis  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  and 


*)  M.  8«  n.  A.  meine  SpKäroidiscUe  Trigonometrie.  Berlin 
1833.  4.,  wo  diese  UntersttGhunjgen  in  ziemlicher  AnsfährUehkeit  darge- 
stellt sind. 
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bin  der  Meinvng,  dau  man  wenigstens  bei  der  FetUegting  der  Haupt* 
punkte  einer  in*«  Grosse  gehenden  jederseit  sehr  kostspieligen  geodäti* 
sehen  Operation,  an  welche  die  Besthnmnng  der  Lage  aller  übrigen 
Punkte  angeschlossen  wird,  sidi  der  in  diesem  Anfitatze  entwickelten, 
oder  einer  ähnlichen  gar  keine  Näherungen  in  Anspruch  nehmenden, 
streng  geometrischen  Methode  bedienen  sollte.  Wie  man  sich  geodäti* 
scher  Operationen  mit  Hülfe  der  im  Folgenden  entwickelten  Methode  auch 
aar  genaueren  Bestimmung  des  schon  nahe  bekannten  Werkhs  der  Ab- 
plattung des  Ecdsphäroids  bedienen  kann,  ist'  in  diesem  Anfiiatze  auch  in 
der  Kune  geaeigt  worden ,  und  in  einigen  nach  und  nach  noch  folgen- 
,den  Aufsätcen  gedenke  ich  zu  zeigen,  wie  man  sich  die  Data,  welche 
der  hier  aufgelösten  Aufgabe  als  bekannte  Grössen  cum  Grunde  liegen, 
wenigstens  insofern  dabei  bloss  geodätische,  und  nicht  auch  astronomi- 
sche Operationen  und  etwa  barometrische'  Huhenbestimmongen  in  Anwen- 
dung kommen,  an  verschaffen  hat. 


§1. 

Die  wahre  oder  eis;eutliche  Oberfläche  der  Erde,  von  welcher 
die  Meeresfläche  ein  Theil  ist,  betrachten  wir   im  Folgenden  als, 
die  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse,   deren  Axen 
hier  als  bekannt^  angenommen  werden,    eotstandenen  elliptischen 
Sphäroids. 

Alle  Punkte  auf  der  Erde  werden  als  Punkte  im  Räume  be- 
trachtet, deren  gegenseitige  Lage  mit  aller  nur  möglichen  Genauig- 
keit zu  bestimmen  der  Hauptzweck  aller  geodätischen  Messun- 
gen ist. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Piinkte  im  Räume  benutzen 
wir  im  Folgenden  im  Allgemeinen  ein  durch  den  Mittelpunkt  der 
Erde  als  Anfang  geleimtes  rechtwinkliges  Coor^inatensystem  der 
jcyz.  Die  Ebene  des  £rdäquators  soll  die  Ebene  der  xy  und  die 
E^rdaze  soll  die  Ase  der  z  sein.  Der  positive  Theil  der  Axe  x 
sei  der  Halbmesser  des  Erdäquators,  von  welchem  an  die  geogra- 
phischen Längen  von  0  bis  zu  360^  gezählt  werden,  und  den  po- 
sitiven Theil  der  Ale  der  y  wollen  wie  so  annehmen,  dass  man 
sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den 
rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss, 
nach  welcher  die  geographischen  Längen  von  0  bis  360^  gezählt 
werden;  der  positive  Theil  der  Axe  der  %  sei  der  vom  Mittemunkte 
der  Erde  nacn  deren  Nordpole  hin  gerichtete  Theil  der  Erdaxe. 

Die  drei  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  eine  von 
eioem  beliebigein  Punkte  im  Räume  ausgehende  gerade  Linie  mit 
den  positiven  Theiien  dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter,  den 
Aicen  der  x,  y^  z  paralleler  Axen  einschliesst,  von  denen  wir  im 
Folgenden  häufig  Gehrauch  machen  werden,  wollen  wir  die  Be- 
stimmungswinkel der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  in 
ßeasug.  auf  dAs  System  der  xyz  nennen. 
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§.2. 

Wenn  a  den  Halbmesser  des  Erdfiquators  und  b  die  halbe 
Erdake  bezeichnet,  se  ist 

1)   „=_jy+^_i=o 

die  Gleichung  der  Oberfläcke  der  Erde,  und  folglich,  indem  alle 
Differentialquotienten  partielle  Differentialquotienten  sind: 

Qv        du 2ap  dhe    ^  i*f— ^* 

Sind  nun  a?^,  fli^  h,  ^^^  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
im  Räume  und  x^ ,  yi,  z/  die  Coordinaten  des  Punktes  der  Ober- 
fläche der  Erde 9  in  welchem  die  dem  Puniste  (iCiy^z*)  entspre- 
chende Vertikale  auf  derselben  senkrecht  steht«  so  sind,  wenn  wir 

setzen  >  nach  den  Prtncipien  der  bSheren  Geometrie 

dui'  dui'  dui 

dxi  dyi  dzi' 

d.  i.  nach  2) 

'       ^i'     -     m'     ~     H' 

die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (^iViZi)  entsprechenden  Vertikale, 
aus  denen  man  für  J7C=0  auch  .v=0  und 


«= 


1^ 


erhält,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  im  Allgemeinen  die 
Axe  der  z  von  der  dem  Punkte  (^i^t^)  entsprechenden  Vertikale 

feschnitten  wird^  diese  Vertikale  also  in  der  Ebene  des  dem 
^unkte  {Xi^iZi)  oder  {^lyiZi)  entsprechenden  Erdmeridians  liegt 
Bezeichnen  wir  die  Länge,  Breite^)  und  Höhe  fiber  der  Mee- 
resfläche des  Punktes  (^^i^i)  respective  durch  cox,  i^lj,  A^;  so  ist, 
wie  man  mit  Hälfe  der  Theorie  der  Ellipse  oder  einiger  allgemein 
bekannten  Formeln  der  höheren  Geometrie  leicht  finoet,  in  Tulliger 
Allgemeiiiheit: 


^)    Worunter  hier  nicht  die  so^oannte  geoccatrische Breite.  noiiAent 
^'ielmdhr  die  Polhohe  Terstanden  wird. 
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«>    V         ,, 


X{  =  COS  »1  .  ^^iM^l*^* 

y^  =  sin  ©1 .  V^^H^, 


Wegen  der  Gleichung  1)  bt  aber 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  dritten  der  vor- 
hergehenden Gleichungen  verbindet: 

\       ^  ^^^        V^o2co«Äia+6«sinÄi« 

Also  ist  nach  den  Gleichungen  6) : 

/ g^cos  »x  cos  .Qx 

^^  "^  ^a^cos  ÄiHÄ^sin^;«-' 

/  g^sin  cjx  cos.^^ 

8)     <      ^1  —  t^oScosÄiHö^sinÄi«* 

,                    6*  sin  Sil 
2,    =  * 


V^gacosÄia+6asinÄi*  ' 
und  folglich  9  wenn  man 

g*  g*  \g/ 


setzt: 

,  ^^    gcosflj^cosi^ 

"*"*  "■  Vl-e^sinÄi«  ' 

,         gsincoicosi^i 

,  _    g(l— 6g)siniQi 
^  ~  Vi— 6«sinÄi«  '. 

^    Da  nun  aber  offenbar 

Ai  cos  coi  cos  ^9  Ai  sin  a>i  cos  i2|,  A^sinili 

die  Coordinaten  des  Punktes  (^i^^i )  in  Bezug  auf  ein  durch  den 
Punkt  {xiyizCi  gelegtes,  dem  Kystome  der  xyt  paralleles  Coor- 
dinatensystem  sind,  so  überzeugt  man  sich  mittelst  der  einfachsten 
Formeln  aus  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  auf 


v 
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der  Stelle  Von  der  RichtigkeU  der  fahnden  ganz  aligemeiB  gültn 
gen  Ausdrücke: 

«  • 

^i=(Ai+  ^.     ^  .    ^=) CO» Ol coa Sil, 

I  a 

T  1 — c^sin  iSii* 

T  1 — c»siii  Sli^ 

mittelst  welcher  die  rechtwiakligeD  CoordiDaten  ä^uy^tt  ohne 
grosse  Schwierigkeit  aus  toi,  Sli,  h^  berechnet  werden  können. 
Man  konnte  diese  Formeln  auch  auf  verschiedene  Arten  zur  nume- 
rischen Rechnung  bequemer  einrichten  und  wegen  der  Kleinheit 
von  e  zweckmässige  Näherungsformel D  aus  denselben  ableiten,  wo- 
bei wir  aber  jetzt-  nicht  verweilen  wollen.  * 
Die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (xi^iZi)  entsprechenden  Ver- 
tikale sind  nach  5)  und  10),  wie  man  leicnt  findet: 

y=a?tango}i, 
^2)     K  _^  tanaQi  ae^sinÄi 


COS  «1      1^1  — ««sin  Äi* 

Ist  nun 

13)    ^(a:-;ri)+JB(y-yi)  +  r(i-ii)=0 

die  Gleichung  der  durch  den  Punkt  (^i^iS^)  gelegten  Horizontal- 
ebene,  welche  auf  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Vertikale 
senkrecht  steht,  so  ist  nach  den  Principien  der  analytischeti  Geo- 
metrie; 


®     *  COSOli    ' 


also 


'    A         cos  üOi  cos  Sil      ^       COSOjCOS^   . 

B      sin  ©i  COS  ißti  *  C~"      sinAi 

und  man  ist  folglich  offenbar 

/    A  =cos  o»i  cos  Sil 9 
14)      <    Jff=sina)iC0Si$2i, 
\    C=sin  Sil 

zu  setzen  Iferechtigt,  wo  dann 

15)    ^1HÄ*+C«=1 
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Ut.  Die  Gfeücbung  der.doreh  den  Puakt  (aiyiti)  gelegten  Hori- 
zontalebene  ist  aber  nach  dem  VorhergeDdeo 

_  * 

16)    (a* — Xi)  cos  (Ol  coaSli  -f  (y — y^)  sin  Wi  cos  ßi  +  (« — Zi)  sin  ^|  =  0 
oder 

17)    («— a^)co8«ii-f (y— ^)«ii<»i-f (z~^)taDg£ji=0. 

§.3. 

Es  sei  jetzt 

18)    J»ir+iV3^+JEr+X=0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene ,  und  m,  n,  k  seyen  die  Coor- 
dinaten  eities  Punktes  in  derselben.  Durch  diesen  Punkt  seien  in 
der  in  Rede  stehenden  Ebene  zwei  auf  einander  senkrechte  gerade 
Linien  und  eine  auf  der  Ebene  senkrecht  stehende  fferade  Linie 
gezogen.  Jede  dieser  drei  geraden  Linien  wird  durch  den  Punkt 
(mn^  in  zwei  Theile  gethent^  und  für  einen  dieser  beiden  Theilö 
sollen  bei  jeder  der  drei  Linien  die  Bestimmungswinkel  in  Bezug 
auf  das  System  der  jcyz  durch  cc,ß,y;  cci,  j^i^/i;  a^,  ß^y  y^  bezeich- 
net werden. 

Die  Gleichungen  der  ersten  und  zweiten  Linie  sind : 

x — m       y  —  n      z — k 
costt        cosj?      cosy 

'     \x — m  *__'y — n  z — k 

cosct|       cosj^i       cosyi* 

Weil  der  Punkt  {rnnk)  in  der  gegebenen  Ebene  liegt,  so  ist 

20)    Mm-\-Nn  +  Kk^L^O, 

und  folglich 

21)    M{:c — vi)  +  i%— m)  +  Ä'(i  -  /:)  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene.  Also  hat  man  nach  19)  und 
21)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

i    üfcosa  +  iVcos^  +  ifcosyszO, 
^^^      I    i«rcosai+iVcosft+Jf€O8yi=0. 

Weil  aber  die  beiden  durch  die  Gleichungen  19)  charakterisir- 
ten  Linien  auf  einandm'  senkrecht  stehen ,  so  ist 

23)     cos  cf  cos  ofj  +  cos  ß  cos  ft  +  cos  y  cosyi.= 0 , 

und  ausserdem  hat  man  die  bekannte  Gleidiung 

24)    coscia+cos/?i2^cosyi«s=:l. 
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Mit  Hfilfe  der  drei  Gleichungeo 

IM  cos  «1  +  iVcos  ßi  +  Kcoa  yi  =0  ^ 
cos  a  cos  Ol  4-  cos^  cos  ßi  +  cos  y  cos  yi  =dO,  / 

cosai*+cos^i*+cosyi*=l 

kann  man  ai,  ßi,  y^  aus  a,ßyy  nnd  üf,  iV,  IC  finden,  indem  man 
durch  Auflösung  dieser  drei  Gleichungen  in  Bezug  auf  cos  ort,  cos^i^ 
cos yi  als  unbekannte  Grössen  sehr  leicht  die  folgenden  Formeln, 
in  aenen  die  obem  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen, 
erhält: 

26) 
iVcosy — Kco^ß 

JTcos  er—  üf  cos  y 

co8ft=±  y  (j|fcos/3-iVcösiOHÖ^ösP=^^^ 

McoB  ß  -^  JVcos  g 

Weil  aber 

( Jf  cos  ß^N  cos  a)*+(iVcos  y— JCcosj3)«4-(  JC  cos  «— ^  cos  y)* 
= ilf «(cos  jS«+co«>^+iV2(co8j»s4^5osa«)+JP(cosaHcos/3«) 
—  2  (MNoos  a  cos  ^  -|-  NKcos^ßcosy + KMcoay  cos  «) 

und 

cos  c^  +  cos  jJ* + cos  y*  =  1 

ist,  so  ist 

(üfcos/3— iVcos«)«+(2Vcosy— A:cos/J)«  +  (Ä:cosa— ifcosy)*-^ 

=  ilf^sin  ««  +  A'^sin  /J«  +  K^^xxx  y« 
—  2(MiVcos  «  cos  ß  +  NKcos  ß  cos  y  +  KM  cos  y  cos  a). 

Wegen  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  22)  ist  aber 

0= Jf«cos  «2.+ iV*  cos  j?«+Ä2  cos  y« 
+ 2  (MN  cos  a  cos  ß + iViC  cos  ß  cos  y + KM  cos  y  cos  a) , 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  zu  der  vorhergehenden 
addirt: 

(ilf cos  ß  —  Acos  a)2  +  (iVcos  y  —  Ä'cos  ß)^  +  (K  cos  a — Jüf  cos  y)* 

Also  ist  nach  26)  mit  Beziehung  der  ober»  und  untern  Zetchen 
auf  einander : 
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i  ö  Kcoaa — Mcosy 

27)    l   «««A=±Fpfp^' 

—  ■     ^^^^  ß — -^COStt 

Die  Gleichungen  der  in  dem  Punkte  (mnk)  auf  der  gegebenen 
Ebene  senkrecht  stehenden  geraden  Linie^  welcher  die  Bestimmungs- 
winkel a2>ß%y7'Z  entsprechen  9  sind 


28) 


gr — m y — n  _x — k 


COSflTs        C0S/$2        COS72' 

und  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie,  bat  man  die 
folgenden  Gleichungen: 

üfcos  ß^  =■  Neos  a^» 

29)     l    'Ncosy^=Kcoaß^, 

£cos  0^ = ilf cos  7a ; 

von  denen  jede  eine  Folse  aus  den  beiden  andern  ist.    Mit  Hülfe 
dieser  Gleichungen  und  der  bekannten  Gleichung 

30)  co«a*a+cosß2*+cosya'=i 

erhält  man  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander leicht: 

cos^2=±^r^2_,_^2+X2' 

Ä 


31) 


cosya^i-r 


t  MHJyHK^ 


Aus  den  Gleichungen  27)  und  31 )  erhält  man  auch  leicht  die 
folgenden  Formeln,  in  denen  sich  die  obern  und  untern  Zeichen 
ebenfalls  auf  einander  beziehen  : 

Icos  «1  >;=  i  ( cos  ßcosy2 — cos  y  cos  ß^^, 
cos  A  =  Jb  (cos  y  cos  ct^ — cos  a  cos  y^^, 
cos  yi  =  db  (cos  cc  cos  ß^  —  cos  ß  cos  a^). 

§.4. 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  dass  O^^  O«,  O3  drei  Punkte  auf 
der  Erde  sind ,  deren  Längen ,  Breiten  und  Höhen  über  der  Mee- 
resfläche wir  respective  durch 
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v^y  Sil,  hy'j    <»2«  l?a»  A^;    C0S,  ^,  A3 
bezeichnen.    Die  den  Punkten  O^»  O^  entsprechenden  Grossen 

wi>  ^1*  *i;    «2»  ^a»  ^ 

werden  als  bekannt  aneenomnien^  und  es  kommt  nun  darauf  an» 
aus  denselben  mit  Hölle  geodätischer  Messungen  die  dem  Punkte 
Og  entsprechenden  GrOssen  0039  i^g,  A3  abzuleiten. 

Zu  dem  Ende  messen  wir  mit  dem  Theodoliten  in  dem  Punkte 
Ol  die  horizontale  Projection  E^  des  180^  nicht  übersteigenden 

Winkels  O^OiO^  und  den  90^  nicht  übersteigenden  Neigungswin- 
kel Ji  der  Linie  O1O3  gegen  die  durch  O«  gelegte  Horizontal- 
ebene 5  und  eben  so  in  dem  Punkte  O^  die  horizontale  Projection 

£2  <les  mP  nicht  übersteigenden  Winkels   OiO^O^  und  den  90^ 

nicht  übersteigenden  Neigungswinkel  J^  der  Linie  O^O^  ^g^Q 
die  durch  O^  gelegte  Horizontalebene;  so  haben  wir  alle  Data, 
welche  zur  Bestimmune  der  Grössen  C03 ,  i23 ,  A3 ,  d.  h.  der  Lage 
des  Punktes  O3,  erforqerlich  sind,  wie  nun  gezeigt  werden  soll. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Coordinaten  der  Punkte  Ox  und 
O«  in  dem  Systeme  der  x^z  durch  ^1  >  ^j  9  2|  und  x^ ,  y^  23 ;  so 
haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  11)  die  folgenden  Tormeln : 

T  1 — 6*sin  Sli^ 
und 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  die  Coordinaten  x^  yu  z^ 
und  x^y  y^y  x^  berechnet,  so  sind  nach  16) 

35)  (ar— ari)cosa)iCosßi+(y— yi)sina)iC0sßi+(2  — zi)8inßi=0 

und 

36)  (a:— a;^cosaiaCosßa  +  (y— ya)sinc»aCosßa  +  («— 2a)sinßa=0 

die  Gleichungen  der  durch  Oi  und  O2  gelegten  Horizontalebenen, 
welche  nun  auch  leicht  entwickelt  werden  können. 
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Sind  nun  P,    Q  zwei  Hulfsiriokel >    flo  hat  man'  zur  Bereell- 
niing  der  Linie 


die  folgenden  Gleichungen: 


a?!  -^0:2  =  Ol  Oa .  cos  Pcos  Ö, 
37)    ^    y^ — ^=  Ol  Oa .  sin  Pcos  Q, 
r|.^2^==;OiOa.8iBQ; 

nüttekt  welcher  nach  einem  hekannten  Verfahren  Oi  Oa  immer  leicht 
leefunden  werden  kann.  Ist  aber  OiOa  hekaont,  so  ersehen  8ieh 
die  Bestimmungswtnkel  91,  '^j^,  Xi  ^^  92*  '^^»  %t  ^^'^  Linien 
O1O2  und  (J%Ox  in  Bezug  auf  das  System  der  ;ty2  leicfal  mtttelat 
der  Formehl 


38)  cosy.  =  - \  cos  v'i  =  ^^=^*  cosr.=-===r 

Oi^  OiOa  ^       OiOa 


und 


Bezeichnet  man  nun  die  Besttmmuhgswinkel  der  Projectionen 

der  Linien  OiOa  und  O^Oj  auf  den  durch  Oi  und  O2  gelegten  Ho- 
rizöntalehenen  in  Bezug  auf  das  System  der  xyz  respective  durch 
919  '^\>  Xi  und  92  9  W^9  X29  so  hat  man  zu  deren  Bestimmung 
nach  den  Formein  in  der  Abhandlung  Nr.  XXXVIILLin  Tbeil  VI. 
Heft  III.  ^  wenn  man  die  ihren  absoluten  Wertben  nach  90^  nicht 
übersteigenden  Hülfswinkel  fii  und  fi2  mitteist  der  Formeln 

40)  sin  fti  =  cos  Oi  cos  Pi  cos  <pi  -f  sin  coi  cos  Si^  cos  iffi  -f  sin  Si^  cos  ;ti 
und 

41)  sin fca  ==  cos <o^ cos Si^ cos 9^2 -f sinioa cos<ß2 cos ^ -f  sin ^2 cos %^ 
berechnet,  die  folgenden  Formeln:» 

>  _<;os  9i  »""siii  fii  cos  cpi  cos  % 

cos  <p  1  —  — — —— — i^-^— — — — ^— .^___ 

^  *  cos  fti 

^o  \     ]         .  /       cos  tj^i  —  sin  1*1  sin  coi  cos  ßt 

42  )    <  cos  'tb  1  = -^ ^-^ , 

'        ^*  cos^ 

,       cos  r.  i^  sin  it«  sin  P« 
cos  7 1  = — ^ 

und 
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cos  CP  «  = 1 3 

^ *  CO»  ^ 

A'W    <^^^/       CO«  »2  —  sin  fia  sin  a^  cos  ^g 

40l     \  COS  V«=  '     '        '  ' J 

^       *  ^  *  COS  fl2 

,  _cos/a  — sinfiasinf^a. 

cos  7  a  — ' ^^~"  ' 

*  coBfia 


oder 


/ 

\ 


COS^i         .  ^ 

cos  g>  i  = ^-^ — tang  f*i  cos  ©i  cos  Si^ , 

cos  ^ 

44)   ^cosi|;i:=:^j^^— tangfHSinwiCosi?!, 
.      cosxi      ,  .   ^ 


Tind 


cos^      ,  ^ 

I  cos  'Hf* 

45)    ^ cos ^ a =^^^^— tang fiasinwa €00^2» 

bei  deren  Vereinfachnng  durch  Einführung  von  Hülfswinkeln  ^ir 
uns  nicht  aufhalten  wollen. 

Nun  denke  man  sich  in  den  durch  O^  und  O^  gelesten  Hori- 
zontalebenen  von  Oi  und  O^  aus  auf  den  Projectionen  der  Linien 

OiOaundOaOi  auf  den  in  Rede  stehenden  Horizontalebenen  senk- 
recht stehende  Linien  auf  denselben  Seiten  dieser  Projectionen^ 

auf  denen  die  Projectionen  der  Linien  OiOsupd  OgC^auf  den  bei- 
den Horizontalebenen  liegen ,  gezogen ,  und  bezeichne  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  Bestimmungswinkel  der  beiden  errichteten 
Perpendikel  in  Bezug  auf  das  System  der  xyz  respective  durch 
Vi"»  Wy  Xl"  und  gja'',  tf/a",  5^"-  Ferner  denke  man  sich  von  den 
Punkten  O^  und  O^  aus  zwei  auf  den  durch  dieselben  gelegten 
Horizontalebenen  senkrecht  stehende  Linien  auf  den  Seiten  dieser 

Horizontalebenen»  auf  welchen  dieLinien  OiO»  und  OnOg  liegen, ge- 
zogen ,  und  be;ieicbne  deren  Bestimmungswinkel  in  Bezug  auf  Sw 
System  der  a:yz  respective  durch  (pi",  %'",  j^'^'und  ya'"*  "^i!^»  Äi*** 
Dann  hat  man  nach  31) ,  32),  35)  die  Gleichungen: 

V         (  cos9i'"=dbcosa)iCosÄi, 
46)    j  cos^'''=:{:8inAiiCOS.a^, 
\  cosxi"'=+sinA 
und 


^     .     ■ 


80 

cos  9>i''=±  (co«  ifßi'  cos  Xi'"— cos  Xi  cos  tlfi"'), 
VI)    j  cos  i//i"=+  (cos  5^'  cos  9i'"— cos  9^'  cos  Xi'*'), 
cos  Xi''^=±  (cos^pi'cosij^'*' — cos  ^'  cosyx'O» 
und  nach  31) ,  32) ,  36)  hat  man  die  Gleichungen : 

Icos  9^'^^  =^  ±  cos  (02  cos  ^2 , 
cos  '^'''=±  ®>Q  ^  CO»  Sl^, 
cos  3&ft*'—  dbs'in  «^ 
und 

Icos  gjj" = + (cos  if%'  cos  3^'*'—  cos^^'  cos  '^^), 
cos  i^a"= -t  (cos  ^'  cos  g>a'"—  cos  9^'  cos  ^ßa^O, 
cos  ji^'  ^:t  (cos9>2'  CCS  tp^"'— cos  ^'  cos  g^a"')- 

Bemerken  wollen  wir  noch^  dass  sich,  wie  man  leicht  findet, 
die  Formeln  47)  und  49)  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  lassen : 

cos4£^  "  ==  4.  <^Qs  yi  »iP  ^i  —  cos  Xi  g>"  «1  cos  '^i 

^  *~  COSf*!  * 

,^.^    1  »     -r-  cos  0^1  sin  i2i  —  cos  Xi  cos  ©1  cosPi 

-^      »  ^*  COSfAi 

.     „      _  (cos  09«  sin  (Ol  —  cos  if;«  cos  a>i)  cos  i^i 

COSYt    =i: — "  '  '  — —. ' 

^        -^  cos  fti 


und 


COS92  ==1 


^      ,  cost^sinP2'~cos;^sinci)2CosX^2 


C0Sfl2 


49*) 


^ cos  92  sJD  % — COS  ;^  cos  <02  cos  ^2 

costf;2  -T  ^jjg^ 

'       .  (cos  (Ta  sin/?»-^cos  ti/ACOscon)  cosi?« 
cos  y«  =i:  db  ^^ -^ ^ ~ ; 

^  "*"  C0Sfl2 


wo  immer  die  ohern  und  untern  Zeichen  sich  aufeinander  beziehen 
Ob  man  in  den  vorhergehenden  Formeln  die  obern  oder  un- 
tern Zeichen  zu  nehmen  hat,  iässt  sich  in  ]edem  einzelnen  Falle 
nur  aus  einer  besonderen  Anschauung  beurtheilen ,  und  allgemeine 
Regeln  lassen  sich  darüber  nicht  geben.  Da  man  übrigens  die 
Rl(;htung  eines  Theils  der  Axe  der  2,  welche,  als  der  einem  jeden 
Punkte  auf  der  Erde  entsprechenden  Weltaxe  *)  parallel  zu  betrach- 
ten ist,  stets  vor  Augen  hat,  so  wird  sich  immer  leicht  beurthei- 
len lassen,  ob  die  Winkel  jji",  'u'"  und  Xa'^  7^"  spitz  oder  stumpf 
sind,  und  daher  wird  immer  auch  leicht  überhaupt  über  die  Art,  wie  m 
den  vorhergehenden  Gleichungen  die  Zeichen  zu.  nehmen  sind, 
eine  bestimmte  Entscheidung  gegeben  werden  können. 

*)  Im  Sinne  der  sphärischen  Astronomie  gesprochen. 


m 

Bezeichp<tP  lylr  aua  aber.,  in  Bes|ig  auf  die  Projectioppn  der 

Lioien  OiO^vü^AZ^^O^  auf  den  durch  O^  uod.  O^ geIeeten_Horia;<|i|* 

talebenep  und  die  vorher  auf  diese  Projectiooen  von   O^S^  und 

O2O1  in  den  beiden  Horizontalebenen  und  aufdiese  letzteren  selbst 
vqn  €>|  uikI  O^  aus  eriichteten  Perpendikel^  als  positive  Theile 
zweier  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  mit  den  ^nft^ngspiipj^; 

ten_0|   und   Oj»   die    Bestimmungswinkel  der  Linien   O1O3  und 

O^Os  restoective  durch  9),''^,  ^i^f,  Jx'^mdip^^^,  f%^J'y'^^\  so 
ist  unter  aen  gemachten  Verausseteungen  ofesbar  in  vlsUigef  All- 
gemeinheit : 


cosyi'^=  cos  JEi  cos/i 
50)     <  cos  tf;i  ^  ^ = sin  E^  cos  J{ 
\  co«3ji'^'  =  sin  Ji 


und 


cos  if^  ''  =  cos  E^  cos  J^ , 
61)     {  cosi/;2^^=sin£]^cos  Ji,  ,    *. 

f  cos  ;^'^  =  sin  «^^ 

Bezeichnen  endlich  91^',  "^^^^  Xi^  und  92 ^>  '^%^  *  la^  ^''®  ^^' 
Mtimmungswinkel  derliinfiBB  OiOsiwdi^Ps  in  Bezi^  auf  das  System 
der  oryi,  so  ist,  wie  leicht  aus  einem  bekannten  Satze  der  analy- 
tischen Geometrie  erhellen  wird: 

« 

(  cos 91  ^=  cos g)i'co8^i^^+ cos 9i"cos  1^^' -f  cos 9>i?' cos  Jx^^\ 
52)     \  cos  -^1  ^=  cos  n^Y  cos  Vi  ^^+cos  i/;i"  cos  ipi  ^^+cos  ^1'"  cosxi  ^^, 
(  cosxi^  =co8Xi'cosyi'^ -|-cosxi"cosi(;i/'+cosXi"'co8Xi'^ '; 

und 

iCOS  92 ^==  COS  ^2'  COS  92"^+  cos ^>^'  cos  t/;^^^  +  cos  92"^  COSX2''  , 
cos  t(;2  ^  =  COS  1/^'  cos  tf»^^ +cos  tp^"  cos  t/«2^^-fcos  i/;2"'cos;^^^, 
cos  ;68^=  cos  Xa'  cos  92^'+  cos  Xa*'  cos  ^^2^''+  cos  i^"'co»  Xa^^. 

Nach  dem  Obigen  kann  man  diese  Formeln  auch  auf  folgende 
Art  ausdrucken :  ^ 

( cos  9i  '^=  c6s/,  (cos  El  cos 9>i'  +  sin  E^  cofe ^i")+sin  Jj  cos  9^1'", 

54)     <  cos  Vi^=  cos  Ji  (cos£i  cos^i'+sin  JBi  cosv'i*')+ein-^i  cosvi'", 

( cos  Xi  ^^ = cos/i  (cos  Ex  cos  Xi'  +  sin  E^  cos  Xi'O  +  sin  J^  cos  Xi'" ; 

und 

Theil  VII.  6 


'V    iser^ent 

imttetst  äet 

•••     . . 


56)  tBDg F. = jj^.  taug  Gx =— -tf,  tang^,  ^^ 


und  ^ 

57)  tangF.  =  -2??-54,tangG,=t^^,taDgÄ'.=^^; 


so  wird 


cos  q>i  ^  =  cos  Ji ^5^F h  sin  •/i  cos  q>i '" , 

58;   <cosvi^  =cosJx r r^+sinjicosy^"', 

1  C06  Cjfj 

COS  xi  '^  =  cos  Ji *"  cos  J^i +  *""  "^i  ^^®  ^» 

und 


1     .  '      '• 

COS ^^  =  coSiAj '■■     '.y — -^ — 2E._|_gin /jcos92   , 

cos  Mf  t^      ' 

'             r             F  cos  xf^"^  sm  (J^  +  g^)  ■    .     f  ,  /// 

cosv^^=cos/a 7^"^ ^+sinJ,cost(^./", 

I  •  CO^-Cti« 

^            _  cos  xJ*  sin  (£-  +  HJ)  .    .    •  .« 

cos  y.2  ^  =  coÄ  J-  -f — «3^-- — ..  ■ ^^  +  sin  J-  cos  y«'". 

Berechnet  man  aber  femer  die  Hulfswinkel  F^',  (?/,  ^,'  und 
\>  G29  H^  mittelst  der  Formeln 

■ 

1^     jT/^cosy/^-inCFi  +  Fi) 
^    ?;  cos9?ji'"co«Fi      ' 

\  COSt^i'^COS  6rx 

.      COS  T,'"  cos  Ä 

»t.  '^  *•  . 

(1 

,     cos  V2"8in(£g|-I-Cra)    ' 
tangG.^=      ^^^^«''^^\     ' 

°     ^  COS  V"  cos  ^2       ' 


m 


se  ist 


„      cos9.'^j8in(Ji+f\') 


und 


1         ^  cos  ua  • 

Die  Gleichungen  der  Linien  0^0^,    0^0^  nebst  ihren  Verlän- 
gerungen über  die  Punkte  Ox%  O^  hinaus  sind  nun 


und 


'  COS92'      eosv^'^     cos^a^ 

and  es  kommt  jetzt  ^  um  die  Goordinaten.  x^y^^^y  23  des  Punktes 
O3  in  dem  Systeme  der  xyz  zu  finden^  bloss  auf  die  Bestimmung 
der  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  der  dnich  dieG4eiclmn- 
gen  64)  und  65)  charakterisirten  geraden  Linien  an ,  wozu  eine  be- 
sondere Anleitung  zu  geben  hier  unnütze  Weitläufigkeit  sein  würde^ 
weil  die  analytische  Ueometrie  alle  dazu  nöthigen  Hülfsmittel  dar- 
bietet. Da  aber  wegen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler 
die  durch  die  Gleichungen  64)  und  65)  charakterisirten  geraden 
Linien  sich  in  den  meisten  Fällen  gar  nicht  schneiden  werden,  so 
wird  man  auf  die  Art  zu  verfahren  haben,  dass  man  die  Coordi- 
naten Xi9  Yi,  Zi  und  Ä^f  Y^f  Z^  derjenigen  Punkte  der  beiden 
in  Rede  stehenden  geraden  Linien  bestimmt,  welche  den  klein- 
sten Abstand  von  einander  haben,  und  dann  die  arithmetische^ 
Mittel 

iiX^+Xi),  i(Fi+n),  i(Z,  +  Z^) 

als  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  gesuchten  Coordinaten  ar«, 
ys^  ^  des  Punkten  O3  betrachtet«  Zü^eich  abei*  wird  man  auch 
immer  die  Grösse  des  Abstandes  der  beiden  Punkte  (^1  F^  Z^)  und 
{X^Y^Z^  ermitteln,  um  etil  Maas  für  die  bei  der  Bestimmung  der 

6* 
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Lage  des  Punktes  O^  eh'eichte  Genattigkeit  zu  haben ,  weil  man 
diese  Genauigkeit  dem  in  Rede  stehenden  Abstände  umgekehrt 
proportional  zu  setzen  berechtigt  sein  wird«  Eine  allgemeine  An- 
leitung zur  Ausführung  der  betreffenden  Rechnungen  soll  im  fol- 
genden Paragraphen  gegeben  werden. 


{.  5. 

*       Die  Gleichungen    zweier    geraden   Linien    im    Räume   seien 
fiberhanpt 


66) 


^— ^o_y— yo_^  a;—go 

cos  cTo      cos  ßo      cos  yo 
cosai       cos/?i       cos}^i 


Da  die  gerade  Linie  ^  durch  welche  die  kürzeste  Entfernung 
dieser  beiden  Linien  von  einander  bestimmt  wfa-d,  bekanntlich  auf 
einer  Jeden  derselben  senkrecht  steht,  was  sehr  leicht  synthetisch 
bewiesen  werden  kann;  so  haben  wir,  wenn  die  Gleichungen  der 
in  Rede  stehenden  geraden  Linie  durch 

67)    £=l=J^:i3=!ZLf 
^    COS  9       cosif;      cos;( 

bezeichnet  werden ,  nach  den  Principien  der  analytischen  Geome- 
trie die  Gleichungen: 

£  ^  co6/?o    cosi^     cosyo    cos^  _Q 
««V       ,      ',    cos  05  *  cos  97     cosoo^cosg) 

M.  cosft     cosi{;     cosyi    cos^ ^^ 

.    cosaj^   'cos^^cos«!  *  cösg)         ' 

aus  denen  sich  leicht  .    *  '  :i         • 


•  t 


60) 


cos^ cos  yo  cos  Hfl  — »  cos  or^  cosyi 

cos  9  ~"  cos  /5o  cos  yi  —  cos  y^  cos  ßi ' 

<^os  %  ^  cos  cfp  cos  ßi  —  CQS/?o  cos  gl 
cos 9>.     cos ß^ cosyi  —  co« ^o  cos  ß^ ' 


also 


1' 


70) 


CO«  ^  =  C08yocos«t-co8«ocosy,  ^.^ 
cos  Po  cos  Yi  —  cos  yo  cos  ßi       ^ 

cos  X  -   COSC|oCOS/?x^COS^^COfCf^ 

cos  Po  cos  yi  —  cos  y©  cos  ßi        ^ 
ergiebt.    Nimmt  man  nun  hierzu  die  bekannte  Gleichung 

71)    cos9)^-f-cos'if;^-|-cos;(9=:=l, 
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I 

und  setzt >  indem  J  eine  positiTe  Gross«  bezei<:liiiet>  der  ,Kikw 
wegen 

72)    J^  =  (cos  Oq  cos^i  —  cos  ßocosa^)^  (cos  ft,cos  yi  —  cos  y©  cosjJi)^ 

+  (  cos  Yq  cos  cfj  -—cos  Oq  cob  yi)* 

oder,  wie  n^^Q  hieraus  mit  Hülfe  der  beiden  Gleichungen 

73)    j  <^ösV+cosi3o«+cosyo*=^l',  \ 

'  cosai^+cosft*+cosyi*=l 

leicht  findet: 

•      ■ 

74)    J*=l  —  (coso^cosai-|-cos/}ocosj?i4-<^osyo5^<>'^>^i)^9 

V 

«o  erhält  man  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander : 

eosy=  ±  cos^fecosyi  —  cosypcosfe  ^ 

7c\      ;                 .  cosvocosa, — coscrocosy« 
'^)      \  cosrf;=db —     — ' —     1 ^"^ —' 

-  cosfitAcosj?! -— cosßocosefi 
cos  x= ±  ■ ' ^-^-^ ^-^ • 


•  » 


Bezeichnen  wir  den  von  den  iieiden  gegebenen  geraden  Linien 
eingeschlossenen  9  im  8inne  der  analytischen  Geometrie  genomme- 
nen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  w,  so  ist  bäanntiich 

76)    cos  w  =  cos  Oq  cos  «i  +  cos  ß^  cos  ßi  +  cos  Yq  cos  yi , 

und  man  kaon  alse  .die  Gleichungen  75)  auch  auf  folgende  Art 
ausdrücken: 


oosj9^cosyi  — cosy^eo»/?!  . 


cos  ^ 

^  smw 


.  cos  yo  cos  a,  —  cos  Uq  cos  Vt 
_-.      .   cosifi=i=+-^— ^^^ ^7- ^5 

77)      ]         r     — .      .  sin  10 

.  cos  0^  cos  A — cos|?oCOsa| 
cosx=± ^i^^ 

Berechnen  wir  aber  die  Hülfsgr5ssen  R^  G,  H,  ^'o  R  eine 
positive  Grösse  sein  soll,  auf  bekannte  Weise  mittelst  der  Formeln : 

(  R  cos  G  cos  £r=  c  OS jJo  cos  y^ —cos  yo  cos  j5i , 

78)    ]  R  sin  G  cos  H=  cos  y©  cos  «i — cos  a^  cos  y^ , 

/  Ä  sin  tf  =  cos  «0  cos  ft  —  cos  ßo  cos  «i ; 

80  {st,  wie  .man  leicht  findet: 

79)    J-R, 


w 


und  mit  Beuttumg  dm  dken  nml  'mtem  Zeichen  md  ^oMider 


cos  9= db<^s  C  cos  £r, 
80)      J    cos^=4:Sin£rcoBJ7, 
cos  x=4:siD  J7. 

Sind  X),  Iq» 2^  die  Coordinaten  des  DurchschDittspaabts  der 

fesochten  Linie  mit  der  ersten  der  beidf  n  gegebenen  Linien ,  so 
aben  wir  nach  66)  und  67)  die  Gleichungen 


81) 


cosci^  cos/?o  cos/o  * 

cos^y  cos^'  eos%  ' 


also 


8?) 


und 


83) 


cosao 

cosg)      ^^     '^ 


Aus  diesen  beMen  Systemen  too  Crleiehimgen   ergiebt  sich 
durch  Elimination  von   Yq  und  Zq  leicht: 

Xo^x^_  (S— ^o)  cos  ^  — *  (n-ifo)  cos  y 
cos  OA  cos  cka  cos  tl; — cos  ßo  cos  g?     ' 

84)        { 

Xq-^Xq      (£— arpjcosx— CS— 3o)co8y 

cosoq  cosckoCos% — cosyocosg)  ' 

also 9  wie  hieraus  ferner  l^cht  folgt: 

86)    (co8Ä,c08x— cosyoco$v).(l-^4b)  . 

+  (cos  Yq  cos  (p — cos  Uq  cos  %)  (i; — yo)      '  J    =0. 

+  (cos  «0  cos  V  -^  cos  ßo  cos  9>)  (f  —  2o) 

Ganz  auf  ähnliche  Art  erhält  man 

86)      (cos  ßi  cos  %  —  cos  yi  cos  ^)  ( J — a^i ) 

« 

+  (cosyiCosg)— cosofi  coBj^(fi — yi)     ]^  =0. 
+  (cos  «1  cos  V — cos  ßi  cos  <p)  (t — Zi) 
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Sehr  leicht  erh&lt  iBanoun  inittelst  d^r  Crleichuog^n  76)  und 
77)  und  der  GleichuDgeo  73)  die  folgenden  Au^ücke: 

o  ^  .       •*-  CO»  ^l  —,^^^'^  COS  w 

cos/JoCOSX— cosyöCO«V^T ^^^^J^ , 

__.      1                                               ^  cos  ft  — co8/5^)  cos  w 
87)     {  cosyocosy— »cos«0COS)ggg-F  sin         '       ' 

a  V.  coByi — ebs  Tb  eo«'fo       ' ' 


cosai,cog»-    ,       .  ^^^ 


und 


-                                     .  coscKo— cos««  cosfe 
cosft  qosjt— cosyi  co8y=± ^- — —, 


y                                  .           .  eo»fe^eosfe^stey 
88)    \  co8yiCOS9)-cosai(»s)p:+ ^^ , 

a  I   COS/o  — COSViCOSW 

cosffi  COS  v^— cosft  cosg)=± — ^i^' ; 


sinto 


und  kann  also  die  Gleichungen  85)  imcL  86)  aucjl  ftuf  folgende  Art 
darstellen: 

•  89)      (eoapi'^cp^D^aps^XI*^«^) 
+ (cos  ft — CQ0  ß^  eostf )  (?ir$^ 

*  +(cosy,r-cosyQCoisio)tf— «o) 

und 

90)      (cos  Oq — cos  (Xi  cos  w)  (5 —  a:i) 

+ (cos j$o — cos  ßi  cos  w)  (fi  — ^i)  7   ==  0.  * 

+(cosy^ — cosyicosw)  (J — Zj) 

Denkt  man  sich  nun»  was  offenbar  verstattet  ist^  den  Punkt 
{^riQ  mit  dem  Punkte  (Xq  VqZq)  zusammenfallend,  so  hat  man 
nach  dem  Obigen  zur  Bestimmung  der  Coordinateo  J[^»  Fq,  Zq 
die  drei  folgenden  Gleichungen : 

-^"^^0         M)*^0 Zo— 2q 

cos  0(1  ^  co»j3o  ^  coa/o  * 

<C08«i)  — CO««iCOStlO(Jö"^^l)      ) 

+  (cos/?o— cosftcosw)(Fo'— yi)    y    =0; 
+  (cosyo — cosyi  costr)  (Zo— «i)  '    J 

und  eben  so  hat  man,  i¥eqn  Xi,  F^,  ii  die  Coordinaten  des 
Durchschnittspunkts  der  gesuchten  Linie  mit  der  zweiten  der  bei- 
den gegebenen  Linien  bezeichneQ,  zur  Bestimmung  dieser  Coor- 
dinaten die  folgenden  Gleichungen: 
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cos«!    ^  cos/}i  ■      fcosyi 

(cos  iofi  —  cos  05  cos  to)  ( JTj  — rOTo) 
+  (cos/3i — cos^0Cosw)(Fi— yo)  f  =0. 
+ (cos  Yi  —  cos  Yo  cos  w)  (Z|. — «ö)  / 

Diese  ,bei4eB   Systeme  von  Gleichungen  kann  man  auch  auf 
folgende  Art  ansärücken : 

cos  Oq  COS/?o  COS^^o 

(  cos  0^ — eoftcr^  cos  w)  [Xq — o^o  •"  (^1 ""  ^o)  1 
+  (co«|^,— co8ftco«w){  Fo— yo— (yi— yo))    }   =0 
+  (cosyo"'C08yiCosw){Zo— 2o  — («1— '^)) 

und 

X-"^i_yi  — yi  __ AnSL, 

'    cosffi  cos/?i  cosyi 

;  (cos  «1—  cos  Ufo  cos  ti>)  {Xi — ä-'^  ^-  (^ö"*^i)  ) 
+(coiSft— co«j?o«>8w)|Fi— .71— (yo— yi)i  J    =0; 
+  (cosyi  — cosyocosic)  { Zi— 2i  —  (20— ii)^ 

und  erhält  nun  mit  Hülfe  der  Gleichung  76),  wenn  der.  Kürze  wegen 

91),  Äi)=:=(cosa^--cosaiCosfi>)  (arj  —  0*0) 
-f  (cos/Jo— cosftcosw)  (yi— yo) 
+  (cosyo  — cosy^cosw)  (tj — z^) 


und 


92)    Äi  =  (cosai — cosa^costi})(jro — ^) 
+  (cosft  — cosi?oC9sw)  (yo— fi) 
+  (cosyi  — cosyocosio)  (iq — Zi) 
gesetzt  wird ,  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Ausdrucke . 


93) 


■^*0  ~~  »^O  —  -«^O     •         ÖT» 

.  "        "  Sin  «7* 

V         «    _  jr    COSfe 


sin  «7^ 


>  • 


7         . tr  'COSyo 


■.    '•( 


89 


uM 


94) 


-Ai  ■— «Z-i—  11.1 — : g-- 


Sinti;' 


sin  10* 


oder 


.    ■         sin  tc* 


I 


95)     rFo=yo+Ä;,-^,    • 


Sit)«)'' 


Zo-Zo^K^-^^ 


und 


96)     j   Y,  =  y.^rK,^, 


-« 


1 

i,  • 


Setzen  wir 


><o  ist 


I' .    / 


^\2~^ 


^  Bezeichnen,  wir  die  kürzeate  EnifernuiM;  der  beiden  geg^benea 
Linien  von  einander  durch  ü,  so  lässt  sich  dieselbe  leicht  mittelst 
der  folgenden  Formeln  berechnen: 

* 

l7co8  Fco»  W=  Jl|)— ^JC,, 

99)         f/sln  Fco«  W=  F«-  F^ , 

'     •    '     C/rirt  fF=  .^— Zi  ;• 

was  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht.' 
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Wenn  man  aas  den  Tier  Gleichungen  66)  die  drei  Grosseil 
Xy  y,  z  eliminirt,  so  erhält  man  als  Bedingun^sgleichung»  dassdie 
beiden  gegebenen  geraden  Linien  sich  schneiden »  die  folgende 
Gleichung: 

100)    (cos/JoCOS)^  — cosyoCo»jJi)(4ro — ^%)  ] 

+(cosyo  cos«iI— cosaöCOsyi)(yo-^yi)  >  =0. 
-f  (coso^ cos j?i  ^  cos ßo  cos Cfi)  (to-^h)] 

m 

§.6. 

Indem  wir  jetzt  wieder  zu  §•  4.  znräckkehren ,  kommt  es  nun 
noch  darauf  an,  dass  wir  zeigen^  wie  aus  den  gehmdenen  recht- 
winkligen Coordinaten  ^s  >  ^s  ^  %  ^^^  Punktes  Og  die  Grössen  »s, 
P3,  A3  abgeleitet  werden  kOnnen« 

Bekanntlich  haben  wir  zwischen  diesen  sedis  Grossen  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 

r 

I 

!         .  0(1  — c«)     ^  . 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle 


» '    1 «»  II. 


102)  tanga^=J. 

mittelst  welcher  Formel  »3  ohne  alle  Zweideutigkeit  gefunden 
wird 9  wenn  man  nur  beachtet,  dass  in  Folge  der  beiden  m  Rede 
stehenden  Gleichungen  coso«  immer  gleiches  Vorzeichen  mit  x^y 
sin  C03  stets  gleiches  YorMidi^  vM^  bat. 

Eliminirt  man  aus  der  eng^t^opd  dritten,  und  aus  der  zweiten 
und  dritten  Gleichung  die  .Grösse  A« ,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mwig-Yon  <^8  die  beiden  folgenden  JBMobttn§^ent 


1 1 '  I  •  ;  M 


a^  23  ae^ 


103) 


cos  da  cos  %     sin^      t^  1  •—  e>  sin  ß,* ' 
sino9,cosi^8     rfiiAa     l^i-^e^sinfi.*' 


oder 


» « 
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j       y ,  tany  i^3  _  aa«  sin  Sl^ 

und  folglich,  wie  mao  hieraus  leicht  findet; 

■      •  *       *  •     ^  ,  , 

V^^  sin  «,  ^  - 1  +  (t — e»)  tangÄ,« ' 

woraus  sich  nach'  gehßrif|[«r  Entwickehing  zur  Bestimmung  von  A, 
die  beiden  folgendÄn  Gleichungen,  de«  yi^rten  GradeA  ergeben  : 

106)  tangÄ,*  "  ^ 

_2äcosj^^^^^, 

••'8 


■    >  I  •     • 


0 


».«cos»»,* 


I    I 


und 


107)  tangA,4 
2%ainah 


tang.^,- 


■  .v,«+{(l-c')t,«-aV|8ina»,V 
t (l_e«)3f.« *»"«^''  ^  =0. 

2».  sinw,  ^ 
.,  ai,*gin«»,* 

+(i-«')y.' 

Bei  Weiton  mJA  gfSsaerenn  Vortheü  als  diesUr  CrIcichangeQ  dss 
vievten  Grades  wird  man  sidk  aber  bei  der  BestinumiBi^  Toir.  A« 
der  folgendeo  einfachen  NähemngsnetlMde  bedienen.  BeEeicbneii 
wir nftnReh  den  mit  Sl^  gleiches  Voraeicheo  habenden  Neigikiglh 
wiakd  der  von  dem-  Mittelfiaiiikie  der  Erde  nach  dem  Punkte  O^ 
gexegbnen  geraden  Linie  gegen  die  Ebene  des  ErdäquatoM  durch 
As  5  und  die  Entfernung,  des  Punktes  0,  ven  »den  Atittelpunkte 
der  Erde  durch  Mb  9  so  haben  irirs  <»ffei]bar  mt  BereeUttng  der 
Gr^sseif  i»t>  Bt,  Ri  die  folgenden  GMohungen: 


Xz  =^  Aj  cos  093  cos  Qa  9 
107)  ^  ys  =  Rj  sin  0)3  cos  ö, , 
Zg  =  jRj  sin  9^  f 

mittelst  welcher  die  drei  in  Rede  stehenden  Grossen  auf  bekannte 
Weise  immer  leicht  gefnndeD  werden  können«  Da  nun  bei  wirk- 
jichen  Anwendungen  6,  und  Sl^  immer  nur  wenig  von  einander 
verschieden  sind ,  so  kann  man  9,'  als  einen  ersten  Näherungs- 
werth  von  Sin  betrachten«  und  wird  dajin.  immer  etwa  mit  Hfilfe 
der  beiden  Gleichungen 

j?3  tang^,         gg*  sin  5^3 
*»"*     COS0,     '^^i-e'sinÄ,« 

_ys  tang  Sl^^  de^  sinit» 

'»~    sin»,      '"4^1-e^sinÄ,« 

nach  einigen  Versuchen  leicht  den  genauen  Werth  von  ü^  zu  be- 
stimmen im  Stande  sein. 

Hat  man  o>,  und  ^,  geCaqden»  so  ergiel^t  sich  die  Höhe  über 
der  Me^resfläche  A,  mittelst  einer  jed^n.der  drei  folgenden  Formeln: 

A3  = 


COS  03  cosßj      Y\  _  e»  sini},«* 
110)  <*»=sin«^cosi2a'"4^i-_e*sin'^* 


z^  o(l  —  e^) 


'     sin^^,      y  l-c^sinßa'*' 

und  es  sind  also  jetzt  alle  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes 
O3  auf  der  Erde  erforderlichen  Elemente  gefunden. 


>     *  * 

Zum  Sehluss  wollen  wir  noch  bemerken ,  dass  man  geodäti- 
sche Messungen  wie  die  obigen  auch  zu  der  genaueren  Bestim- 
mung von  e  benutzen,  kann,  wobei  aber  die^inkelmessungen 
selbst  als  fehlerfrei ,  wenigstens  als  im  höchsten  Grade  genau  vor- 
ausgesetzt werden  müssen.  Findet  man  nämlich,  dass  die  im 
Obigen  durch '  V  bezeichnete  kürzeste  Entfernung  der  beiden  von 
Ol  und  O«  nach  -Oi  gezogenen  Gesiciitslimen  von  einander  nicht 
ifierschwindet ,  so  wird  man,  msolimi  man  die  Winkelmesiiungen 
als  fehlerfrei  vorauszusetzen  berecMigt  ist,  den  Grund  kiwvon  in 
einer  fehlerhaften  Annahme  des  Wernies  der  Grösse  e  zu  Jüchen 
berechti|B;i:  sein,  und  wird  nun  e  so  lange  nach  und  nach  kleine 
Veränderungen  erleiden  lassen,  bis  man  einen  Werth  von«  findet, 
für  welchen  die  Grösse  V  verschwindet,  den  man  als  die  defini- 
tive Bestimmung  der  Grösse  ß/Uetrachtet     Hat  man  aber  e  auf 
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diese  Weise  gefunden  ^   so  erhält  man  auch  leicht  den  eorrigirten 
Werth  der  sogenannten  Abplattung ,  weil 

ist.  .  ••      ^     '  '  ■  ^ 

Endlich  mae  noch  bemerkt  werden,  dass  es  bei  allen  obigen 
Recbmitigen  ledenfalls  am  zweckmässigsten  sein  wird,  die  in  den 
Formeln  votKommende  Grosse  a  als  Einheit  anzunehmen,  was 
natHrHch  rerstattet  ist« 


i  I    II    n  > 


IJelber  die  niMiirpliUosop]ii§clieB  Pün- 
cipien  der  Bewegnnn^slehre  *). 

(ForUetzung  der  Abhandlung  Tbl.  V.  Nr.  \Xf.) 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Barfussisa  Weimar. 


•  $.  7. 

In  den  §§.  4.,  5.  und  6.  habe  ich  mich  htnl&nglich  Hber  die  Prin- 
cij^ien  ausgesprochen ,.  auf  welche-  der  Beweis  de»  Kräfteparallelo- 
grammes sich  stAtzt;  auch  glaube  ich  mich  sattsam  desshalb 
gerechtfertigt  zu  haben 5^  warum  ich  der  ersten  von  Newton  ent- 
lehnten Betrachtungsweise  den  Vorzug  geben  mochte,  wiewolil 
Ich  erst  in  diesem  Artikel  die  Sache  au  Ende  bringen  werde.  Zu- 
gleich aber  erhellet  auf  das  Deutlichste,  dass  diejenigen  im  Irr^ 
thume  sind,  welche  das  Kräfteparallelogramm,  als  nicht  erweisbar, 
unter  die  mechanischen  Axiome  rechnen  wollen.  Diese  übersehen, 
dass  es  noch  eines  Axiomes  bedarf,  um  dasParallelogramm  zweier 
Eindrficke  auf  beliebig  viele  auszudehnen,  ein  Axiom,  welcbeis 
mit  dem  uüter  1.  in  §.  6.  aufgeführten  identisch  ist.  Dasselbe 
enthält  ja  aber  schon  mit  nur  geringer  Beihülfe  das  Kräfteparafte- 
logramm. 


*)  In  der  Tori^en  Abliandlnng  mögen  folgende,  in  $.  6.  ▼orkom- 
fnende  sinnstörende  Fehler  berichtif^t  .werden  : 

statt  ^,e8  gleite  noch  ^ar  keine  Ansfähmng'^  lese  man:  „es  giebt 
noch  gar  keine  Auskunft.^' 

■tatt  „  wenn  es  allein  T,orhanden  wäre "  mnts  e«  heissen :  „  wie 
wenn"  n.  •.  w. 
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§.•8. 


ii 


Nim  müssen,  wir  »ber  noch  >  eraftgeD  ^  das«  te  8<^f^  vielen 
Lehrbüchern >  und  namentlich  auch  bei  Poisson^  dessen  Demou' 
Stration  ich  oben  einer  Kritik  unterwarf ,  das  Axiom  A,  In  (..  3« 
oder  5.  in  fi.  6,;  eine  etwa^.  «äderet, Bedef tfing. hat «.M<b  Ich  oem« 
selbeq  b^igeli^t^  habe.  ,  Man  defiqi|:t  bteri  KiMiA  sei  da#»  was,  eiM 
Bewegung  bmorbrinigt»  un4.  da  hierin  sch^  ,die.  Anetk0imiH<g 
liegt 5  dass  man  die  Kraft  nur  aus  ihrer  Vi^irkttOg  heurtheUen.bvnne* 
so  jnuss  man  als  Einheit  der  Kräfte  dieienige  annehmen«  wodurch 
eine  gewisse  Einheit  der  (gleichförmigen)  Bewegung  entsteht 
Nun  sollte  man  eigentticfa  erwarten«  dass  die  Kräfte  durchaus 
nach  dem  Verhältniss  der  durch  sie  erzeugten  Bew^ungen  abge- 
messen würden,  dass  also  die  doppelte«  dreifache  Kraft  diejenige 
wäre«  welche  die  doppelte«  dreifache  Einheit  der  Bewegung  her- 
vorbrächte «  und  wenn  man  bei  diesem  Maasse  der  Kräfte  ihr  Pa* 
rallelogramm  beweisen  wollte  ««^Se  wäre  der  Grundsatz  in  §.  4. 
wenigstens  für  den  Fall  unerlässlich«  wo  mehrere  Kräfte  nach 
eineflei  JUchtung  wirken*  AnesM^i^dem  w,4rde  sfian^rje^iwsi^ 
gan^E  anderes  erhalten«  als  einlträft^^aralfelägramiii. 

Aber  so  werden  die  Kräfte  in  jenen  Lehrbüchern  nrtht  gemes- 
sen« vielmehr  versteht  man  unter  der  Kraft  n  (:=:  ganzer  Zahl)  die- 
jenige« die  resultirt«  wenn  die  Krafteinheit  gleichzeitig  nmal  nach 
gleicher  Richtung  wirkt«  wobei  es  indessen  noch  nicht  folgt«  dass 
ierdurch  a^ch  &s  nfaehe  der  'Bewegungseinl^eit  .entafdie.     Unter 

der  Kraft—  müssen  wir  dann   diejenige  verstehen«  welche  nmal 

gleichzeitig  nach  gleicher  Richtung  wirkend  eben  so  viel  thut«  als 
ie  mmalige  Wiederholung  der  Krafteinbeit  vermag. 

In  diesem  Kräftemaasse  Vtest.  freilich  nicht  nothwendig  die 
PrQp!ortionirtaig^  der  Kräfte^  und  d^r  dul*cii;sie  a*zf|ugten  .Gesdwin- 
digkeiten«  Jndesseti  musstfa  letztere  doch  irgend!  einer  Potenz  def 
Kräfte  proportional',  idein...  Deito  ist  ä;  die  dmdi.  dici  JCrafteinhetI 
erzeugte:  Geschwindigkeit  und  m  eineandece  Kiül^  so  wird  man 
ihre  Gescbwitidigkeit  durch  /(cc^ii)  tbezeiebnen  kinben«  Wird  die 
Kraft  »«mmal  wiederholt«  so  entsteht  dieKtalt  «m  uttd  ihr  gehört 
di^^  C>es<^wisdigkeit  f{4i,  mn)*  &efern  wir  aber  ansuhehnietk  bcTciob« 
ti^  sind«  dässadie  einzige  LängengrösSe  io  /(a,n)  sei^  ktenen 
wir  f(a,n)^=^af{n)  und  f{a,mn}tzsn/(nm)  setzen.  Da  aber  die  Eio« 
heit  desKi^äfteoiaasires  friine  willkünrlicne  sein  muss,  wie  die  jedes 
anderen«  so  Ümst  sieh  auch  die  Kraft  i»  als  Einheit 'anseliea«  wo« 
durch  wir  nun  fü#  die  vorige  Kraft  mit  die  Zahl  m  eriNtlte».  i«l 
b  die  zu  n  gehörige  Ge<9cmrindigkeit«.so  kann  man  die  zu  noi' ge- 
hurige ^b. g>(m)  =  af{n) .  9(111)  setzen «  und  es  muss  daher 

/(mw) = 9?(m) ./(«) 

sein.      Wird  n=l«   so.  ist  auch  f{n)  =  l  und  daher /(m)=a>(9it). 
Folglich  ist 

f(vm):=2f{m)\fin). 
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und  iklMes  Bedfa^off^  th«l  belmMHeh  nur  dte  F«m  «^.Cf^ofig«). 
Die  der  Kraft  n  gtaXinn  GeaehwiDdi^keit  ist.  aho  immer  uf^, 
WMui  6  die  GeschiFiDdigKeit  der  Ktaftemheit  i*t« 

•  Ssr  ist  Duti  einleiiehtend^  dasi^»  wenn  zwei  Kräfte  tmck  eliwr- 
lei  RItehtimg  ivirketi,  di«  ResoMaDte  lfaf«r  Summe  gleich  Mm  mmB. 
Dieses  iet  eine  flolhwendige  Folgef  des  Kräftemaasses^  •  imd  wemi 
bkvBtt  noch  die  SStase  1  #  9,  3  nad  4  <d«a  §*  6.  am  Hilfe  mionnien 
trerden,  so  Utest  lAch  das  Kr&fteparaHelogramm  sofort  iMweiSeHy 
fodem  die  Frage  dub  '«IgiiDtikh  so  lautet  s  Wemi  nach  der  eineo 
Rkhiimg  m^  nach  einer 'aiideren  n  Krafteinheiten  gleichseitig  tris- 
kea,  nach  welcher  Richtung  geht  die  Bewegaoff  uad  wie  viele 
üj^afteiedieiteii *m<is9ea  nach  eben  der  RSM^fvtUDg  wirken,  um  ebin 
so  viel  m  leisteo,  als  dre  SeiteflkrSfte  Termögen.  Dabei  kömmt 
die'ven  n  Krafteibheiten  erzeugie  Bewegmig  gar  nicht  in  Frage, 
die  Bewegnngskdire  erifordert  aber  noch  als  :^i<nn,  dass  in  dem 
GescbwindigkeHsausdraeke  an^^  ^==^1  seiy  and  somit  wfire  mit 
dieser  DamteHuag  der  Leirren  gar  keia  Vortheil  verbunden,  wenn 
nicht  anderseite  erwideft- werden  konnte,  dass  die  von  der  Bewe- 
gungslehre unabhängige  Ausbildung  der  Statik  eine  grossere  Wi»* 
senschaftlichhiAt  fir  sich  iii  Anspruch  •  nehniei  Es  wäred  «e  viel 
Bewegungslehren  mOglich,  als  man  in  anf*  dem  ^Werthe  bMli^^ 
wollte,  ftlr  alle  diese  wäre  aber  die  Gleichgewiditslehre  ein-imi 
dieselbe.  Wenn  uns  nun  äudi  eine  Statik  bei  Bewegnngnverfaälb- 
niesen,  die  in  der  Natur  nicht  existiren,  gleiohgiltig  sew  kftante, 
so  ist  dieselbe  dennoch  tu  sehr  vielen  Lehrbüchern  in  entstbiede»- 
ster  Unabhäi^igkelt  von  der  Bewegungslehre  vorgefoagen  worden, 
besonders  da  man  noch  auf  die  Meinung  yetfällen  war,  dass  die 
Gleichgewtchtslelire  von  aller  Hypothese  frei  sei  and  dahet  gleich- 
sam unmittelbare  Evidenz  besitze*  <    -    . 

Diesem  nrass  ich  aber  geradezu  ^dersprechen.  Mail  betraclitö 
doch  nur  den  Satz,  dass  zwei  gleich«^  entge^bgesetzti^  Kränje 
sich  aufheben.  Diesem  kommt  unmittelbare  Evidenz  nur  in  dciM 
Falle  zu,  wo  der  KSrper  in  absoluter*  Ruhe  gedacht  wird."  Hat 
derselbe  irgend  eine  Geschwindigkeit,  so  ist  jener  Satz  nur  noch 
in  dem  Falle  klar,  wo  die  Richtung  dd*  Kräne  senkrecht  gegen 
die  Richtung  der  Bewegung  ist,  in  allen  anderen  Fällen  aber  lies- 
sen  sieb  noch  andere  M5gnchkeiten  denken.    Der  Grundsatz  ].  in 

S.  6.  in  Verbindung  mit'  dem  Kräftetnaasse  ist  es  eigentlich ,  jvo* 
urch  die  Statik  ihr  Fundament  erhält,  derselbe  kann  aber  auf 
unmittelbare  Evidenz  nicht  tnehr  Ansprüche  machen,  als  der  in 
§.  4.  aufgestellte,  wie  ich  ischon  oben  bemerkte. 

Durch  das  Axiom  !•  in  §,  6«  ist  ausgesprochen,  dass  die  sta- 
tischen Lehrsätze  febei^.  so  sut  für  die  relative  wie  für  die  absptute 
Ruhe  der  iLurper  gelten  sollen.  Sollten  uns  aber  die^  J^weaun- 
gen  s^ur  Beurtneiluag  der  Kräfte  dienen,  so  müssten  sie  absolute 
sein  y  da  sich  dann  dje  iLräfte  wie  gewisse  Potenzen  der  Geschmi^- 
digkeiten  verbalten  würuen.,  Da  aber  absolute  Bewegungen  nior 
mals  ein  Geff^stand  unsever  ßrfahrune  s^in  können,  so^ndet 
sick  f ür  die  Statik  leicht  die  Ajsskunft,  aas  Verhältniss  der  Kräfte 
dajiroadk  zu  beurtheüen^.  wie  sie  einandeiü  im  Gleidigewicbt  halten. 
Hiei*  iässt  sich  nun  leicht  aseigen«.  dass  eine  3cwegungslehre  der 
wirkiicfaen  Natur,  d.  h.  eine  Beurtheihu^  der  Bewegungen  in  Aex 
Natur  für  un«^  ganz  unmogUch  wäre,  ^^nn  sich  nicht  die  Geschwio* 
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d^It^ten  w'wdii  KrSn«  vcrbletten,  oder  weDn  wir  nicht  <lm  Säte 
io  §.  4.  'onseren  BeurtheiluDg«n  zu  Grunde  l«^n  kitintn). 

Da  wir  nämlich  Dur  relative  Bewegnogeti  heobaChteD  kli*w»l>, 
■•i^nd  wir  ausser  iStand  zu  entscbeideiit  ob  eiDe 'Sen'lMe  9ewe- 
gm^  Meh  die  bl«e«e  Folge  der  vorbeij^^DgeoenJ^nwiTkon^  4^ 
vielne^.  mSastes  wir  diese  BevregunK  inuner  voch  .aU-  bedi»^ 
durch  d««  Eindruck  aaseben,  d»  dem  KOrj>er  lu  Folge. dee  gent^H- 
Mjhafllicben  Fortrückens  des  S;ystenies  mit  zukomoit.  Die  Bewe- 
gungen s.  B.',  die  \yii  auf  der  Erde  beobaobt«D .  wären  «HmiBtliob 
■tU  bedingt  durch  die  Axendrehungi  der  Gfde,  ,  dann  durefa  4ie 
Bew^ütwg  der  E<de  um  die  Sbqne,  dann  dvroh  <die  Bewegung 
des.  Sonneosytteuis ,  da^n  wieder  dtecb  die  Beweguog  eines  faSb«- 
Ten  SvcteBoes.  und  so  wOrden  wir^  in  ^se  unendlicbe  Keihe'hio- 
ausgedTSiigt ,  Ib  welcben  wir  nie  einen  Anfaßt  erhalten.  «Wir  wätv 
4fln  zSvar,  wenu  wir  die  Bewegung  eines  Kürperti  beobachten, 
Sagen  kSniieB,  dass  eine  Kraft  auf  den«elben  einwirke .  oder  eiti~ 
gewirkt  habe,  konnten  aber  lue  .AufacbluBS  daiftber  6rhalt«j|) 
welche  Bewegung  diese  oder  jene  beetinmte  Kiafi  &emitrbri(i§ftn 
iHüsse.  , 

Dabei  scheint  mir  auch  das  Gesetz  Von  der  Verbältnisamäs- 
«igbeit  der  I^fiflfl  und  der  Geschwindigkeiten  mehr,  «l«  eise  Uosse 
Hypothese  zu  Min,  eb«i  weil  ohne  aasselbe  eine  Beurtheiluag 
dieE  NatwerscheimK^n  gar  nicht  ni^iob  wäre.  Es  ist  ein  re« 
B^xvpbilösepbiscbes  Gesetz,  das  aber  bequemer  iwd  allgemeiaer 
bi  der  E^rm  aulgefUsst  wird,  die  ich  in  ö.  4,  vorgescblagcn  habe. 
Sobald  wir  uns  den  Körper  im  absoluten  Räume ,.  d.  h.  ausser  aller 
Verbindung  mit  andern  Körpern  denken,  so  sind  ( fortsch reitende) 
Bew^guB^  und  Ruhe  ffir  ihn  ganz  gleiebgilttge. Zustände,  und  li 
ihm  ist  nichts,  wodurch  diese  Zustande  sich  .  von  eittandet'  unter- 
;  lit.noch  aoderen  Kör- 

ebre,    für   welche  ,  ee 
,  ^p^tande   das  ganze 
für  das  in  diesem  §> 
irpfT^gleichgiltig  und 
lältnissmässiateit    der 
ich  die  KrälTe.  sowohl 
9n  aummirep.  .-r-  Frei- 
lut  ruhende  Punkte, 
g  der  JCörper  r^den 
Irrthum.    Denn  was 
mes  mit  allen  darauf 
bezogenen  Körpern  jede  beliebige  gemeinschaßlicbe  Bewegung  bei- 
zulegen?   Sind  doch  die  festen  Punkte  im  Haume   zti|etzt  nichts 
weiter,    als  ruhende  Körper,    die  eben  darum  rahebi   weil  m^ti 
ihre  Bewegung  nicht  ivahrnimmt. 

Diese  Gründe  haben  mich  bewogen,  der  Darstellung,  wie  ich 
sie  oben  begonnen  habe,  den  Vorzug  zu  geben.  Ueberhaupt  scheint  es 
mir  schon  aus  dem  Grunde  vortheilhan,  mit  der  Beneguneslehre 
unmittelbar  zu  beginnen,  weil  dieselbe  weit  mehr  durch  klare 
Anschauung  unterstützt  wird,  als  die  io  so  vielen  Lefarb^hern 
vorgetragene  Gleichgewichtslehre,  sofern  sie  auf  den  eben  bespro- 
chenen-Principien  beruht.  Das  Gleichgewicht  ist  dann  nnr  det 
besondere  Fall,  wo  die  Bew^egung  eitjes  Körpers  Null  ist,  und  die 
Statik -besteht 'nun  nicht  mehr  afs  unabfaSngige  physikalische 
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WiaBeoschaft,  sondern  ihr  kommt  bloss  eine  mathematiscbe  Bedeu- 
tung in  so  fern  za,  als  die  Bedingung,  dass  die  Bewegung  =0 
sei,  eil  au  sebr  eittCachen,  und  dessbi^ib  beim  Calcnl  sebr  brancb- 
baittB  Relationen  unter  den  Kräften  fübrt' 


§.  9. 

1)  Wir  baben  bisber  die  Eindrücke  der  Kurper,  d.Ji.  ibreGe> 
sdbwindigkeiteo  9  als  augenblicklich  entstanden  betrachtet ,  oder 
vielmehr,  wir  haben  von  der  Zeit,  in  welcher  ein  Eindruck  ent- 
standen sein  konnte ,  gänzlich  abgesehen.  In  der  Natur  gehurt  in- 
desseii,  nach  dem  Cresetz  der  jStßtigkeit,  zur  Entstehung  eines 
bestimmten  Eindrucks  immer  eine  Zeit,  wenn  gleich  dieselbe  oft 
so  klein  sein  kann,  dass  sie  sich  unserer  Wahrnehmung  entzieht. 
Die  Ursache  nun,  welche  die  Zeit  hindurch  wirkt  und  dadurch 
den  Eindnicl^  eines  Körpers  fortwährend  und  stetig  ändert,  nennen 
wir  eine  Kraft.  Sagen  wir  dagegen,  dass  ein  Körper  einen  Ein- 
druck erhalten  habe,  so  meinen  wir,  dass  eine  Krait  thätig  gewe- 
sen sei,   aber  gegenwärtig  aufgehört  habe  zu  wirken. 

Sehen  wir  nun,  dass  eine  Kraft  eine  grössere  Geschwindig- 
keit erzeugt  hat,  als  eine  andere  in  derselben  Zeit,  so  nennen 
wir  jene  grosser  als  diese.  Da  diess  indessen  nur  eine  diirch- 
scbnittlicne  Vergleichung  giebt,  so  sind  wir-  darauf  hingewiesen, 
uns  Kräfte  zu  denken  ^  die  in  gleichen  Zeiten  die  Geschwindigkei- 
ten um  gleich  viel  vermehren,  so  wie  wir  in  gleicher  Welse  die 
gleichförmige  Bewegung  construirten ,  um  einen  bestimmteren 
Begriff  von  Geschwindigkeit  zu  erhalten.  Hierbei  liegt  aber  noch 
die  Voraussetzung  zu  Grunde^  dass  es  für  eine  bestimmte  Ver- 
mehrung der  Geschwindigkeit  in  einer  bestimmten  Zelt  gleichgiltig 
sei^  welche  Geschwindigkeit  nach  derselben  Richtung  der  Körper 
schon  hatte,  und  es  muss  daher  das  Axiom  in  6.  4.  noch  allge- 
meiner aufgefasst  werden,  oder  es  macht  sich  die  Vergleichung 
der  stetig  veränderten  Bewegung  mit  einer  ruckweise  veränderten 
nöthig.  Das  letztere  Hesse  sich  für  die  gleichförmig  beschleu- 
nigte Bewegung  etwa  in  folgender  Weise  durchfuhren. 

2)  Man  denke  sich,  ein  Körper  habe  ursprünglich  einen  Ein- 
druck a  und  zu  demselben  komme  dann  öin  neuer  Eindruck  flr  nach 
derselben  Richtung,  so  wird  nun  a+ff  der  Eindruck  sein.  Kommt 
in  der  Folge  nach  Verlauf  einer  jeden  Zeiteinheit  immer  wieder 
derselbe  Eindruck  g  hinzu,  so  wird  der  Körper  in  der  ersten  Zeit- 
einheit den  Eindruck  a+g,  in  der  zweiten  den  Eindruck  a  +  ^g^ 
in  der  dritten  den  Eindruck  a-f-3flr,  und  überhaupt  in  der  tten 
Zeiteinheit  den  Eindruck  a-i-gt  hanen.  Hierbei  können  wir  uns 
aber  zugleich  auch  vorstellen,  dass  der  Eindruck  a  nicht  augen- 
blicklich, sondern  durch  beliebig  viele  gleiche,  während  der  Zeit- 
einheit in  gleichen  Zwischenzeiten  erfolgende  Eindrücke  entstan- 
den sei,    und  dann  gewinnt  die  Formel  a-\-gt  auch  für  diejenigen 

Fälle  Bedeutung,  wo  t  ein  Bruch  —  ist.  Dann  entsteht  g  während 

der  Zeiteinheit  durch  n Eindrücke,    die  successive  nach  der  Zeit 

—  erfolgen  und  von  denen  jeder  =^  ist.    Nachdem  also  die  Zeit 

TheiiVn.  T 


-  ntmal  erfolgt  ist,  haben  wir  den  Eindruck  «+ff  )-^''— ^+^(  «) 

z^A^gt  iDd^ni  wir  aber  den  Ausdmck  o-f-^  «nter  der  Voraus- 
setzung jeder  beiiebisen  Theilung  der  Zelteinneit  aull^isfiieDy  «at- 
spricht  inm  nur  die  Bewegung  mit  gleichförmiger  Beschleunigung. 

3)  Hieraus  ersehen  wir  zugleich,  dass  es  eineflei  ist^  welche 
Anfangsgeschwindigkeit  (a)  der  Korper  schon  hatte  und  dass  die 
{^leichfurmig  beschleunigende  Kraft  eine  w^ährend  ihrer  ganzen 
Dauer  sich  gleichbleibende  ist,  daher  wir  sie  am  fiiglichsten  eine 
coostantij'  nennen.  Zugteich  ist  auch  einleuchtend,  dass  das 
Beschleunlgungsmaass  g  in  dem  Geschwlhdigkeitsausdmcke  a+gt 
das  Maass  der  constanten  Kraft  sein  kann.  Wirken  dann  zw*ei  con- 
stante  Kräfte  gleichzeitig  auf  eined  Körper,  so  mnss  die  daraus 
herrorgehende  Af ittelkraft  ganz  nat^h  der  €onstmction  des  Paral- 
lelogrammes  beurtheilt  werden.  Denn  man  kann  in  der  vorigen 
Betrachtung  den  Eindruck  g  auf  beliebige  Weise  als  Resultante 
zweier  Seiteneindriicke  denlcen,  die  unter  jedwedem  Winklet  wir-' 
ken  können.  80  oft  g  sich  wiederholt,  sunstituire  man  dieselben 
Componenten ,  und  so  oft  nur  ein  Theil  von  g  gedacht  wird,  nehin« 
man  den  gleiehvielsten  Theil  der  Componenten. 

4)  Indessen  lässt  sich  die  Vergleichung  der  stetig:  veränder- 
ten fiewegune  mit  einer  solchen,  in  welcher  die  Veränderungen 
ruckweise  eriolgen,  für  den  gegenwärtigen  Fall  ganz  umgehen,  da 
man,  gestützt  auf  die  Relativität  aller  Bewegungen^  die  BedeU' 
tung  des  Axlomes  in  §.  4.  dahin  erweitern  kann,  dass  daraus  un- 
mittelbar die  Bestimmungen  für  die  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  folgen.  Man  denke  sich  ein  System  von  K^Tirpern^ 
denen  Irgend  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  zukommt.  So  müs- 
sen wir  die  relativen  Bewegungen  in  diesem  Systeme  gerade  so 
beurtheilen,  wie  wenn  dasselbe  vollkommen  ruhte  ^  weil  sonst  für 
uns  fi;ar  keine  Beurtheilung^der  Bewegungen  möglich  wäre.  Geben 
wir  äie  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  auch  nur  für  den  Fall  zu, 
dass  die  Bew^egung  des  Systemes  gleichförmig  und  geradlinig  ist, 
so  folgt  doch  auf  der  Stelle,  mit  Hilfe  der  2!iisammensetzung  der 
Bewegungen  (§.  2.),  dass  es  gleichgiltig  ist^  ob  die  Kraft  einen 
ruhenden  Kch-per  in  Beweeung  setzt,  oder  ob  derselbe  eine 
Geschwindigkeit  nach  gleicher  Richturis^  schon  mitbrachte*  Es 
muss  daher  auch  die  Kraft,  welche  die  Geschwindigkeiten  in  gfei* 
eben  Zeiten  um  gleich  viel  vermehrt,  eine  constante  sein,'  föt 
deren  Maass  wir  das  Beschleunigungsmaass  der  Bewegung 
nehmen  k(kinen. 

5)  Aber  wir  müssen  das  obige  Princlp  noch  allgemeiner  auf- 
fassen. Denn  da  für  die  inneren  Bewegungen  Ruhe  und  gleich- 
förmige  Bewegung  des  Systemes  gleichgiltig  sind ,  so  müssen  jene 
inneren  Bewegungen  auch  noch  auf  dieselbe  Weise  erfolgen,  wenn 
das  System  bald  ruht,  bald  sich  wieder  bewegt,  wobei  jede  neu 
beginnende  Bewegung  mit  jeder  beliebigen  Geschwindigkeit  nach 
je^er  beliebigen  Richtung  erfolgen  darf.  Darum  aber  muss  jede 
progressive  Bewegung  des  Systemes  für  seine  inneren  Bewegaii* 
gen  gleichgiltig  sein.  Allgemeiner  noch  kann  man  sagen,  oass 
jedwede  mwegung  des  Svstemes  für  seine  inneren  Bewegungen 
jgrleichgiltig  ist ,  wenn  die  Bedingungen  so  gegeben  sind,  dass  jedeir 
Korper,  an  welche  Steile  des  Systemes  man  ihn  auch  setzen  mag. 
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8el<cbe  BewegungeD  maclMD  niuss«   vermöge  deren  ejr  .gegon  alle 
übrigep  KOrper  des  Systeme»  in  (relativer)  JElohe  ^leibi* 

Denke«  wir  uss  min  ein  KOrpei^alem  in  gleichletmig  beadhlea- 
nigter  Bewc^ag  unter  der  obigen  fiEediBgang  voA  ^ben  wir  eiAeln 
dMU  gehörigen  Körper  ebenßiiis  diese  Art  der  Bewegung,  so 
nfieden  wir  die  Krale ^  wdche  die  letztere  (relative)  ia  gleichen 
Zeüet»  um  gleiche  GeechwiedigketteD  rermehrt,  lur  cenetaDt  heJi- 
ten^  da  für  den  Erfolg  jeder  Zustand  des  Systemes  gleiefagtltig 
Ist.  Aber  eben  desshall»  bmiss  ja  aneh  die  Kcaft,  wdcfae  dem 
K<Örper  die  ndt  detoi  Systeme  gemeinschaftliche  Bemegang  nittheiH, 
«me  constente  se&e.  Aus  beiden  Beiwegiingen  entsteht  nadi  §.  .3. 
efaie  dritte  ebenfiedls  gielchliirmig  hesehlcuBigte ,  und  ihre  BeaeUen- 
ntgungsmaasse  iieliern  das  der  Kusanmengesetaten  nach  der  Zeich- 
nung des  Parallelogrammes.  Wir  haben  also  mnäehst  nur  ein 
Kräfteparallelogramm  für  den  Fall,  dass  zwei  constante  Kräfte 
einen  Körper  nach  immer  parallelen  Richtungen  treiben ,  und  eben 
auch  das  nur  folgt  aus  Nr«  3. 


§.  10. 
1)    Da   nun  bei    der  gleichförmig  beschleunigten   Bewegung 
der  Differentialquotient  -^  das  Beschleunigungsmaass  giebt^  so  ist 

derselbe  zugleich  auch  das  Maass  der  (constanten)  Kraft.  Jede 
andere  ungleichförmige,  aber  stetige  Bewegung  lässt  sich  inner- 
halb bestimmter  Zeitabschnitte  um  so  genauer  einer  gleichförmig 

beschleunigten  mit  dem  Beschleuaigungsmaasse  -^vergleichen^je 

kleiner  die  ZeitsJMSchnitte  sind>  und  deshalb  ßiüji  wir  berechtigt, 

den  .Differentialquotienten  -^  bei  jeder  Bewegung  für  das  Maass 

der  zur  Zeit  t  statthabenden  Kraft  anzusehen.     So  wie  nun  aus 

der  ungleichförmigen  Bewegung  eine  gleichförmige  mit  der  Geschwin- 

ds 
digkeit  ^  folgen  würde,  wenn  zur  Zeit  t  alle  weitere  Einwirkung 

plötzlich  nachlassen  wollte:  eben  so  würde  auch  die  ungleichför- 
mig  beschleunigte  Bewegung  in  eine  gleichförmig   bescnleifnigte 

mit  dem  BescbleunigungsmaAS^se  -^  ^^h  venvandelo ,   weo^  yon 

der  Zeit  t  an  die  Intensität  der  Einwirkung  sich  gleich  bleiben 
wollte.  . 

Aus  dieser  Bedeutung  der  Kraft  gebt  aber  aug^blickticb  ber<- 
Tor,  dass  aus  zwei  Kräften  p  und  p',  auch  wenn  sie  veränd^Uch 
sind,  dennoch  zu  der  Zeit,  wo  ihre  Intensitäten  p  und  p'  sind, 
eine  dritte  nach  dem  Gesetze  des  Parallelogrammes  entsteht.  Diese 
besteht  aber  nur  innerhalb  eines  Zeitdifferentials,  so  fern  auch  dii^ 
Kräfte  p  und  p'  hinsichtlich  ihrer  Intensität  und  Richtung  nur  in- 
nerhalb  eines  Zeitdifferentaals  als  eoostant  gelten  können. 

Man  darf  das  Maass  einer  Kraft  nicht  mit  dem  vergleichen 
wollen ,  was  wir  6ben  ieinen  Eindruck  nannten.  Dass  eine  Kraft 
pi#^  sei,  bedeutet,  dass  sie  nadh  Verlauf  «iner  Zeiteinheit  dem  Körper 

7* 
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eine  Creflchwindiffkeit  g  mittheilen  würde ;  dass  aber  ein  KOrper 
den  Eindruck  ^  nabe^  hat  den  Sinn,  dass  derselbe  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  g  wirklich  bewege.  Beides  lässt  sich  nieht  in 
Vergleichung  bringen 9  obschon  es  muglich  ist,  dass  der  Eindruck 
g  durch  die  Kraft  g  entstanden  sein  kann,  was  dann  gerade  naoh 
Verlauf  einer  Zeiteinheit  geschehen  sein  müsste.  Eis  konnte  aber 
auch  der  Eindruck  g  durch  eine  andere  Kraft  in  jeder  beliebig 
kleinen  Zeit  entstanden  sein,  und  wenn  wir  nun  die  Zeit  des  Ent- 
stehens unendlich  klein  denken ,  so  müssen  wir  sagen ,  dass  jede 
Kraft  im  Vergleich  mit  einem  Eindrucke  unendlich  klein  sei.  .Da- 
bei liegt  also  die  Vergleichung  der  Geschwindigkeiten  und  der 
Zeiten  ihres  Entstehens  zu  Grunde,  in  der  Weise,  dass  Kräfte 
sich ,  direct  wie  die  Creschwindigkeiten  und  umgekehrt  wie  die 
Zeiten  des  Entstehens  dieser  Geschwindigkeiten  verhalten. 


Vebunirsaufipalieii  flir  Schiller. 


Von  dem  Herrn  Doctor  0.  Seh lo milch  zn  Jena. 

1)  Wenn  a,  b  und  n  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  so  ist: 

(a--Ä^Ä«  +  (a— 6+l)i(6— l)„_i  +  (a-.Ä+2)a(Ä-2),-.  +  .. 

=  (a+l)«, 

also  die  Summe  jener  aus  BinomialkoefSzienten  •  Produkten  gebil- 
deten Reihe  unabhängig  von  b.  Wie  lässt  sich  di^ss  mittelst  des 
Satzes 

(«  +  ft«  =  «0 /*«  +  «1 /5n-i  +  «a /5«-«  +  •••• 
beweisen? 

2)  Durch  welche  Substitution  bringt  man  das  Integral 

dx 


fi 


(I-o»«ajV^li:p5» 
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auf  die  Forni' 


/. 


€lq> 


io  welcher  sein  Werth  gefunden  werden  kann. 

3)   Wie  beweist  man  die  Richtigkeit  der  Gleich 

/tanqp^U-tan^/^VV' 


Wesn  von  einem  Punkte  O  in  der  Ebene  eines  VierectL'» 
AB  CD  nach  den  Spitzen  der  vier  Winkel  desselben  gerade  Linien 
und  zugleich  die  beiden  Diagonalen  dieses  Vierecks  gezogen  sind^ 
so  ist  immer  der  absolute  Werth  des  Ausdrucks 

^AOD.^BOC±^AOB.ÜlCOD, 

in  welchem  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss» 
lenachdem  der  Punkt  O  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Vierecks 
liegt,  dem  Producte  ^AOC.^BOD  gleich. 


Wenn  wir  sin  (sin  o:)  durch  sin^Xy  sin  (sin ';r)  durch  sin^o;, 
sin  (sin 'j:)  durch  sin^o;  u.  s.  w.  bezeichnen ,  so  ist  der  Werth, 
welchen  aer  Bruch 

af^^  sin  "ar —  (sin  x)" 

fiir  a;=0  erhält,  der  Grosse 

w(n— 1) 

gleich,   was  durch  Diiferentialrechnung  oder  auf  eine  andere  Art 
z«  erweisen  ist 


Wenn^,  B,  Cdrei  gesehene,  in  gerader  Linie  liegende  Punkte 
sind',  um  den  Punkt  Cein  Kreis  beschrieben,  und  durch  den  Punkt 
B  eine  diesen  Kreis  in  den  Punkten  D  und  E  schneidende  gerade 
Linie  geeogen  ist ,  so  soll  man  die  Lage  dieser  geraden  Linie  be- 
stimmen, bei  welcher  die  Sehne  BD  &tt  ein  in  dem  Punkte  A 
befindliches  Auge  die  grösste  scheinbare  Grosse  hat. 


Wenn  ABC  ein  beliebiges  ebenes  Dreieck  ist,  und  ausser  der 
Summe  oder  Differenz  der  Seiten  AB  nndAC  auch  noch  die  bei- 
den den  Winkel  BAC  und  -seine  Nebenwinkel  halbirenden,  von 
dem  Punkte  A  aus  bis   zu  ihreq  Durchschnittspunkten  D  und  E 
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mit  der  dem  Punkte  A  gegenüberstehenden  Seite  BC  des  Drei- 
ecks und  deren  Verlängerung  über  B  oder  C  hinaus  gezogenen 
geraden  Linien  AD  und  A^  gegeben  sind:  das  Dreieck  ABC  zu 
bestimmen. 


Wenn  O  ein  Punkt  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC,  dessen 
Seiten  und  Winkel  auf  die  in  der  Trigonometrie  gewöhnliche  Weise 
bezeichnet  werden,  ist,  und  a,  ß,  y  die  Entfernungen  des  Punk- 
tes O  von  den  Punkten  A,  B,  C  sind;  so  findet,  wenn  A  die 
Fläche  eines  Dreiecks  bezeichnet,  dessen  drei  Seiten  asin^, 
ßamBy  ysinC  sind,  jederzeit  die  Gleichung 

2»*cosec^8inBsfnC— a2sin2^+/328in2»+y«sin2C+8^ 

Statt»  in  weichet  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen 
ist,  jenachdem  der  Punkt  O  ianerhalb  oder  ausserhalb  des  um 
das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises  liegt. 


Einen  Kreis  zu  beschreiben ,  welcher  zwei  Seiten  eines  Drei- 
ecks und  den  um  dasselbe  beschriebenen  Kreis  berührt. 


Die  Relation  zwischen   den  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 
des  dritten  Grades: 


x^'^ax=^b  und  Ä^-f-ö**==A* 


zu  finden. 


Wenn  zwischen  einem  Kreise ,  dessen  Halbmesser  r  ist,  und 
drei  andern  Kreisen,  deren  Halbmesser  ri,  r«»  r.  sind,  Berührun- 
gen von  Auiäsen  Statt  finden  y  und  d^  di  aw  Entfernungen  der 
Mittelpunkte  der  Kreise  {r),  (r^)  von  der  Centrallini«  der  Kreise 
(r^)  und  (rs)  bezeichnen,   so  ist 


d     d^-^ 


SHir       smri 


(Für  ^  Riiirel  i«t  die  enUpirechende  RelatioA  !v^.:!!i^LL-i2.) 
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iscellen. 


M.  E.  Bary,  professeur  de  physique  au  colleg^  de  Charle- 
niagne,  adresse  a  TAcademie  des  sciences  de  Paris  une  note  dans 
laquelle  il  fait  connaitre  uiie  nouveile  formule  pour  les  tenl^ions 
des  vapeurs. 

M.  Bary  propose  de  representer  les  tensions  de  la  vapeur 
d^eau  au-dessous  de  100^  par  la  formule  empirique 

»ogy=log760 -^ 


•0? 


l 


est  rdasticite  de  la  vapeur  exprim^e  en  millim^tres  de  nel-care 
L  0^;  X  est  la  tempärature  compte^e  en  degr^s  centesimaux  posi«* 
tivemeDt  au  dessous  de  ce  point«  C*est  la  formule  de  Roche  aug- 
mentöe  d'un  terme  en  or^.  M.  Bary  croit  cette modification  m^ces« 
saire  poor  que  la  formule  embrasse  un  interralle  de  temp^rature 
un  peu  etendu.  En  calculant  les  constantes  a»  by  c,  d'apres  les 
observatioDs  faltes  par  M.  Regoault  k  76^,  kOOP  et  kW^,  on 
obtient  une  expression  qui  reproduit  fidelement  les  experiences  de 
ce  physicien  entre  100^  et — ö^.  Cette  formule  loganthmique  est 
plus  simple  et  se  pr^te  a  une  extensiou  plus  grande  que  la  for- 
mule exponentielle  ä  clnq  constantes  imaginee  par  M.  Biot  et 
adopt<^e  par  M.  Reg  n  au  lt. 

L'auteur  appiique  ensutte  sa  formule  aux  experiences  de 
MM.  Arago  et  Duiong  sur  les  ^lasticit^s  de  la  vapeur  a(}ueuse 
entre  100^  et  224^;  puis  11  a  recours  ä  une  autre  modification  de 
la  formule  de  Roche  ^  qui  est  plus  commode  dans  le  cas  oü  c'est 
la  t<^mperature  de  la  vapeur  qui  est  l'inconnue.  Faisant  pour  abre- 
ger log^  =  Zy  il  pose 

V  designe  la  tension  de  la  vapeur  estimee  en  atmospheres  de 
760"^  >  et  a?iest  la  temp^rature  compt^e  ä  partir  de  100^  positive- 
ment  au  -  dessus  de  ce  point  Les  deux  formuies  s'accordent  aussi 
bien  Tune  que  Tautre  avec  Tensemble  des  observations  de  MM. 
Arago  et  Duiong;  entre  100^  et  140^  environ  elles  sont  un  peu 
plus  exactes  que  la  formule  bindme  employ^e  par  ces  physiciens. 
M.  Bary  justifie  le  choix  de  ses  Ibrmules  par  des  tableaux 
qui  offrent  les  resultats  de  leur  comparaison  avec  Texp^rience. 
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L'auteur  pense  que  le«  formales  qu  ii  propose  seratent  suscep- 
tibles  de  plnsieurs  autres  applicatioDS.    II  cite  comme  exemple  le 

f »ansage  de  la  chaleur  rayoniiaDte  ä  travers  des  lames  solides  ou 
iquides  dont  on  fait  varier  l*^paisseur.    Seit  l\ 


logy==log  F- 


^qaation 


ou  y  est  la  quantite  de  chaleur  transmise  a  une  ^paisseur  variable 
Xf  et  Fla  quantite  de  chaleur  qui  r^pond  ä  :ir=0.  11  a  traduit 
en  nombres  cette  Ibrmule  pour  la  chaleur  qui  rayonne  d'une  lampe 
de  Locatelli  et  oui  traverse  des  lames  de  verre,  de  cristal  de 
röche  limpide,  d'huile  de  colsß,  ou  d'eau  disälläe,  et  il  aconstatö 
que  la  formule  satisfait  tres  bien  ä  ces  quatre  s^ries  d'observations 
faites  par  M.  Melloni.  Cette  iDterpoIatiou ,  dit  M.  Bary,  est 
moins  penible  que  celle  de  M.  Biet,  qui  decompose  le  flux  total 
de  chaleur  en  trois  flux  partiels,  represente  chacun  d'eux  par  une 
integrale  definie,  et  ajoute  ensuite  ces  trois  integrales. 


Das  Pochenot'sche  Problem  auf  der  Kugel 

.Von  dem  Heraasgeber. 

In  Taf.  I.  Fig.  6.  seien  die  sämmtUchen  Seiten  und  Winkel 
des  Dreiecks  ABC  und  ausserdem  die  beiden  an  dem  Punkte  D 
liegenden  Winkel  ÄDC  und  BDC  gegeben.  Bezeichnen  wir  dann 
alle  Seiten  und  Winkel  so,  wie  es  in  der  Figur  geschehen  ist, 
so  ist 

und  nach  den  Principien  der  spärischen  Trigonometrie  haben  wir : 

sin  er :  sin  9} = sin  a :  sin  a;,' 

sin^ :  sin  v^  =^  sin  A :  sin  y 
und 

/    .  flx     cosc— cosarcos« 

COS(a  +  p)=: -. ; ^. 

^       '^  sinorsin^ 

Setzen  wir  nun  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 

sin  a       sin  /5  ^ 

sin  o '  '^ """  sin  6 ' 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

sin<p  =  Asina?,  sinv^sjbisln^; 
also 

^  k  sin.  ^  -|-  jüsin  ^  a=  2  sin  4  {fp  +  V')cos  \{€p  —  yj), 

d.  i.  ■  .  s 


lOS 

i,8iDar-t'f»^Dy=2sio|Ccosi(9~^), 
X  810  OT—  ^siD  ^=  2  cos  i  Csin  i  (9  —  t^)  ; 

folglich 


8io:r=: r '^ — ,  siny= 


'-(y-y)) 

■ 

Wril  DUO  Dach  dem  Obigen 

CO«  J?  cosy  =  cos  c— cos  (a-{-ß)8\na!Binff 

ist,  80  erhält  man,  wenn  man  auf  beiden  »Seiten  dieser  Gleichung 

?[iiadrirt  und  dann   statt    des  Products  cosor'cosy*  das  Prodact 
1— sinj:^(l— cosy^   einfährt,    nach   einigen  leichten  Reductio- 
nen  die  Gleichung: 

sin  c^=:  sin  a^-t-tAüj^-^ü  cos  c  cos  (a-^ß)  sin  xmny 

— sin  (« + ßy^  sin  j:*  sin  y*, 

d.  i.  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

sint(C+(y-v))*  .«inUC-Cy-y))* 
smc"= ji + jjä 

2cosecos(tf+P)sin  |(<7-f  (y— y))sini(C— (y — y)) 

sin(ir+ft«sipUC+(y-y))'8inUC-(y-y))« 

'welche  man  leicht  auf  die  Form 

8inc«=  (^ä+~)  {sin  1  C^cos  i(9-v)*+cosl  C*sin4  (y-y)«} 

+\Ji'-p)  «n  Csin  i  (9— V)  cos  4(9— V') 
_2cosgcos(g+/y)  j  g|„i  ca^^ß,  (^_^)a  _  coslC«sini(9-V)») 

-^^^^§J^{«in  i  C»cos  i  (9--1^)«-co8  J  C»  sin  i (9-1^)*} 
oder  nach  gehuriger  Entwickeiung  auf  die  Form 

.     .      /'l    .  1       2 cos c cos (a+|3)\   .    ,  ^«,       ,,  .« 

sinc«=(^^+j^ j^-?-^JsinlC«cosi(y--V')^ 

/l        1       2co8CCos(a  +  /3)\        ,  .r^  .    ,  , 
Hx*+;?+ jjj-^cosiC*8ini(9-v.)« 

+  r^— -äj  »in  Csin  1(9— V)  cos  1(9— V) 

sin  («+ ft*  .    ,  /^tt       1  /        \A 
—  — i^u,^      **"  i  C*  cos  4  (9—«^)* 
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p-ä'^coslC*siDj(9)— y)«» 

'  » 

+    ^^°^^a       8»n  i  C»  cos  1  C  sin  i  (y— y^)*  cos  J  (9 — V')« 

bringt. 

Dividiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

sin  i  C*  cos  l  (tp—yf)^ 
und  setzen 

,,         .-     1 .    ,,        V«        tangi(9— ^)* 

so  erhalten  wir^,  wenn  der  Kürze  wegen 
^j  ==  sin  c"  cosec  f  C* 


^»=-<T-^)-ti^' 


C,  =2  sin  b-«o«ec  J  C«-i^, +^-2^2££^^^±«, 

/>!  =  sin  c'  cosec  J  C*  - 

11      2cos£cos(«+  /?)      sin («+^)%^^ ,  .^,     . .  ^ 

gesetzt  wird  9  zur  Bestimmung  von  tang.^^; — ip)  die  folgende  Glei- 
chung des  vierten  Grades : 

O^c-^i  +i?i  tang  1  (9— V')  +  (\  tang  i  (y— vX^^+^i  tangi  (9— v^)» 

+  Z>itangl(y-v)4, 

■ 
wobei  man  auch  noch  bemerken  kann,  dass  sich  der  Coeflicient  6\, 
'       wie  man  leicht  findet,  durch  die  Coefiicienten  Ai  und  />|  auf  fol- 
gende Art  ausdrücken  lässt: 


Am  14ten,  März  1845  starb  zuHLondon  Dr.  J.  Fr.  Daniel!^ 
Prof.  der  Chemie  am  Kings  College,  8ecretair  der  Royal  Society 
für  das  Ausland,  u.  A.  durch  seine  Meteoro'logical  Essay's. 
1823.    3.  edit.    1845.  allgemein  bekannt. 


W1 

Vte  vom  Minister  Viilemain  bei  den  Kftmintei-ti  in  Paris 
beantragte  und  von  diesen  beschlossene  Sammlung  und  Heraus- 
gabe der  Schriften  voo  Fermat  hat  einen  erfreulichen  Fortgang 
genommen.  Libri  hat  bei  einem  Antiquar  in  Metz  eine  bedeu- 
tende Anzahl  Handschriften  gefunden.  Biographische  Notizen 
sind  eingesendet  worden ,  nach  denen  Fermat  nicht  zu  Toulouse, 
dondem  zu  Beaamont-de«>Lomagne  geboren  ist.  Auch  in  Deutsch- 
land hofft  man  noch  Handschriften  aufzufinden.  Der  Minister 
Salvand^^  hat  die  Herausgabe  Libri  übertragen  (Jenaische  all- 
gemeine Literatur-Zeitung.    18i5.    Nr.  148.    S.  590). 


L'Acad^mie  des  sciences  de  Paris  a  appris,  qu'on  vient  de 
retrouver  chez  un  libraire  de  Paris  un  des  ouvrages  perdus  d'un 
geometre  du  XVU®  siede,  Desargues,  le  contemporain  et  T^mi 
de  Descartes,  de  Fermat  et  de  Pascal.  On  a  m^me  Tespoir 
de  retrouver  d'autres  ouvrages  dii  meme  geometre,  tous  perdus 
jusqu'ici,  et  qu'on  ne  connaissait  que  par  le  dire  de  diilerents 
auteurs  qui  en  avaient  parle  avec  ^loge.  L*Academie  a  charg^  sa 
commission  administrative  de  faire  Tacquisition  de  Touvrage  retrouv^, 
et  le  ministre  de  Tinstruction  publique  sera  pri^  de  faire  iaire  des 
recherches  pour  tftcher  de  retrouver  les  autres  ouvrages  du  meme 
auteur,  sur  Fexistence  desquels  on  possdde,  ä  ce  qu'il  parait, 
quelques  indices. 


Die  Filrstlich  Jablonowski*sche  Gesellschaft  zu  Leipzig 
hat  den  Einsendungstermin  der  Bearbeitungen  iler  im  Literarischen 
Bericht  Nr.  XViU.  S.  288.  angezeigten  Preisaufgabe  bis  Ende 
März  1846  verlängert  und  den  Preis  auf  48  Dukaten  erhübet.  Die 
Adresse  ist  an  den  jedesmaligen  Sekretär  der  Gesellschaft  zu  richteo. 


Einige  Bemerkungen  über  die  Abhandlung  ThL  VL  Heft  H« 

Nr.  XXIX. 

Ana  einem  Schreiben  des  Herrn  Professor  Dr.  Steg^mann 
an  4er  Universität  zu  Marburg  an  dea  Heransgeber. . 

In  dem  vorher  genannten  Heftef  des  Archivs  findet  sich  von 
Seite  187  an  eine  recht  zierliche  Entwickelung  verschiedener  be- 
stimmter Integralien  von  Herrn  Oberlehrer  Arndt  in  Stralsund, 
deren  Verstandniss  aber  leider  durch  einige  Druck-  odef  Schreib- 
fehler  etwas  beeinträchtigt  wird.  Für  den  Fall,  dasiä  Sie  diesel- 
ben vielleicht  noch  nicht  von  anderer  Hand  mitgetheilt  erhalten 
haben ,  ist,  es  Ihnen  wohl  angenehm  y  wenn  ich  sie  hier  anzeige, 
da  die  Abhandlung  um  ihres  mteressanten  Inhalts  willen  gar  sehr 
verdient 9  völlig  correct  gemacht  zu  werden. 

Seite  187.  Zeile  12  v.  u.  ergänze  hinter  dem  W^xie  ,, ver- 
schwindet''die  Worte:  yfXxi  so  fern  n  eine  ganze 
Zahl  bedeutet''. 
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Seite  191.    Zeile  8  v.  u.    statt   *-i;r31og2(3m)«  lese   nuiD 

— 4««.  4(2«— 1)  log  2. 
Seite  192.  Zeile  6  lüiiss  heisseb:  . 

==-i»«(2«+l)«(log2-*«V^^-?*±-^«lC4.5^). 

Von  hier  an  aber  rauchte  der  folgende  Passus  bis  Zeile  17 
vielleicht  hesser  so  lauten: 
9,  Daher  ist  jetzt 

^    ylogsingjdg) 
=  -4^^«Vlog2-«it;r1^=lAt^-.?^tl^1^Zl.?i±i), 

,9 wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt^  je  nachdem  n  gerade 
„oder  ungerade  ist.    Ffir  »=1  erhält  man  sofort 

(13)  y     9  log  sin  9^9)=—  J««  (log2— 2ifc»t^1II), 

,9  wie  es  sich  auch  aus  (8)  ergiebt^  wenn  man  daselbst  m=0  macht.^'    . 

Seite  193.  Zeile  11  und  12  muss  es  statt  +(2;i-|-l)  beide  Male 

heissen  —  (2A4-1). 
Seite  193.  Zeile  13  aber  ist  statt  -(2A-|-1)  zusetzen  .+  (2^1)- 


.   Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

Von  dem  Herrn  Doctor  Dippe, 
•  Oberlebrer  am  Gymnaniom  Fridericianum  zu  SchweriR. 

1. 

In  den  Miscellen  des  Archivs  (Tbl.  IV.  S.  223)  ist  eine  Auflösung 
der  Aulgabe  von  der  Trisection  des  Winkels  mitgetheilt,  welche 
von  trigonometrischen  Betrachtungen  ganz  unabhängig  ist.  Sie 
fährt  auf  die  Gleichung 

a:*+aa:3— 3raa;2-2ar«a  +  aV  =  0, 

in  welcher  r  den  Radius  eines  Kreises  bedeutet,  in  dessen  Slittel- 
punkte  der  zu  theiiende  Winkel  seinen  Scheitel  hat,  während  a 
und  X  die  zu  dem  Winkel  und  seinem  dritten  Theile  gehörenden 
Sehnen  in  diesem  Kreise  sind.  Ein,  Blick  auf  diese  Glrichung 
zeigt  uns,  dass  ar=:  — a  eine  Wurzel  derselben,  die  Gleiebun^ 
also  durch  a;-f  a  theilbar  ist.  Man  erhält  mithin  die  Gieichung 
dritten  Grades 

0:3— 3r2ar+or2=0. 

Ist  der  zu  theiiende  Winkel  =2C,  so  ist  a=:2i*sinC  a;= 
2rsina  C>  und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf  die  bekannte 

(sin  i  C)»—  l  sin  i  C+  J  sin  €=  0. 
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2. 

Die  Gleicbnng  (Oo  l  Q'—  |  sin  l  C+  {  sin  C—0  wird  in  den  ele- 
mentaren Darstellungen  der  Trigonometrie  ^ewöhnlieh  benutzt ,  tat 
die  Möglichkeit  der  Berechnung  einer  von  Grad  zu  Grad  fortschrei- 
tenden Tafel  der  Sinus  nachzuweisen.  Hat  man  nämlich  aus  den 
Eigenschaften  der  regelmässigen  Vielecke  sin  18^  und  sin  15^  her- 
geleitet, so  findet  man  leicht  sinS^,  und  kann  nun  auf  jene  Glei- 
chung verweisen  9  deren  Auflösung  sinl^  liefert. 

Da  diese  Gleichung  aber  zum  irreducibeln  Falle  gehört,  so 
setzt  ihre  Lösung  entweder  die  Benutzung  trigonometrischer  Tafeln, 
deren  Berechnung  erst  nachgewiesen  werden  soll,    oder  die  Ent- 

wickelung  von  (a4-^iynacfa  dem  binomischen  Lehrsatze,  oder  die 
KenntnisB  der  Auflösung  höherer  numerischer  Gleichungen  voraus. 
Die  erste  Art  ist  wegen  des  specielien  Zwecks  der  Lösung  dieser 
Aufgabe  auszuschliessen ,  die  dritte  wegen  des  Standpunktes  der 
Lernenden.  Es  erhellet  mithin  die  Nothwendigkeit,  bei  der  Aus- 
einandersetzung der  kubischen  Gleichungen  den  irreducibeln  Fall 
auf  dem  zweiten  Wege  ebenfalls  aufzulösen  und  sich  nicht  auf  die 
goniometrische  Lösung  zu  beschränken. 

Unsere  Gleichung  bietet  dann,  wenn  man  6" =3^  setzt,  ein 
vortreffliches  Uebungsbeispiel  dar,  da  die  ersten  Glieder  der  Reihen 
schon  ein  sehr  genaues  Kesultat  geben.    Ihre  drei  Wurzeln  sind 


worin 


tt  =  —  4  (cos  O V+»  tang  Q* .  t  und  i; = + 4  (cos  C)*  (X  —  « tangC)* .  i 

sind,   wie  durch  leichte  Umformungen   der  Cardanischen  Formel 
gefunden  wird.    Man  erhält  dann 

«+r=:(cos  C)M  A  tang  C-Ä^(tang  C)» +^^  (tang  C)*— ••  }* 

—^  V3 . 1  =  i  (cos  C) V3  {1 — b^  (tang  O' + h^  (tang  C)*— ..} ; 

wo'i^ach  der  bekannten  Bezeichnungsweise 

A._^(i-l)»-(i-(^-l)) 
^V~  1.2.3....it 

ist.    Bezeichnet  man  die  erste  Reihe  mit  P,  die  zweite  mit  Q,  so 
sind  die  Wurzeln 


Pl^cosC,  — 4PVcosC±11^3VcosC.Q. 

Setzt  inan  nun  sin  C=  sin  3®,  so  sind  die  drei  Wurzeln  sinl^, 
sin 59^  und  sin— 61",  wovon  der  Grund  leicht  einzusehen  ist. 
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3. 

in  der  roatlieniatischen  Theorie  de»  Liclites  sind  die  goaiome- 
tiischen  Fomeia 

slnar+»ln(^+2)+8in(jr+2s),...+«in(a?+wj)=*l!l^^^ 
vrid 

von  der  grossten  ^Vichtlgkeit.  Die  in  den  Supplementen  zu 
Klügel's  WiiTterbuche  (ThL  IL  S. 636 ff.)  gegeben«  Herleitnog 
derselben  zeichnet  «ich  dadurch  aus ,  dass  sie  direkt  und  elegant  ist, 
fAhrt  aber  erst  nach  mancherlei  Umfonuungen  zu  dem  gewünschten 
Resultate.  Als  ich  vor  einiger  Zeit  die  Beugungserscheinungen 
nack  Schwerd  durchging,  der  jene  Formela  ohne  Beweis  auf- 
stellt,  fand  ich  folgende  ganz  leichte  Ableitung  derselben. 
Aus  den  Gleichungen 

sin(ii-f /^^D  (a— j5)=slna* — sinjS^» 
2cos(a+jS)sin(a — j5)  =  sin2a — sin2j5 

ergeben  sich  leicht  die  bekannten  Formeln 

1)  sin  (a+«i)  sin  (« — a^)  +  «in  (ai+cra)  sin  («i — «a).... 

+  sin(an  +  an+i)(an  — «n4-i)  =  sin(a+an+i)sin(a— ««-i-i), 

2)  cos  (a+tti)  sin  («x — ofj) + cos  («i+cif2) »in  (ofj  — Oj).... 

+  cos(an+«n4-i)sin(an— an+i)=cos(a+an+i)sin(a— a„f  j). 

Setzt  man  in  diesen  a — of|==<ri  — a^....  =  «« — ai^|.ir=-^5  und 

«+«1=^*  SO  erholt  man  o^^"  "^4»  *^  —J+i'  ••••  ^*+l  =o+(**+l)l» 
und  a+ai=ar,    ai+ofa=:a:+z,    «^+a3=:a:+2z,....tf„+«i.4.i  = 

x\nZi  sowie  «+««+1=0:+ 2"^  unda— ««4-1=: —      ty     - 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  (1)  und  (2),    so 
erhalt  man  \ 


j0 


sin  5  •  (»>n  H-sin  (:p + z) + sin  (a:+2z)+.... + sin  (a: + ni) ) 

=sin(a:+-2)sin — ^ — * 
sin  2-(cosa?+cQs(ar+t)-}-cos(^2z>f.«..-f  cos(a^f9tI)i 

=cos(:ir+-ä^)sin^ — ö^^5  ' 
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woraus  die  obeo    hioge^teUiefei  <)leichoii!;eii   «icli    ohne  Weiteres 
ergeben. 


4. 

Scheuet  man  die  Vermlttelung  des  Imaginären  nicht»  so  kann 
inan  die  in  der  vorigen  Bemerkung  hergeleiteten  Formein  auch  auf 
folgendem  Wege  erbalten. 

In  der  Progression 

a-|-ae+rt6*..-.+oi?*  = t^ 

t^etze  man 

a  =  cosjr  +  isinar,  f  =  co8  j+i  sini; 
dann  kommt  sogleich 

jcosar+cos(a:+2)-|-co8(a:+2t)  +  co8(a+32) +  co8(a?+iK)), 

+  ijsin  jr  +  sin (a:  f  2)  +  sin  (.2;+2i)+sin  (.r-f  32)....  +  sin  {x\i\i)\ 

(cos  x-\ri  sin  x)  (1  —  cös  («  +  l)z —  t  sin  (ii+l)z) 

1  — cos« — tsinz 

Der  Zähler  der  rechten  Seite  verwandelt  sich  sofort  in 

und  dies  io 

2 sin^— 5-^  («m (a:+— 2'-«)— *^®* (^+ "■^*) t- 

Multiplicirt  man  nun  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite  .mit 

1<— cos  2+ tsinz  9 
80  wird  der  Zähler 

sm  {x  \  — ö— 2)  — 8m(a:+— Q— 2) 

n 1  w  +  1 

+  /  (cos  (x  +  —^^  —  cos  {x\  ""2*"^^  ^ 

und  der  Nenner  wird  4(sinj2)*.  Durch  die  leichteste  Umformung 
erhält  nian  dann  als  Zähler  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite 
unserer  Gleichung 

4  sin  — 2~*  •  s*°  2  ^^^®  (^ + "2^)  +  *  ®*"  (^  +  "2  )  )• 

Wird  die  Division  mit  dem  Nenner  4(siniiz)^  ausgefiihrt»  so 
wird  unsere  Gleichung 
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t  cos  ;r4'Cos  (a?-|-2) -|- ^••' + C08  (o? -I*  «2) } 
+ 1  ( siD  ar  +  siD  (a?-f  z)  + .... + sin  (a:+  nz)  ] 

•  »4-1  /     ■  "»v  •   »+1      •   /    ■  »«\ 

sin-~x.co8(ar+-^)        sin -y^.  sin  (0?+^) 


sin- 


sln- 


aus  welcher  durch  Gleichsetzung  der  reellen  und  der  hnaginifreii 
Theile  die  in  Rede  stehenden  goniometriscben  Formehi  erhalten 
werden. 


Mathematische  Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wisftenschaf- 

,     ten  zu  Kopenhageu. 

Fractiones  continuae,  in  quas  explicari  possunt  radices  reales 
aequationum  algebraicarum  tertii  altiorisve  eradus^  quae  coefBcien- 
tes  habent  rationales  et  ad  eradum  inferiorem  reduci  necjueunt, 
qualltates  sine  dubio  habent  similes  illisy  quas  in  aeqiiationibus 
primi  et  secundi  gradus  cognitas  habemus.  Desinit  quidem  finita 
lonna  fractionum  continuanimy  ubi  aeqüationes  primum  gradum 
excedunt,  desinit  periodicitas  ultra  secuodum,  sed  pro  hisce  for- 
mis  aiiae  exstare  possunt  explicationum  genera,  quae  si  bene  cog- 
nita  fuerinty  ad  analysin  inaeterminatam  promovendam  magnopere 
valeant  Proponimus  itaque»  ut  inquiratur  in  propritales  generales 
fractionum  continuamm  gradus  altioris^  saltem  earura,  quae  illas, 
qnas  novimus^  immediate  seouuntur»  idest^  in  quas  explicari  pos- 
sunt radices  cubicae  irrationales  quantorum  rationalium ,  ita  ut  leges 
generales  definiantur.  quibus  tarn  ipsarum  fractionum  quam  seriei 
convergentium  principalium  termiuos  ad  quemlibet  usaue  ordinem 
computare  liceat  sine  ulla  praevia  determmatiooe  termmorum  om- 
nium  antecedentium. 

In  ^uaestionibus  tractandis  sermone  Latino ,  Gallico ,  Anglico^ 
Germamco^  $uecico,  Danicove  uti  licebit.  Commentationes  ii'otandae 
erunt  non  .  nomine  scriptom»  sed  tess^ra  aliqua,  adjiciendaque 
Charta  obstgnata,  eadem  tessera  notata^  ouae  scriptoris  nomen^ 
ordinem  domiciliumque  indicet.  (Preis  50  Dänische  Ducaten. 
Einlieferungstermin  vor  Aus&^ang  des  August  1846.  Adresse  an 
den  Sekretair  der  Akademie ,  Herrn  Professor  Johann  Christian 
Orsted.) 
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llarstellimgr  der  greometrisclieii  Ter- 

wandtschaften  mittels  proJektlTischer 

Gebilde,  mit  jbesonderer  Rücksicht  auf 

die  Tlieorie  der  hOliereii  Cnrren. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiiigenstadt. 


firster  Thetl. 

§.  1. 
Begriff  der  geometrischeo  Vemandtschaft. 

a)  Sind  in  einer  Ebene  S  (Taf.  U.  Fig.  1.)  irgend  zwei  Punkte  B, 
If  gegeben^  so  bestimmt  ein  jeder  andereHPunkt  a  dieser  Ebene  zwei 
Gerade  a,  a',  weiche  den  letzteren  mit  B,  B'  verbinden ,  und  um- 
gekehrt :  je  zwei  Strahlen  a,  a'  der  Punkte  B,  B'  bestimmen  einen, 
und  zwar  im  Allgemeinen  auch  nur  einen  einzigen  Punkt  a  der 
Ebene  S^  und  nur  diejenigen  zwei  Strahlen  derselben,  welche  zu- 
sammenfsillen ,  haben  nicht  bloss  einen,  sondern  unzählige  Punkte 
gemein.  Jeder  unendlich  entfernte  Punkt  bestimmt  zwei  parallele 
iStrahlen,  und  umgekehrt  Irgend  ein  System  von  Punkten  a,  b, 
c,  b....  bestimmt  zwei  Strahlbüschel  B,B'y  deren  Strahlen  a,  6, 
c,  c^v...;  a',  6',  c',  d' ,,,,  paarweise  nach  jenen  Punktön  gehen, 
und  diese  Strahlbüschel  sind  in  Ansehung  dieser  Strahlenpaare 
perspektivisch  oder  überhaupt  projektivisch ,  jenachdem  jenes 
System  von  Punkten  einer  geraden  L^inie  A  oder  einem  Kegel- 
schnitte Ky  welcher  durch  die  Punkte  B^B'  geht,  angehört,  und 
umgekehrt  (Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  4.  und  11.).  Insbesondere 
bestimmen  sänuntliche  unendlich  entfernte  Punkte  von  S  zwei  pro- 
jektivisch-gleiche  Strahlbüschel  B^B', 

b)  Sind  andererseits  in  einer  Ebene  S  irgend  zwei  Gerade 
A,  A'  gegeben,    so  bestimmt  eine  jede  andere'  Gerade  a  dieser 

TheU  VII.  8 
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Ebene  zwei  Pankte  a»  a',  in  welchen  sie  die  ersteren  schneidet, 
und  umgekehrt:  je  zwei  Pankte  a^a'  der  Geraden  ^»^'bestim- 
men eine  Gerade  a  der  Ebene  S,  und  nur  diejenigen  zwei  Punkte 
derselben,  weiche  sich  im  Durchschnitte  \'on  A,A'  vereinigen, 
gehören  unzähligen  Geraden  zugleich  an.  Jede  mit  A  (oder  A') 
parallele  Gerade  geht  nach  dem  unendlich  entfernten  Punkte  Yon 
A  (A'),  und  eine  in  <£  unendlich  entfernt  liegende  Gerade  geht 
nach  den  unendlich  entfernten  Punkten  von  A  und  A'y  und  umge- 
kehrt. Irgend  ein  System  von  Geraden  a,  b,  c,  d...,  bestimmt  auf 
A,A'  zwei  Punktenschaaren  a,  b,  c,  b....;  o',  b',  c',  b'....,  und  es 
sind  die  iGeraden  A,  A*  in  Ansehung  dieser  letzteren  perspekti- 
visch oder  projektivisch  überhaupt,  i«nachdem  erstere  durch  einer 
lei  Punkt  d  gehen  oder  einen  Kegelschnitt  K  umhüllen ,  welcher 
auch  AjA*  zu  T^ngent^o  hat,  upd  umgekehrt«  Insbesondere  be- 
stimmt jeder  unendlich  entfernte  Punkt  B  zwej  projeetivi8ch-&hn- 
liehe  Gerade  /l,  A\ 

c)    Betrachtet  man  jetzt  irsend  .zwei 'Ebenen  S,  81  und  denkt 
sidi  io  der  einen ,    S ,    zwei  l^rablbUschei  B ,  B"  od«r  eMi  Gm 
rade 


zwei 

der 

der  ersten  mit  dem  anderen  der  zweiten  projektivisch  ist,  d.h. um 

bestimmter  zu  reden,  d/uss 

entr^eder   a)  J5 (a,  6,  c,rf....)=:Äi(oi,Äi,Ci,<^....)  und  zugleich 

^'(o',6',c',rf'....)=Äi'(ai',6i',Ci',rf,'....);      ^ 

■ 

oder  ß)  2l(a,0,C,  b....)=:J^(ai,bi,Ci,  bi....)und 

A'  (a',  b',  c',  b'....)  =  ^1'  (fli',  bi',  fi',  ^'....) ; 

oder   y)  B (a,  6,  c,  d„,,):rzAi  (aj,  bi,  c^,  bi....)  und 
B'  (a',  ft',  c',  £/'....)= ^1'  (Ol',  bl^  c/,  t/....) 

ist,  so  bestimmt  im  Falle  a)  ein  jeder  Punkt  a  der  Ebene  S  zw^i 
Strahlen  a,  a'  der  Strablbuschel  J5,  i?','  diese  wieder  bestimmen 
zwei  und  zwar  ni;ir  zwei  Strahlen  cr^ ,  ai' ,  welche  denselben  ip  den 
Strahibuscheln  Bi,  B^'  entspreeben,  und  diese  im  Allgemeinen 
einen  einzigen  Punkt  di  der  ]Elbene  S^ ;  und  umgekehrt  wird  der 
Punkt  a  durch  den  Punkt  a^  bestimmt* 

Im  Falle  ß)  bestimmt  efpe  jede  Gerade  a  der  Ebene  S  zwei 
Punkte  n,  a'  der  Geraden  A,  j)r;  ^lese  nieder  bestimmen  zwei, 
und  zwar  nur  zwei  ihnen  entsprechende  Punkte  «i,  Oj'  der  Gera- 
den Ai,  Ay  y  und  diese  Im  Allgemeinen  eipe  einzige  Gerade  Oj 
der  Ebene  ^y\  undnimgek^hrt  wird  die  Gerade  a  durqb  die  Gerade 
dl  bestimmt. 

Im  Falle  r)  bestimmt  jeder  Punkt  a  der  Ebene  €  zwei  Strah- 
len a,a'  der  Strablbuschel  j9,  ^' ,  diese  bestimi^eo  die  Ihnen  ent- 
sprechenden Punkte  Ol,  o/  der  Geraden  A^^  -^i',  und  letztere  im 
Allgemeinen  eine  einzi«;e  Gerade  ai  der  Ebene  k,x  ;  und  umgekehrt 
wird  der  Punkt  a  durch  die  Gerade  a^  bestimmt. 

d)  Zwei  Ebenen  (£,  Si  können  also  mittels  projektivischer 
Gebilde  auf  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  auf  einander  bezo- 
gen werden:    entweder  nämlich  entspricht  im  Allgemeinen 
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a)  eimem  jedlHi  Pnohe  titid  ein^m  jedeo  Systeme  von 
Punkten  der  einen  El>ene  ein  beflrtitnmter  Pankt  find  ein  be- 
stimmte« System  von  Punkten  der  anderen,  und  umgekehrt : 
erstere  den  letzteren;    oder 

ß)  einer  jeden  Geraden  und  einem  jeden  Systeme  von 
Geraden  der  einen  Ebene  eine  bestimmte  Gerade  und  ein  be- 
stimmtes System  von  Geraden  der  anderen;  und  umgekehrt: 
erstere  den  letzteren;    oder 

y)  einem  jeden  Punkte  und  einem  jeden  Systeme  von 
PuuKten  der  einen  Ebene  eine  bestimmte  Gerade  und  ein  be- 
stimmtes System  von  Geraden  der  anderen,  und  umgekehrt : 
erstere  den  letzteren. 

Zwei  auf  irgend  eine  von  diesen  drei  Arten  auf  einander  bezo- 
gene Ebenen,   sowie  auch  je  zwei  entsprechende  Systeme  ihrer 


MSy  Ai  und  jDt^is  geometriscn  verwandt  (oder  auch  bloss 
verwandt),  undi^diese  Beziehung  selbt  die  geometrische  Ver- 
wandtschaft derselben. 


§.2. 
Besondere  Fälle. 

Ole  weitere  Einfheilung  der  geometrischen  Verwandtschaften 
geht,  wie  bereits  die  so  eben  erhaltene,  unmittelbar  aus  den,  im 
Wesen  der  projektivischen  Beziehungen  überhaupt  gegebenen  Un- 
terschieden heiVor.  Namentlich  bieten  sich  drei  verschiedene 
Cresichtspunkte  dar,  von  denen  die  beiden  ersteren  alle  drei  Fälle 
«)^  W>  7)9  ^"^^  dritte  dagegen  nur  die  Fälle  «)  und  /?)  betreffen  : 

1)  Nach  der  projektivischen  Beziehung  der  den  Ge- 
bilden beider.  Ebenen  gemeinscbaftlichen^lemente  auf 
einander. 

Entweder  nämlich  a)  entspricht  das  den  Gebilden  der  einen 
£bene  gemeinschaftliche  Element  dem  den  Gebilden  der  anderen 
Ebene  gemeinschaftlichen  Elemente  in  keiner  Beziehung,  d.  h.  weder 
insofern  ersteres  zu  d^n  einen,  noch  insofern  es  zu  dem  anderen 
Gebilde  gerechnet  wird ;  b)  oder  ersteres  entspricht  dem  letzteren 
nur  insofern  jenes  zu  dem  einen  Gebilde  gerechriet  wird;  oder 
c)  beide  entsprechen  sich  in  beiderlei  Hinsicht. 

!2)  Jenäiehdem  die  Ebenen  aufeinander  liegen  oder 
nicht.  Im  ersten  Falle  können  die  gegebenen  zwei  Paare  projek- 
tlvischer  Gebilde  beide  oder  auch  nur  das  eine  schief,  perspek- 
tivisch, oder  aber  aufeinander  oder  cojicentrisch,  und  insr 
besondere  involu tetisch  liegen,  und  e»  entstehen  die  Fragen: 
ob  und  wieviele  Paare  entsprechender  Elemente  sieh  vereinigen? 
ob  und  wieviele  Paare  einander  in  doppeltem  Sinne  entsprechen? 

^  3)  Nach  der  projektivischen  Beschaffenheit  der  ge- 
gebenen Gebilde;  d.  h.  jenacbdem  beide  Paare  oder  nur  das 
eine  projektivisch  überhaupt,  oder  projektivisch-ähnlich 
oder  projektivisch -gleich  sind. 

8* 
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Im  Folgenden  wird  der  erste  Gesichtspunkt  vorherrschend  die 
Ordnung  der  Betrachtung  bestimmen  ,^  und  daher  werden  zuTurderst 
die  beiden  unter  1.  ä)  und  1.  6)  begriffenen  Venvandtschaftsarten, 
weiche  wir  die  höheren  nennen  wollen,  und  im  zweiten  Theil 
dieser  Abhandlung  die  dritte  Art,  welche  unter  den  Namen  der 
Cqllineation  und  Reciprocität  bekannt  ist,  in  Untersuchung 
gezogen  werden. 


§.3. 

Bestimmtheit  zweier  und  vermittelte  Beziehung  mehre- 
rer geometrisch  verwandter  Systeme  aufeinander. 

Da  nach  Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  2.  das  ganze  System  der 
entsprechenden  Elementenpaare  zweier  proj.  Gebilde  vollkommen 
bestimmt  ist,  wenn  irgend  drei  dieser  Paare  beliebig  gegeben  sind, 
so  muss  auch,  was  unmittelbar  einleuchtet: 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenem 
vollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt  sein,  wenn 
in  jeder  die  beiden  Punkte  oder  Geraden  B,B';  A,Ä' 
und  Bi,Bi;  Ai,Ai,  und  ausserdem  irgend  drei  Paar 
entsprechende  Elemente  der  beiden  Ebenen  gegeben 
sind. 

2)  Man  kann  in  zwei  Ebenen  die  Mittelpunkte  oder 
Richtungslinien  zweier  Paare  projektiviscner  Gebilde 
und  ausserdem  drei  Elementenpaare  beliebig  annehmen 
und  sodann  festsetzen:  die  Ebenen  sollen  in  Ansehung 
der  ersteren  geometrisch  verwandt,  und  die  letzteren 
sollen  entsprechende  Elementenpaare  derselben  sein« 

3)  Von  zwei  geometrisch  verw^andten  Systemen  ist 
das  eine  vollkommen  bestimmt,  wenn  das  andere  System 
und  die  Verwandtschaft  rhrer  Ebenen  vollkommen  be- 
stimmt ist. 

4)  Ist  in  einer  Ebene  irgend  ein  System  von  Punk- 
ten oder  Geraden  gegeben,  so  kann  man  in  dieser  Ebene 
die  Mittelpunkte  oder  Richtungslinien  zweier  Gebilde 
nebst  drei  Elementen  jenes  Systems,  und  in  einer  zwei- 
ten Ebene  die  Mittelpunkte  oder  Richtunc^slinien  zweier 
mit  deu  ersteren  projektivischer  Gebilde  nebst  drei 
Elementen  beliebig  annehmen  und  sodann  festsetzen: 
diese  drei  Elemente  solfen  einem  zweiten  Systeme  an- 
gehören, welches  mit  dem  ersten  in  Ansehung  jener 
Gebilde  geometrisch  verwandt  sei,  und  zwar  sollen  sie 
jenen  drei  Elementen  des  ersten  Systems  entsprechen. 

Ferner  ergibt  sich  aus  Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  5.  unmittel- 
bar der  folgende  Satz :  * 

5)  Sind  in  einer  beliebigen  Anzahl  von  Ebenen  eben- 
soviele  Systeme  von  Punkten  oder  Geraden  in  bestimm- 
ter Ordnung  gegeben,  und  ist  der  Reihe  nach  ein  jedes 
dieser  Systeme  mit  dem  ihm  zunächst  folgenden  geo- 
metrisch verwandt,  so  ist  ein  jedes  dersielben  mit 
jedem,  und  namentlich  auch  das  erste  mit  dem  letzten 
geometrisch  verwandt. 
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Erste  Art 
der  höheren  geometrischen, Verwandtschaften. 

Zwei   Systeme    von  Punkten. 

§.4. 

Denkt  man  sich  in  der  Ebene  S  (Taf.II.  Fis.  1.)  zwei  Strahlbiischel 
B,B' ,  und  in  der  Ebene  Si  zwei  Strahibuschel  B^Bi'  derge- 
stalt gegeben,  dass 

B  {a,  bf  c,  d,.,.)  =  JBi  («1, 6^,  Ci,  c^,...)  und 
Ä'  (a', 6',c', d'..)z=Bi' (oi'y Äi',ci', rfi'..), 

und  dass  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  /^^  von  i?,  iS'  sowohl  in- 
sofern er  zu  B  gehört,  ein  solcher  Strahl  •^Z  in  Bt,  als  auch  in- 
sofern er  zu  B'  gehört,  ein  solcher  Strahl  Pi  in  ^i  entspreche, 
welcher  nicht  mit  dem  gemeinschaftlichen  Strahle  Pi'  von  fip 
Bi  zusammenfallt,  so  werden  auch  umgekehrt  dem  letzteren,  JP^  , 
in  den  Strahlbfischeln  B,  B'  resp.  zwei  von  P"  verschiedene 
Strahlen  P',  P  entsprechen  müssen;  und  wird  der  Durchschnitt 
von  P,  P  mit  B%  und  der  Durchschnitt  von  Pj,  P^'  mit  B^" 
bezeichnet,  so  wird  allen  Punkten  von  P'  ein  einziger  Punkt  der 
Ebene  Cx »  nämlich  B^''^  und  dem  Punkte  B"  ein  jeder  Punkt  der 
Geraden  Pi"  in  (Ei  entsprechen,  und  umgekehrt«  Ferner  entspricht 
,  jedem  Punkte  p  von  P  derj^ige  Punkt  m  S^ ,  in  welchem  der  dem 
P  entsprechende  Strahl  von  Bi  ,  ^\.  Pi',  den  dem  p  entspre- 
chenden Strahl  von  Bi,  d.  i.  »,  schneidet,  also  immer  ein  und 
derselbe  Punkt  Bi;  und  gleicnerweise  entspricht  jedem  Punkte 
von  P  ein  und  derselbe  Punkt  Bi,  u.  s.  w. 

Die  drei  Punkte  B,  B! ;  B"  und  i?i,  BJ,  B."  werden 
Hauptpunkte,  und  die  drei  Geraden  P,  P ,  P"  und  Pi ,  P^', 
Pi"  werden  Hauptlinien,  und  die  von  denselben  gebildeten 
Dreiecke  Hauptdreiecke  genannt;  und  ztvar  heissen  sowohl  je 
zwei  Hauptpunkte  B,  Bi\  B'y  B/;  B",  B^' ,  als  auch  je  em 
Hauptounkt  und  eine  Hauptlinie  Ä, Pj ;  B'.P.'y  B\P^'\  B^, 
P;  Bi9  P \  J?i",  P'i  und  endlich  die  Hauptoreiecke  selbst  zu- 
geordnet. 

Sind  die  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  von  S,  Si  g®^®' 
ben,  so  kennt  man  von  jedem  der  beiden  Paare  proj.  Strahibuschel 
B,  Bi  und  f ,  Bi  zwei  Paar  entsprechende  Strahlen ;  also  lässt 
sich  jetzt  der  Satz  1)  des  §.  3.  dergestalt  aussprechen : 

1)  Die  geometrische  Verwandtschaft  zweier  Ebenen 
ist  y  ollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt,  sobald 
ihre  drei  Paar  zugeordneten  Hauptpunkte  und  irgend 
ein  Paar  entsprechende  Punkte  derselben  gegeben 
sind;   und  auf  ähnliche  Weise  die  Sätze  2),  3),  4)  desselben  §. 

Ist  in  S  irgend  eine  Gerade  A  gegeben ,  deren  Punkte  a,  b,  c, 
^..  die  Strahlen  a,b,c,d„;    ayb^Cfd,.,,  in  £,£' bestimmen,  und 
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sind  «1, 61 ,  o,  r/i... ;  «i',  61 ', Ci',  rfi'...  die  den  letzteren  in  Bi,  Bi   ent- 
sprechenden Strahlen,  so  hat  man: 

^1  («1»  *ii  <?i>  äi.')^B(a,  b,  c,  rf,...)  ^-4  (a,  b,  c,  b..)=  iS?*  (a',  6',«/,  iT..) 

=  Äi'  (ox',  61',  Ci,  dl',,..) , 

also  aach  «  '^ 

■^1  («1»  ^1,  €?!,  rf|,...) = J5i'(ai',  61',  Ci',  rfi'....). 

Geht  nun  A  durch  den  Hauptpunkt  B",  so  fallen  in  Bi,  B^' 
zwei  entsprechende  Strahlen  mit  oem  gem.  Strahle  P^"  zusammen ; 
nach  Archiv.  Thl.IV.  Nr.  XXX.  8.  entspricht  also  der  Geraden  A  eine 
Gerade  ^1.  In  jedem  anderen  Falle  dagegen,  wo  die  Strahlbüschel  ^i, 
Bi  schiefliegend  sind,  entspricht  der  A  ein  Kegelschnitt  L^i]»  wel- 
cher durch  die  Punkte  Bi ,  B^  und  zugleich  durch  den  Punkt  Bi" 
geht,  der  dem  Durchschnitte  von  A  und  P'' entspricht  (Nr.  XXX.  11.). 

Denkt  man  sich  nup  die  beliebig  liegende  A  als  den  perspek- 
tivischen Durchschnitt  zweier  Strahlfoüschel  B,  B",  so  entsprechen 
den  letzteren  in  Q^  zwei  Strahlbüschel  B^y  Bj" ^  deren  Strahlen 
sich  paarweise  aui  dem  Kegelschnitte  [^ij  schneiden,  welche  also 
unter  sich  und  demnach  mit  jedem  der  Strahlbüschel  B,  V  pro- 
jektivisch  sind.  Also  entspricht  nicht  nur  jedem  Strahlbüschel 
B,B^  i  sondern  auch  jedem  Strahl  büschel  B"  ein  demselben  pro- 
jektiviscbes  BJ'. 

Sind  die  Strahlen  zweier  Strahlbüschel  B.  S  paarweise  paral- 
lel, so  sind  letztere  projektivisch  •  gleich  (6.  1.  a),  also  sind  auch 
die  denselben  entsprechenden  Strahlbüschel  B^y  B^  projektivisch 
und  bestimmen  einen  Kegelschnitt  Rx ,  welcher  durch  B-^y  Bi^  B^* 
geht,  und  da  einem  jeden  Keeelschnifte  f^i},  welcher  durch  die 
drei  Hauptpunkte  geht,  auch  umgekehrt  eine  Gerade  A  eptsprechen 
muss,  so  liegen  alle  unendlich  entfernten  Punkte  von  S  m  einer 
einzigen  geraden  Linie.  Dem  Kegelschnitte  R^  steht  übrigens  ein 
anderer,  jß,  in  der  Ebene  S  zur  Seite,  welcher  der  unendlich  ent- 
fernten Geraden  von  Sj  entspricht.  Hat  die  Gerade  A  mit  H 
zwei ,  nur  einen  oder  keinen  Funkt  gemein,  so  hat  auch  der  Kegel- 
schnitt [^1]  mit  der  uoendlich  entfernten  Geraden  von  Sj  resp. 
zwei,  nur  einen  oder  keinen  Punkt  geroein,  d.  h.  er  ist  eine  Hy- 
perbel, eine  Parabel  oder  eine  Ellipse. 

2)  In^zwei  geometrisch  verwandten  Ebenen  entspricht 

a)  jedem  Punkte  einer  Hauptlinie  ein  einziger  Punkt, 
nämlich    der    dieser    Linie    zugeordnete    Hauptpunkt; 

b)  jedem  Hauptpunkte  die  sämmtlichen  Punkte  der  ihiji 
zugeordneten  Hanptlinie;  c)  jedem  Strahle  eines 
Hauptpunktes  ein  bestimmter  filtrahl  des  ihm  zugeord- 
neten Hauptpunktes;  d)  einem  jeden  Strahlbüschel 
eines  Hauptpunktes  ein  demseloen  proje^ktivischer 
Strahlbüscnel  des  ziigeordneten  Hauptpunktes. 

3)  Einer  beliebigen  Geraden  A  der  einen  Eben6  ent- 
spricht in  der  anderen  ein  Kegelschnitt  [^i],  welcher 
durch  die  drei  Hauptpunkte  geht,  und  insoesöndere 
entspricht  der  unendlich  entfernten  Geraden  einer 
jeden  von  beiden  Ebenen  ein  eigenthümlicher  Kegel- 
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schnitt  Riy    R,    welcher   dvrch    die    drei    Hauptpunkte 
geht. 

4)  Einem  jeden  Kegelschnitte  der  einen  Ebene,  wel- 
cher durch  die  drei  Hauptpunkte  geht,  entspricht  eine 
bestimmte  Gerade  der  anderen  Ebene. 

5)  Der  Kegelschnitt  [^i]  ist  etitweder  eine  Hyper- 
bel, oder  eine  Parabel  oder  eine  Ellipse,  jenacndem 
die  Gerade  ^mit  dem  Kegelschnitte  R  zwei,  oder  nur 
einen  oder  keinen  Punkt  gemein  hat. 

Da  endlich  jeder  Kegelschnitt  C,  welcher  nur  durch  zwei 
Hauptpunkte  B,  JS'  geht,  zwei  proj.  Strahlbüschel  By  B'  bestimmt, 
deren  entsprechende,  ^i,  Bi  ,  ebenfalls  projektivisch  sein  müs- 
sen, hier  aber  die  Strahlen  jPj,  P^'  sich  nicht  entsprechen  kön* 
Den ,  da  die  By  B'  keine  vereinigten  entsprechenden  Strahlen  (/^) 
besitzen,  so  folgt  ferner: 

6)  Einem  jeden  Kegelschnitte  C  der  einen  Ebene, 
welcher  bloss  durch  zwei  Hauptpunkte  geht,  entspricht 
auch  in  der  anderen  ein  Kegelschnitt  C^,  welcher  bloss 
durch  die  beiden  zugeordneten  Hauptpunkte  geht;  und 
dieser  ist  eine  Hyperbel,  eine  Parabel  oder  eine 
Ellipse,  jenachdem  ersteter  den  Kegelschnitt  R  in 
zwei  neuen  Punkten  schneidet,  in  einem  neuen  Punkte 

,  berührt  oder  nur  in  jenen  zwei  Hauptpunkten  trifft. 


§.5. 

Es  sei  Si"  diejenige  Gerade  von  6x ,  welche  den  mit  [A{\  be- 
zeichneten Kegelschnitt  im  Hauptpunkte  Bi'  berührt ;  so  entspricht 
derselben  derjenige  Strahl  S"  in  €,  welcher  der  Geraden  Ä  in 
keinem  ausserhalb  P"  gelegenen  Punkte  begegnet;  denn  schnitte 
S"  die  A  ausserhalb  P"  in  einem  Punkte  n,  so  müsste  auch  iS^*" 
mit  \Ai\  einen  Punkt  n^  gemein  haben,  welcher  nicht  in  Bi' 
fiele ,  konnte  also  auch  nicht  Tangente  in  B^"  sein.  Auf  die  näm- 
liche Weise,  oder  auch  noch  einfacher,  lässt  sich  zeigen,  dass  den 
Geraden,  welche  den  mit  C^  bezeichneten  Kegelschnitt  in  den 
beiden  Hauptpunkten  JBi,  B^'  .berühren,  diejenigen  Geraden  ent- 
sprechen, welche  die  Hauptpunkte  ByB'  resp.  mit  den  Durch- 
schnitten von  C  und  P,  P  verbinden. 

Wird  dagegen  der  Kegelschnitt  [^i]  oder  C^  von  einer  Gera- 
den l>i,  welche  durch  kernen  Hauptpunkt  geht,  in  einem  Punkte 
Hl  berührt,  so  entspricht  letzterer  ein  Kegelschnitt  [Z>]  >.  welcher 
seinerseits  mit  der  Geraden  Ä  auch  nur  einen  Punkt  und  resp. 
mit  dem  Kegelschnitte  C,  ausser  den  Hauptpunkten  B,B' ,  auch 
nur  einen  Punkt  n  gemein  hat.  Ist  Hi  insbesondere  der  Durch- 
sebnitt  von  Ci  und  P^,  so  hat  der  K^elschnitt  [/>]  mit  C  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  in  By  welche  dem  Strahle  BiXki  ent- 
spricht. 

1)  Geht  ein  Kegelschnitt  durch  diedrc^i  Hauptpunkte 
der  einen  Ebene,  so  entsprechen  den  drei  Geraden, 
welche  denselben  in  diesen  Punkten  berühren,  'dieje- 
nigen-.Strahlen  der  zugeordneten  Hauptpunkte,  welche 
nach  den  Durchschnitten  der  zugeordneten  Hauptlinien 
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und  der  jeuem  Kegelschnitte  entsprechenden  Geraden 
gehen. 

2)  Geht  ein  Kegelschnitt  bloss  durch  zwei  Haupt- 
punkte der  einen  Ebene,  so  entsprechen  den  zwei  Ge- 
raden, welche  ihn  in  diesen  Punkten  berühren,  dieje- 
nigen Strahlen  der  zugeordneten  Hauptpunkte,  welche 
nach  den  Durchschnitten  der  zugeordneten  Hauptlinien 
und  des  dem  ersteren  entsprechenden  Kegelschnittes 
gehen. 

3)  Jeder  anderen  Tangente  des  unter  1)  oder  2)  ge- 
nannten Kegelschnittes  entspricht  ein  Kegelschnitt, 
welcher  die  dem  ersteren  entsprechende  Gerade  oder 
den  entsprechenden  Kegelschnitjt  berührt,  und  zwar 
sind  die  Berührungspunkte  ebenfalls  entsprechende 
Punkte.  Im  zweiten  Falle  berühren  sich  die  beiden 
Kegelschnitte  in  dem  zugeordneten  Hauptpunkte,  wenn 
der  Berührungspunkt  jener  Tangente  auf  einer  Haupt- 
linie liegt. 


§.6. 

Denkt  man  sich  einen  Hauptpunkt  B  als  den  Mittelpunkt 
zweier  involutorischer  Strahlbüschel  B,  B^,  deren  zugeord- 
nete Strahlenpaare  a,  a^;  6,  b^;  c,  c^....  heissen  mögen,  und 
sind  ^1^  fli^;  bi,  bi^l  t*i>  c^^. ...  die  denselben  entsprechenden 
Strahlen  zweier  Strahlbüschel  Bi,  B^^,  so  hat  man 

B^  (o", Ä^  c**...  a,  b,  c.)  =  jBi»  (oi^, 6xS  Ci»...  %; ^,  Ci....) ;    also, 
auch  Bi  (flTi,  bi,  Cl..al^  6iS  Ci"..)  =  Äi^  (oi®,  bi'\Ci^..  «i,  b^  Cj..), 

d.  h.  die  Strahlbüschel  Bt,  B^*  sind  gleichfalls  invointorisch  (Nr. 
XXX.  §.  1.  a).  Und  da  den  Hauptstrahlen  der  einen  Involution,  d.  h.  in 
denen  zwei  zugeordnete  Strahlen  sich  vereinigen,  offenbar  wiederum 
zwei  vereinigte  Paare  zug.  Strahlen  der  anderen  Involution  oder  deren 
Hauptstrahlen  entsprechen ,  und  da  die  Hauptstrahlen  mit  je  zwei 
zugeordneten  harmonisch  sind,  so  folgt: 

1)  In  zwei  geometrisch  verwandtenEbenen  entspricht 
einerJedenlnvolutionvonStrahlen^deren  Mittelpunkt 
ein  Hauptpunkt  ist,  wiederum  eine  Involution  von 
Strahlen,  und  zwar  sind  die  Hauptstrahlen  beider  In- 
volutionen entsprechende  Strahlen. 

2)  Je  vier  harmonischen  Strahlen  eines  Hauptpunk* 
tes  entsprechen  vier  harmonische  Strahlen  des  zuge- 
ordneten Hauptpunktes.    Und  daher 

3)  Entspricht  einer  jeden  Involution  von  Punkten, 
deren  Richtungslinie  durch  einen  Hauptpunkt  der 
Ebene  geht,  wiederum  eine  Involution  von  Punkten, 
und  die  Hauptpunkte  beider  Involutionen  sind  ent- 
sprechende Punkte. 

4)  Je  vier  harmonischen  Punkten,  welche  miteinem 
Hau  ptpunkte  der  Ebene  in  gerader  Linie  liegen,  ent- 
sprechen wiederum  vier  harmonische  Punkte. 
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Enthält  eine  beliebige  Gerade  A  eiue  InvoIutioD  von  Punkten 
d^  a;  bi  ß;  c,  y.,.,,  so  bestimmt  dieselbe  im  Strahlbcischel  B 
eine  Involution  von  Strahlen;  dieser  entspricht  in  Bi  ebenfalls 
eine  Involution  von  Strahlen ,  und  diese  schneidet  den  der  A  ent- 
sprechenden Keselschnitt  [Ai]  in  den^  den  Punkten  a,  a;  b,  ß; 
C,  7....  entsprechenden  Punkten  Qi,  Oi;  bt,  /^i;  q,  ri....  Nach 
Archiv.  Theii  IV.  Nr.  XXX.  §6.  3.  4.  gehen  sämmtliche  Sehnen 
^X^i*  ^&'  ^i?^****  d^rch  einerlei  Punkte  und  daher  bilden,  nach 
Nr.  XaA.  §•  o.  3^  die  Strahlenpaare,  welche  von  einem  beliebigen 
Punkte  des  Kegelschnittes  [Ai]  nach  den  Punkten  Oi ,  er. ;  bi,  ßi; 
Ci9  Yi""  ^chen,  eine  Involution  von  Strahlen.  Die  Punkten - 
paare,  in  welchen  ein  Kegelschnitt  von  den  einzelnen 
JStrahlen  eines  Strahlbüscnels  geschnitten  wird,  sol- 
len eine  Involution  von  Punkten  dieses  Kegelschnitts, 
und  die  Berührungspunkte  zweier  berührenden  Strah- 
len sollen  die  Hauptpunkte  dieser  Involution  heissen. 
Je  zwei  zugeordnete  Punkte  bilden  mit  den  zwei  Hauptpunkten 
vier  harmonische  Punkte  des  Kegelschnitts. 

5)  Einer  jeden  Involution  von  Punkten,  deren  Rich- 
tungslinie aurch  keinen  Hauptpunkt  geht,  entspricht 
eine  Involution  von  Punkten  des  jener  Richtungslinie 
entsprechenden  Kegelschnittes. 

6)  Je  vier  harmonischen  Punkten,  welchemit keinem 
Hauptpunkte  in  gerader  Linie  liegen,  entsprechen  vier 
harmonische  Punkte  des  ihrer  Geraden  entsprechenden 
Kegelschnitts. 

Denkt  man  sich  endlich  irgend  eine  Involution  von  Strahlen, 
so  schneiden  diese  eine  jede  (gerade  in  einer  Involution  von  Punk- 
ten; den  ersteren  entsprechen  ebensoviele  Kegelschnitte,  welche 
ausser  den  drei  Hauptpunkten  noch  einen  Punkt  gemein  haben, 
und  jedem  Kegelschnitte ,  welcher  durch  diese  drei  Hauptpunkte 
geht,  entspricht  eine  Gerade  der  ersten  Ebene;    also: 

7)  Einer  jeden  Involution  von  Strahlen,  deren  Mit- 
telpunkt kein  Hauptpunkt  ist,  entsprechen  eineSchaar 
von  Kegelschnitten,  welche  die  drei  Hauptpunkte  und 
ausseraem  einen  vierten  Punkt  gemein  haben,  und 
zwar  schneiden  dieselben,  paarweise  geordnet,  einen 
jeden  dem  Hauptdreiecke  umschriebenen  Kegelschnitt 
in  einer  Involution  von  Punkten. 

8)  Je  vier«harmonischen  Strahlen,  derenMittelpnnkt 
kein  Hauptpunkt  ist,  entsprechen  vier  dem  Hauptdrei- 
ecke umschriebene  Kegelschnitte,  w*elche  noch  einen 
vierten  Punkt  gemein  haben,  und  diese  schneiden 
einen  jeden  dem  Haupt  drei  ecke  umschriebenen  Kegel- 
schnitt in  vier  harmonischen  Punkten. 


§.7. 

Uebertragung  einiger  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 

auf  Kegelschnitte. 

Mau  denke  sich  in   einer  Ebene  <£   eine  Schaar  Kegelschnitte 
2J,  g&,  €,  ®..,  welche  vier  Punkte  B,  J8',  B",  O  gemein  haben. 
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und  w  einer  zweHim  Ebene  (^|  vier  Punkte  Bi,   B^  ,   B^  »  O^ 

beliebig  gewftMt;  so  darf  man  festsetzen:  die  Ebenen  S,  Si  sol- 
len in  ^sehung  der  zug.  Hauptpunkte  B,  B^;  B' ,  B^  ;  B", 
J^i'^geometrisehTerwandt^  und  O,  O^  sollen  entsprechende  Punkte 
dersmben  sein.  Dies  vorausgesetzt^  so  werden  jenen  Kegelschnit- 
ten ebensovirie  Gerade  in  Si  entspreche»,  welche 4iii'ch  den  Punkt 
Ot  gehen,  imd  da  nun  unter' diesen  Geraden  entweder  zwei  oder 
nur  eine  oder  keine  sind,  welche  den  ttiit  R^  bezeichneten  Kegel-« 
schnitt  berühren,  im  zweiten .  Falle  aber  der  Punkt  O^  auf /^^  lie- 
gen, also  O  unendlich  entfernt  sein  muss,  so  ergibt  sieh  aus 
|-.  5.  3.  der  folgende  Satz: 

1)  Unter  allen  Kegelschnitten,  welche  vier  Punkte 
gemein  haben,  befinden  sich,  wenn  keiner  dieser  Punkte 
unendlich  entfernt  ist,  entweder  zwei  Parabeln  oder 
keine;  widrigenfalls  aber  jedesmal  eine  Parabel,  so- 
bald bloss  ein  einziger  von  jenen  vier  Punkten  un- 
endlich entfernt  ist. 

Eine  andere  Schaar  Kegelschnitte  habe  drei  Punkte  jB,  B',  B" 
und  eine  Tangente  T  eemein,  so  entsprechen  denselben  lauter 
Gerade,  welche  einen  Kegelschnitt  \T{\  berühren.  Dieser  Kegel- 
schnitt aber  hat  mit  dem  Kegelschnitte  Ri  drei  und  folglich  auch 
vier  Punkte  und  demzufolge  entweder  vier  oder  keine  Tangente 
gemein  (Archiv.  Thl.  V.  Nr.  XVIII.  §.  5.  6.) ;    also . 

2)  Unter  allen  Kegelschnitten,  welche  drei  Punkte 
und  eine  Tangente  gemein  haben^  befinden  sich  ent- 
weder vier  oder  keine  Parabeln. 

Eine  Schaar  von  Kegelschnitten  21,  >&,  S,  D....,  welche  vier 
Punkte  B,  B\  B" »  p  gemein  haben  ^  werden  von  einer  Geraden 
A  in  den  Punktenpaarend,  a;  b,  /3;  c,  y;  b,  d...,  geschnitten; 
Bx9  Bi  y  Bi" ,  pi  seien  irgend  vier  Punkte  einer  anderen  Ebene 
(Ei,  und  es  seien  S,  Si  m  Ansehung  der«  zug.  Hauptpunkte  B, 
Bx\  B' ,  Bi  ;  B"  y  Bi'  verwandt  und  p ,  p^  entsprechende  Punkte 
derselben  ;  so  entsprechen  jenen  Kegelschnitten  ebensoviele,  Ge- . 
rade,  welche  durch  den  Punkt  pi  gehen,  und  der  Geraden  A  ein 
Kegelschnitt,  welcher  durch  die  drei  Hauptpunkte  geht  und  von 
jenen  Geraden  iq  den  Punkten  cti,  cci;  bi ,  pi ;  ^i 9  Vi ;  bj ,  ^j...., 
welche  den  ersteren  entsprechen ,  geschnitten  wird.  Da  nun  diese 
Punkte  eine  Involution  von  Punkten  dieses  Kegelschnittes  bilden^ 
so  ergibt  sich  aus  der  Umkehrung  des  Satzes  §.  6.  5<  der  be- 
kannte Satz : 

3)  Eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche  vier 
Punkte  gemein  haben,  werden  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  einer  Involution  von  Punkten  geschnitten. 

Es  sei  in  der  Ebene  S  irgend  ein  Kegelschnitt  C  gegeben, 
welcher  von  einer  Geraden  P"  in  zwei  Punkten  B,  B'  geschnitten 
wird,  und  durch  einen  beliebigen  dritten  Punkt  B"  der  Ebene 
gehen  die  Strahlen  a",  6",  c",  «".... ,  welche  C  resp.  in  den  Puuk- 
tenpaaren  a,  a*^  b,  |3;  C,  y;  b,  5....  und  P'  in  den  Punkten  a',  b', 
c' ,  b'....  schneiden ;  endlich  seien  die  Punkte  a",  b",  c",  b''....  so 
bestimmt,  dass  o',  a"  mit  d,  a;  b',  b''  mit  b,  ß  u.  s.  w.  haimo- 
nisch  sind.  Jetzt  denke  man  sich  eine  zweite  Ebene  &  mit  den 
Punkten  Bi,  Bi  ,  B^'  und  setze  fest,  dass  S,  <Si  in  Ansehung 
der  zug.  Hauptpunkte  B,  Bx\  B',  B^  ;  B",  BJ' u. s. w.  verwandt 
seien.    Dies  vorausgesetzt,  so  entspricht  dem  Kegelschnitte  C  ein 
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Kegekchnitt  Ci ,  welcher  bloss  darch  die  Hauptpunkte  B^ ,  B^^ 
^eht;  den  Strahlen  af ,  6',  c^,  d"....  eatsprecnen  StiaUen  at", 
Ol",  Cx",  dl",,,,  des  dritten  Hauptpunktes  Bi",  und  diese  schneiden 
Vi  in  Punktenpaaren  Oi,  a^;  b^,  j^^;  Ci,  yi;  bi,  8i,,..,  welche 
den  früheren  a,  «;  h,  ß;  c,  y;  b,  ö.,..  entsprechen;  den  Punkten 
a%  b',  c',  f....  entspricht  ein  einziger  Punkt  Bi" ,  und  sind  nun 
doch  ttj",  f»i",  fi",  öl"....  die  den  a"^  6",  c" ,  b".,.,  entsprechen- 
den Punkte,  so  sind  auch  Bi",  c^i  mit  dj,  Ui\  Bx  ,  bi  mit  %y 
ßi  u.  s.  w.  harmonisch.  Unter  diesen  Umständen  aber  liegen  die 
Funkte  Oi",  bi",  q",  b/'...  auf  einer  Geraden  Ai,  nämlich  auf  der 
harmonischen  Polare  des  Punktes  Bi'  für  Q ;  also  liegen  auch 
die  Punkte  a%  b",  c'',  b"....  auf  einem  Kegelschnitte  [A],  welcher 
durch  BrB'y  B"  geht. 

4)  Wird  ein  Kegelschnitt  und  eine  Sekante  dessel- 
ben von  den  Strahlen  eines  beliebigen  Strahlbüschels 
geschnitten,  so  geboren  sämmtliche  Punkte,  welche 
jedesmal  zu  den  beiden  Durchschnitten  des  Kegel- 
schnittes und  demPunkte  der  Sekante  den  vierten  nar- 
monischen,  dem  letzteren  zugeordneten  Punkt  bilden, 
einem  neuen  Kegelschnitte  an,  welcher  mit  dem  erste- 
ren  jene  Sekante  semein  hat  und  durch  den  Mittel- 
pnnkt'jenes  Strahlbfischets  geht. 

Dieser  Satz  gilt  zunächst  nur  Hlr  reelle  Sekanten,  iSsst  sich 
aber  auch  Tür  ideale  dartbun.  Uebrigens  ist  derselbe  nur  ein  be- 
sonderer Fall  des  folgenden ,  welcher  auch  aus  der  Eigenschaft 
der  harmonischen  Polaren  durch  Uebertragung  sich  ergibt: 

5)' Werdeli  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche 
vier  Punkte  JB,  B' ,  JS",  ^  gemein  haben,  von  irgend 
einer  Geraden  ein  jeder  in  zwei  Punkten  eeschnitten, 
und  man  bestimmt  in  jedem  einen  neuen  Punkt  derge- 
stalt, dass  er  mit  diesen  zwei  Punkten  und  mit  einem 
bestimmten  der  Punkte  B,  B* ,  B",  p,  z.  B.  mitp,  als 
zugeordnetem,  vier  harmonische  Punkte  bildet,  so  lie- 
gen alle  diese  neuen  Punkte  auf  einem  und  demselben 
Kegelschnitte,  welcher  durch  die  drei  anderen  Punkte 
B,  B',  B"  und  ausserdem,  wenn  sie  existiren,  durch 
diejenigen  zwei  Punkte  geht,  in  welchen  jene  Gerade 
von  zwei  Kegelschnitten  jener  Schaar  berührt  wird. 

Endlich  noch  eine  Uebertragung  des  Paskai  sehen  Satzes: 
In  der  Ebene  S  seien  drei  Punkte  B,  B',  B"  und  eine  Gerade  A 
mit  sechs  beliebigen  Punkten  a,  b,  c,b,  e,  fin  bestimmter  Ord- 
nung gestehen ;  durch  je  zwei  dieser  Punkte,  welche  unmittelbar 
aufeinander  folgen ,  und  jedesmal  durch  die  drei  Punkte  B,  B'^  B* 
sei  ein  Kegelschnitt,  im-  Ganzen  also  sechs  Kegelschnitte  [ab],  [bc]. 


Geraden  A  ein  Kegelschnitt  \A^  mit  den  Punkten  o^ ,  bi ,  c^ ,  bi 
^19  fi ;  jenen  sechs  Kegelschnitten  die  gleichnamigen  Geraden 
^i^«  ^^19  *>'ibi  9  bifi ,  fifx,  fi«!,  und  den  Punkten  p,  q,  l*  die 
Durchschnitte  Pi,  qt ,  r«  von  ajbi  und  bif, ,  biCi  und  eifi,  Cibj  und 
fiO|.    Bekanntlich  aber  liegen  diese  drei  Punkte  Pi,  qi,  ri  in  einer 
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Cl^raden  Sji;    also  liesen  auch   die  drei  Punkte  p,  <|^  r  in  eioem 
Kegeischnitte  [S],  welcher  durch  B,  B' ,  B"  geht. 

6)  Sind  auf  einer  Geraden  sechs  Punkte  in  bestimm- 
ter  Qrdnune  und  ausserdem  irgend  drei  Punkte  in  der 
Ebene  gegeben,  und  legt  man  durch  diese  drei  letzte- 
ren una  jedesmal  durch  zwei  von  jenen  sechs  Punkten, 
welche  unmittelbar  auf  einander  folgen,  und  insb.eson- 
dere  auch  durch  den  ersten  und  letzten,  einen  Kegel- 
schnitt, im  Ganzen  also  sechs  Kegelschnitte,  so  liegen 
sechs  Punkte,  nämlich  jene  drei  Punkte  der  Ebene 
und  diejenigen  dreiri,  in  welchen  der  erste  und  vierte, 
der  zweite  und  fünfte,  der  dritte  und  sechste  Kegel- 
schnitt von  Neuem  sich  schneiden,  auf  einem  und  dem- 
selben Kegelschnitte. 


§.8. 
Eigenschaften  der  höheren  Curven. 

Man  versteht  unter  einer  Curve  der  n^en  Ordnung  ein 
jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  folgender 
Funkte,  welches  mit  einer  beliebigen  Geraden  im  All- 
gemeinen und  höchstens  n  Punkte  gemein  hat;  eine  jede 
Crerade,  in  welcher  zwei  stetig  auf  einander  folgende  Punkte 
eines  solchen  Systems  sich  vereinigen,  heisst  eine  Tangente  des- 
selben. Andererseits  versteht  man  unter  einer  Curve  der  m^a 
Klasse  ein  jedes  ebene  System  stetig  aufeinander  fol- 
gender Geraden,  welches  mit  einem  neliebigen  Punkte 
im  Allgemeinen  und  höchstens  n  Gerade  gemein  hat;^ 
ein  jeder  Punkt,  von  welchem  zwei  stetig  auf  einander  folgende 
Gerade  eines  solchen  Systems,  die  zusammenfallen,  ausgehen, 
heisst  ein  Punkt  desselben. 

Es  sei  nun  in  der  Ebene  S  irgend  eine  Curve  C  der  »ten  Ord- 
nung gegeben,  und  es  sei  S^  das  derselben  entsprechende  System 
von  Punkten  der  verwandten  Ebene  Si ;  so  entsprechen  den  n 
Punkten,  welche  S  mit  einer  der  HaupUinien  P,  P* ,  P"  gemein 
hat ,  ebensovlele  Punkte  von  Cj ,  welche  aber  in  dem  zug.  Haupt- 
punkte Bi,  Bi  ,  Bi"  sich  vereinigen,  i  Das  System  S|  besitzt 
also  in  jedem  der  drei  Hauptpunkte  einen  n- fachen  Punkt, 
d.  h.  einen  Punkt,  in  welchem  n  unstetig  aufeinander  folgende 
Punkte  sich  vereinigen.  Geht,  aber  S  selber  mehrmals  durch  einen 
Hauptpunkt,  z.  B.  um  sogleich  jetzt  der  Betrachtung  den  höchsten 
Grad  von  Allgemeinheit  zu  gefien,  ^mal  durch  B  y  ^mal  durch 
B'  und  rmal  durch  B\  so  hat  €  mit  P  nur  n — {q-\-r),  mit  P' 
nur  n — (jp+r)  und  mit  P'  nur  n — ^(p+y)  Punkte  ausser  den  Punk 
ten  By  Js',  B"  gemein,  und  folglich  besitzt  &  in  Bi  nur  einen 
(n— (j|r-|-r))fachen,  in  Bi  nur  einen  (n — (p-fr))fachen  und  in  Bi" 
nur  einen  (n — (/>+9'))fachen  Punkt. 

Es  sei  Ai  irsend  eine  Gerade  in  Si ;  so.  entspricht  derselben 
in  (£  ein  Kegelscnnitt  [A],  welcher  durch  ,die  Punkte  B,  B',  B' 
geht,  und  dieser  möge  mit  <£  im  Allgemeinen  m  Punkte  gemein 
haben ,  indem  wir  mit  m  irgend  eine  unbekannte ,  späterhin  zu  er- 
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niittelndo^  ganze  Zahl  bezeichDen.  Da  nun  derselbe  mit  C  bereite 
p-|*6r -fr Punkte  gemein  hat,  welche  in  den  Hauptpunkten  liegen, 
so  sind  der  übrigen  noch  m  — (p-f  ^-f-r).  Diese  letztere  Anzahl 
von  Funkten  hat  also  auch  die  Gerade  Ax  mit  dem  Systeme  C^ 

femein,  und  zwar  nicht  mehr,  weil  jenen  j9-h 9 -fr Punkten  nur 
^unkte  der  Hauptlinien  entsprechen,  welche,  da  A^  beliebig  ist, 
nicht  eben  Durcnschnitte  von  Ai  und  Ci  sein  müssen.  Gent  C 
durch  keinen  Hauptpunkt,  so  ist  m — (p  +  9+^)=^*  Hieraus 
folgt  zunächst: 

1)  Einer  jeden  Curve  von  bestimmter  Ordnung  ent- 
spricht wiederum  eine  Curve  von  bestimmter  Ordnung, 
und  diese  besitzt,  wenn  die  Ordnung  der  ersteren  =n, 
im  Allgemeinen  in  jedem  der  Hauptpunkte  einen  nfachen 
Punkt.  Indessen  wird  die  Ordnung  der  letzteren  um 
p-^q-^-r  Einheiten  vermindert,  wenn  die  erstere  in  den 
Hauptpunkten  einen  p-y  einen  q-  und  einen  rfachen 
Punkt  besitzt,  und  zugleich  besitzt  dann  jene  in  den 
Hauptpunkten  nur  einen  (n— (y-fr))-,  einen  (w—(p+r))- 
und  einen  (n*-(j9-|-7))fachen  Punkt. 

Offenbar  ist  die  Zahl  m  irgend  eine  bestimmte  Funktion  von 
n,  d.  h. 

Aus  demselben  Grunde  aber,  weshalb  einer  Curve  der  Ttten  Ord- 
nung mit  einem  p-,  einem  q-  und  einem  rfachen  Punkte,  die  in  den 
Hauptpunkten  lieeen,  eine  Curve  von  der  (F(n) — (ö+o-+r))tei 
Ordnung  entspricnt,  wird  auch  einer  Curve  der  kleu  Ordnung, 
welche  in  den  Hauptpunkten  einen  (n— (y+r))-,  einen  (n — (p+r)V 
und  einen  {n  —  (j9-f9))fachen  Punkt  besitzt,  eine  Curve  entsprechen 
müssen,  deren  Ordnung  =F(jb)— (3»  — 2(/>  +  ^+r))  ist.  In  die- 
sem Falle  befindet  sich  die  Curve  €x>  wenn  ä;=ot— (ii  +  jr+r), 
und  derselben  entspricht  nothwendig  die  Curve  S,  deren  Ord- 
nung =  72;    also  ist 

F{k)  —  (3w — 2(/>+^+r))=:«,  oder  weil  p-{^q-{^T=^m — k  ist: 

F(*)  +  2(m— Ä:)=:4«. 

Seiti  man 


so  ist 


;?  =  ^=:r=:0,  also  k=^m, 

«  F(m)= 47t,  also  auch 

F( jfc)  +  2(m  —  k)  =  F(m)  oder 
F(jt)— 2A— Frm)— 2m. 

Die  Zahl  m  hängt  nur  von  n  ab;  ändert  man  also  nur  den 
Werth  der  Summe  p+q+r,  so  bleibt  F(m) — 27«  unverändert;  folg- 
lich, wenn  p+^+r=77i — 1  oder  Ä:=l  gesetzt  wird,  hat  man 

F(m)— 2i»=Fu)-2. 
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F(i)  aber  bedentet  die  Zahl  der  Pnokte ,  «vrelcbe  eiii  Kegetgehnttt 
mit  einer  Carve  der  Istbn  Ordnung ,  d.  b>.  mit  einer  Geraden  gem^n 
hat  9  und  diese  Zabl  ist  :r:2;    also  ist 

jp(Mi)=3m  und  elienso 

Hieraus  folgt  zunächst: 

2)  Ein  Kegelschnitt  hat  mit  einer  Curve  der  nten 
Ordnune  im  Allgemeinen  xtnA  höchstens  2it  Punkte  ge- 
mein.   Fernere 

3)  Einer  Curve  der  nteu  Ordnung  entspricht  im  All- 
gemeinen und  höchstens  eine  Curve  der  2nten  Ordnung. 

Auf  äholiehe  Weise  vrte  wir  zu  diesen  Sätzen  gelangt  sind, 
d.  h,  ohne  die.  Theorie  der  höheren  Gleichnogen  in  Anspruch  zu 
nehmen  9  lassen  sich  noch  andere  Eigenschaften  der  höheren  Cur- 
▼en*  ableiten  9  weiche  sonst  dieser  Theorie  ausschliesslidi  anzuge- 
hören scheinen:    Die  folgenden  §§•  liefern  einige  Beispiele. 


§.  9. 
Anzahl  der  Durchschnittspunkte  zweier  Curven. 

Die  Anzalil  der  gegenseitigen  Durobschnittspunkte  zweier  Cur- 
▼eb.der  vnten  und  der  itten  Ordnung 'ist  offenbar  eine  bestimmte 
Funktion  der  Zahlen  m  and  n^  also  :^F{ni,h)»  Es  seien  nun  in  der 
Ebene  C  zwei  Curven'  M  und  N,  die  «ine  von  der  mten ,  die  an- 
dere von  der  Ttten  Ordnung  gegeben,  und  zwar  habe  die  ebe  einen 
(?i^^l)fachen  Punkt  B^  die  andere  einen  (ttp- l)facheo  Punkt  S', 
«ine  Annahme  ^  welche  unserem  Zwecke ,  die  Zahl  F(in,  n)  zu  er- 
mitteln, durchaus  nicht  hinderlich  sehi  wird.  Wählt  man  nun  B, 
B'  und  irgend  einen  dritten  Punkt  B'  y  welcher  keiner  der  beiden 
Curven  angehört,  zu  Hauptpunkten  von  S,  so  entspricht  der  Curve 
üf  in  €i  eine  Curve  M^,  deren  Ordnung  =2iw  —  (jn — I)  =  m  +  1, 
und  der   Curve  N  eine  Curve  iVi,    deren   Ordnung  =ii-|-l    ist; 


einfachen  Punkt;  also  haben  beide  Curven  in  Bi  m  Punkte,  in 
Bx  n  Punkte  und  in  Bi'  einen  Punkt  gemein;  und  sie  besitzen 
folglich  ausser  diesen  Punkten  nur  noch  jP(»,+i,n+i)  —  (m+n  +  1) 
semeinschäftliche  Punkte,  welche  allein  den  Durchschnitten  von 
m,  N  entsprechen  können.  Die  Anzahl  der  letzteren'  aber  ist 
i^Ciihfi);    also  ist 

l^(m+l,n+l)  — (m+W  +  l)  =  F(m,«) 

oder 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  wi+1,,  m-f  2....*7?i-f/7— m  statt  m 


127 

uod  «4-1 9  n+2.,»m  ft-f^k-*4t  statt  si,  wo  p^^gazm'^n  ist»  so  «r- 
tuiit  mao  die  neiMn  GleichuDgen: 

•  -  ,  •  • 

•  •  • 

•  •  •  • 

Durch  Addition  aller  dieser  GleichaDgen  und  der  ersten  erhält 
man  nun: 

F(P,  q)  —  F(m,n)  =(p^m)  (m+n) + (p—m)  (p— m) = (p-^m)  (p+n). 
Setzt  man  hier  91=1^  also  m=p — q+i,  so  entsteht: 

AherFip^q^i,  i)  ist  die  Anzahl  der  Durchschnitte  einer  Geraden 
mit.  einer  Curve  der  (p—q-i-l)ten  Ordnung^  d.  h.  =zp — q-{-l ;  folg- 
lich ist      • 

und 

Zwei  Curven  der  mten  und  der  nten  Ordnung  haben 
im  Allgemeinen  und  höchstens  m.nPunkte  gemein. 


§.  iO. 

Anzahl  der  eine  Gurre  bestimmenden  Punkte. 

Es  bedeute  F(n)  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  im  Allgemei- 
nen eine  Curve  der  nten  Ordnung  vollkommen  bestimmen.  Befin- 
det sich  unter  den  gegebenen  Punkten  der  Curve  ein  pfacher 
Punkt,  so  sei  f{p)  die  Anzahl  der  Punkte,  welche  durch  diesen 
allein  vertreten  werden,  indem  ojBfenbar  diese  2SahI  bloss  von  p 
und  nicht  auch  zugleich  von  der  Ordnung  der  Curve  abhängt. 
Denkt  man  sich  nun  in  der  Ebene  S  irgend  eine  Curve  der  nten 
Ordnung  mittels  eines  pfachen  Punktes  B  und  einer  Anzahl 
jF(n)  — /(]))  einfacher  Punkte   gegeben,  und  nimmt  man  B  zum  Haupt- 

S unkte,  und  irgend  zwei  der  Curve  nicht  angehurige  Punkte  zu 
en  beiden  anderen  Hauptpunkten,  so  entspricht  derselben  in  der 
anderen  Ebene  eine  Curve  der  (2n — p)teu  Ordnung,  welche  in  dem 
einen  Hauptpunkte  einen  n fachen,  und  in  jedem  der  beiden  ande- 
ren einen  (n — p)fachen  Punkt  besitzt.  Es  sind  also  von  dieser 
Curve  im  Ganzen 

f{n)  +  2 .  f{n^p)  +  F{n)  — /(p) 

Punkte  segeben.    Ich  behaupte ,  dass  dieselbe  durch  diese  Anzahl 
von  Punkten  vollkommen  bestimmt  sei.    Denn  Hessen  sich  meh- 
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rere  CiirveD  derseibeo  Ordnui^  durch  diese  Puokte  legen,  welche 
in  denselben  Hauptpunkten  gieichvieifache  Punkte  besässen,  so 
würden  denselben  auch  mehrere  Curven  der  nten  Ordnuns  ent- 
sprechen,  welche  mit  der  ursprünglich  gegebenen  einen  piachen 
Punkt  B  und  ausserdem  jene  l^)—/(]»)  Punkte  gemein  haben 
würden.  Dies  widerspricht  aber  der,  Annahme ,  dass  jene  erstere 
Curve  durch  diese  Punkte  YoUkommen  bestimmt  sein  sollte.   Also  ist 

oder 

F(a»-ji)— *F(«)  =/(«)— r/(p)  +  2/(n^) (1). 

Setzt  man  hier  p=n — 1,  so  ist 

''(«+1)— ^(n)— /(«)— /(«~1)  +2/(1), 

und  da  durch  einen  einfachen  Punkt  nur  1  Punkt  gegeben  ist. 

^(«fi)-^(«)=/(«)-/(»^i)  +  2 (2). 

Setzt  man  hier  nach  einander  n-hl,  n+2,..^  n-\^q — n  an  die  Stelle 
von  fiy  so  erhält  man: 

^(11+2)  —  i^(fi-f  1)  =/(fi-f  1)  — /(n)  +  2 ; 

^(n+3)—  F(n+2)  =/(«+2)  — /(n+l)  +2 ; 

.    '  .  •  .  • 

.  •  .  •  . 

•  •  •  •  • 

F{q)  —  jF(g— 1)  =/^(g— i)  — /<y-a)  +  2;  also  durch  Additioil 
Fig)  -  F(„)  =/(^i)  -  /(„-D  +  2(y-w) (3). 

Hieraus  wird  fyr  ^  =  1,  da  die  Gerade  durch  2  Punkte  be- 
stimmt, und  ein  Punkt,  durch  welchen  die  Curye  Omai  geht,  auch 
für  0  gegebene  Punkte  ta  rechnen  ist: 

F(„)— /J»_i)=2» (4); 

dies  heisst: 

1)  Eine  Curve  der  nten  Ordnung  ist  vollkommen  be 
stimmt,    sobald   ein  (n — l)facher  Punkt  und  ausserdem 
noch  2n  Punte  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

Setzt  man  ferner  in  (3)  y=w+2,  und  in  (1)  p=« — 2,  so 
erhält  man: 

^(«f  2)  —  ^(»)  ==/(n+l)  — /(n-1)  +4 (5). 

^(«-f-a)  — -^(n)  =/(»)  — /(«-2)  +2./(2) (Ö). 

also  auch  ' 

/(»+i)— /(n-i)+4=/(n)— /(ii-a)+2./(2);    oder 

/(«+1)— /?n-      =/(n)— /(n-2)  +  2./(2)  — 4 (7); 

also  . 
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/(•fi )—/(»- !)=/(»)  -/(«^-2)  +  2./(a)-'4; 

/c»+3)— /(ii+l)=/(n+2)— /(n)  +  2./(2)~4; 

/(«+5) -/(ii+ 3)  =/(ii+4)  — /(n+2)  +  2  ./(2)  —  4 ; 

•  •  •  •  a 

•  •  •  «  , 

•  •  •  •  • 

f{p) — /(p-"2)=/(p— 1)— /(p-3)-f  2./(2)— 4;  durch  Addition : 

/(J»)— /l«-l)  =/{/»-l)— /(n-2)  +  (;»  -  W +1)  (/(2)— 2) 

oder  ' 

/(PJ  -fip-D-p .  (/(a)  -  2)  =/(»- 1)- An^2)-(^-l)  (/(2)-2)....  (8). 

Hier  ist,  für  n=2,  /(«-i)=l,  /(i.-2)=0,  also: 

/0»)-/(P-i)=l  +  (p~l)(/(2)-2)....    (9); 
folglich : 

/(P)--/j»-i)  =  l  +  (P~l)(/(a)-2); 
/(p+i)— /(P)  =  l+P-(/(2)— 2); 

/(P+2)  — /(p+ 1)  =  1  +  (P  + 1)  •  (/(a) — 2) ; 

•  •  •  • 

•  '  •  •  • 

•  •  •  • 

/(n) — /(!!>.  1  )=  1  +  («— 1) (/(g)  —  2) ;    durch  Addition: 
fin)-fij^i)=n-^p+i+i(n+p^2)(n-^p+l)(f)2)-2)....  (10); 

und  für  ^9  =  1  oder  2 :  / 

/(»)  =  n  +  in  («- 1)  (/(2) — 2)....    (11). 

Folglich  ist  nach  (4) : 

F(„)=/(„_i)+2n=n-l  +  J(w— l)(«-.2)(/(2)-.2)+2n 
=  3«-l  +  i(n-l)(nr— 2)(/(2)....     (12). 

Setzt  man  endlich  in  der  letzten  Gleichung  n  ==  0  und  bedenkt^ 
dass  eine  Curve,  welche  von  jeder  beliebigen  Geraden  in  0  Punk- 
ten geschnitten  wird,  gar  keine  Punkte  enthalten  kann  und  also 
auch  zu  ihrer  Bestimmung  einer  Anzahl  von  0  Punkten  bedarf,  so 
findet  man : 

0  =  — H-/(.,)~2  oder/<2)  =  3....    (13); 
folglich : 

/^(„)=:«+iw(«-l)  =  i«(n+l)....     (14) 
und 

F(„)  =  3«— l  +  -i(n— l)(n— 2)  =  Jii(w  +  3)....    (15) 

2)  Wenn  von  einer  Curve  ein  nfacher  Punkt  gege- 
ben ist,  so  ist  derselbe  für  ln(n-i-l)  gegebene  Punkte 
zu  rechnen. 

In  der  That :  denkt  man  sich  n  Punkte  einer  Curve  gegeben 
und  fügt  die  Bestimmung  hinzu,  dass  dieselben  alle  in  einen  ein- 
zigen zusammenfallen  sollen,  so  sind  ausser  diesen  n  Punkten 
auch  noch  in(n — 1)  Punkte  gegeben;    denn  durch  diese  n  Punkte 

Ttfiil  VII,  9 
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gehen  n  Zweige  der  Curve^  und  diese  würden  sieb,  sowie  n  Ge 
rade^  in  ^71(71 — 1)  Punkten  schneiden,  indem  man  von  je  zwei 
Zweigen  nur  einen  einzigen  Durchschnittspunkt  nimmt,  weil  sie 
sich  sonst  hei  der  Vereinigung  zweier  DurchschnittspHnkte  in  lenem 
n  fachen  Punkte  berühren  würden.  Auch  kann  ein  solcher  Durch- 
schnitt zweier  Zweige  hier  nicht  als  Doppelpunkt  gelten ,  weil  der 
eine  der  beiden  Punkte  desselben  immer  als  einer  von  jenen  n 
gegebenen  und  bereits  in  Rechnung  gebrachten  Punkten  anzu- 
sehen ist. 

3)  'Eine  Curve  der  nten  Ordnung  ist   im  Allgemeinen 
durch  iw(?i+3)Punkte  vollkommen  bestimmt. 


§.  11. 

Die  Tangenten  in  den  Hauptpunkten;    Rückkehr- 
punkte und  isolirte  Punkte. 

Kehren  wir  wieder  zu  dem  allgemeinen  Falle  des  §.  8  zurück 
und  denken  uns  eine  Curve  C  der  nten  Ordnung,  welche  in  B  einen 
/7 fachen,  in  B'  einen  Q^fachen,  in  B"  einen  r fachen  Punkt  besitzt. 
Es  sei  Zx  ein  Strahl  von  Bi ,  welcher  in  diesem  Punkte  B^  einen 
der  Zweige  der  entsprechenden  Curve  (^^  berührt,  und  es  sei  Z 
der  ihm  entsprechende  Strahl  von  J5;  da  l^i  ein  (w  —  («+r))facher 
Punkt  ist,  so  hat  Zi  in  diesem  Punkte  n — ((y+r)  + 1  Punkte,  und 
ausserdem  noch  2w  —  {p-\-q-{-T)  —  {n  —  (^+r)  + 1)  =  71 — p — 1  Punkte, 
welche  beliebig  liegen,  mit  (£1  (gemein.  Diesen  letzteren  ent- 
spricht eine  gleiche  Anzahl  von  Wnkten,  welche  der  Strahl  Z 
mit  C  gemein  hat,  und  die  weder  in  den  Punkt  B  noch  in  die 
Gerade  P  fallen.  Aber  Z  hat  mit  €  n — p  Punkte  gemein ,  welche 
nicht  in  B  fallen  ;  also  fällt  einer  dieser  n — p  Punkte  in  die  Ge- 
rade jP.  Folglich  entsprechen  den  Tangenten,  welche  die  n — {q-{-r) 
Zweige  der  Curve  €1  m  Bi  berühren,  diejenigen  Strahlen  von  B, 
welcfie  nach  den  w— 'C^+r)  Durchschnitten  von  *£  und  P  gerich- 
tet sind,   und  umgekehrt. 

1)  Denjenigen  Strahlen  einesHauptpunktes,  welche 
nach  den  Durchschnitten  einer  Curve  und  der  Gegen- 
seite des  Hauptdreiecks  gehen,  entsprechen  eben- 
soviele  Strahlen  des  zugeordneten  Hauptpunktes, 
welche  die  verschiedenen- Zweige  der  entsprechenden 
Curve  im  Hauptpunkte  berühren;    und  umgekehrt. 

Fallen  zwei  oder  mehrere  jener  Durchschnittspunkte  von  £ 
und  P  in  einen  einzigen  zusammen,  d.  h.  hat  £  mit  P  eine  zwei 
oder  mehrpunktige  Berührung,  so  fallen  auch  andererseits  zwei 
oder  mehrere  jener  Tangenten  zusammen,  d.  h.  zwei  oder  meh- 
rere Zweige  der  Curve  £1  haben  in  Bi  eine  gemeinschaftliche 
Tangente.  In  diesem  Falle  heisst  der  Punkt  Bi  ein  Rückke hr- 
punkt von  £1,  und  zwar  der  Arten  Klasse,  wenn  sich  in  demsel- 
ben k  Zweige  der  Curve  berühren.  Auch  wird  ein  Tzfacher  Punkt 
einer  Curve  der  («-|-l)ten  Ordnung,  in  welchem  sich  alle  n  Zweige 
berühren,  xar  i^ornv  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve  genannt.  Etat 
die  Gerade  P  mit  £  ein  oder  mehrere  Punktenpaare  weniger  ge- 
mein, als  die  Ordnung  der  Curve  fordert,  so  fallen  auch  in  £1 
ebensoviele  Tangentenpaare  hinweg,  und  da  letzteres  nur  denkbar 
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I 

\8t,  wenn  auf  den  betreffenden  Zweigen  von  S^  ^^^n  stetiger 
Uebergang  vom  Punkte  Bi  zu  anderen  Punkten  dieser  Zweige 
stattfindet,  so  erscheint  der  Punkt  JBi  als  ein  von  diesen  Zweigen 
abgesonderter  oder  isolirter  Punkt  der  Curve. 

2)  Einem  Jeden  Punkte,  in  welchem  eine  Curve  eine 
Hauptiinie  der  einen  Ebene  berührt,  entspricht  ein 
Rückkehrpunkt  der  geometrisch  verwandten  Curve;  und 
zwar  berühren  sich  in  demselben  ebensoviele  Zweige 
der  Curve,  soviele  Punkte  der  ersten  Gurve  in  jenem 
Berührungspunkte  zusammenfallen. 

3)  Wird  eine  Hauptlinie  in  zwei  oder  mehreren  Punk- 
ten weniger  geschnitten,  als  die  Ordnung  der  Curve 
erfordert,  so  hat  die  verwandte  Curve  im  zugeordneten 
Hauptpunkte  einen  zwei  oder  mehreren  Zweigen  ange- 
hörig en  isolirten  Punkt. 

4)  Ein  und  derselbe  Punkt  einerCurve  kann  zu  glei- 
cher Zeit  für  einige  Zweite  derselben  ein  gewöhnlicher 
vielfacher,  für  andere  ein  Rückkehrpunkt  und  wieder 
für  andere  ein  isolirter  Punkt  sein. 

Es  gehe  von  dem  pfachen  Punkte  B  der  Curve  ^  irgend  eine 
Tangente  t  an  6 ,  deren  Berührungspunkt  t  nicht  in  B  lalle ;  so 
hat  f  ausser  den  Punkten  B  und  t  noch  w—;^— 2  Punkte  mit  £ 
gemein;  und  ist  t}  der  entsprechende  Punkt  von  t,  so  hat  die 
entsprechende  Gerade  /^  ausser  den  Punkten  Bi  und  tj  auch  nur 
noch  n — p — 2  Punkte  mit  £i  gemein.  Da  nun  die  Ordnung  der 
letzteren  =2n  —  (p  +  q+r)  und  Bi  ein  (wT-(5'+r))facher  Punkt 
ist,  so  muss  der  Punkt  ti  eine  Anzahl  von  2« — (p-{-ff-i-r)  —  (n — (q+r)) 

—  (« — p — 2)=t2  Punkten  der  Curve  vertreten,  d.  h.  ti  berührt  Ci 
in  ti. 

5)  Einer  jeden  Tangente  der  einen  Curve,  weiche 
durch  einen  Hauptpunkt  geht,  deren  Berührungspunkt 
aber  nicht  in  diesen  letzteren  fällt,  entspricht  wieder- 
um eine  Tangente  der  verwandten  Curve,  welche  durch 
den  zugeordneten  Hauptpunkt  geht;  und  zwar  sind  die 
Berührungspunkte  beider  Tangenten  entsprechende 
Punkte. 

Dagegen  wird  jeder  Tangente  A  von  Q[ ,  welche  kein  Strahl 
eines  Hauptpunktes  ist,  also  ausser  dem  Berührungspunkte  a  noch 
n — 2  Punkte  mit  €  gemein  hat,  ein  Kegelschnitt  [-di]  entsprechen ; 
derselbe  hat  überhaupt  2(2w — (p+q+r)) Punkte  mit  £i  gemein, 
von  denen  eine  Anzahl  von  n  —  (/?  +  ^)+w  —  (y  +  r)+w  —  ip-\-r) 
=  3w — 2(/)+^H-r]  Punkten  nach  !ßi,  Bi',  j&i"  gehören  ;  zieht  man 
diese  und  die  Jenen  «  —  2  Punkten  entsprechenden  Punkte  von 
den    ersteren    an,     so   bleiben    An  —  2(p+94-r)  —  (3w  —  2(^-f^-l-r)) 

—  (n — 2)=: 2  Punkte,  welche  also  mit  dem  dem  o  entsprechenden 
Punkte  Hl  zusammenfallen ;  d.  h.  der  Kegelschnitt  [Ai]  nerührt  <£} 
In  Oj. 

ß)  Jeder  Tangente  der  einen  Curve,  welche  kein 
Strahl  eines  Hauptpu  nktes  ist,  entspricht  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  aurch  die  drei  Hauptpunkte  geht  und 
die  verwandte  Curve  in  dem,  dem  Berührungspunkte 
der  ersteren  entsprechenden  Punkte  berührt. 

9* 


132 


§.  12. 

Bestimmung  der  Klassenzahl  einer  Curve  der 

nten  Ordnung. 

Durch  den  5ten  Satz  des  $.  11.  sind  wir  nun  in  den  Stand 
gesetzt,  die  Frage  nach  der  Kfasse  einer  Curve  tou  gegebener 
Ordnung  —  eine  Fräse,  welche  vor  einigen  Decennien  einen  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  fast  unerhörten  Streit  hervorrief  — 
auf  exakte  Weise  und  ohne  Hülfe  der  höheren  Gleichungen  zu 
beantworten. 

Da  die  Tangenten  einer  Curve  der  nten  Ordnung  offenbar 
stetig  aufeinander  folgen,  so  bilden  sie  eine  Curve  von  einer 
bestimmten  Klasse,  welche  wir,  da  sie  eine  Funktion  der  Zahl  n 
sein  muss,  durch  F{n)  bezeichnen  wollen.  Denkt  man  sich  näm- 
lich von  einem  beliebigen  Punkte  alle  diejenigen  Geraden  gezogen, 
auf  denen  sich  zwei  Punkte  einer  Curve*  der  nten  Ordnung  verei- 
nigen, so  werden  im  Allgemeinen  alle  diese  Geraden  Tangenten 
der  Curve  sein,  und  die  Zahl  dieser  Tangenten  ist  es,  welcbemit 
F(n)  bezeichnet  wird.  Hat  aber  jene  Curve  irgend  einen  vielfachen 
Punkt,  so  vereinigen  sich  zwar  auf  derjenigen  Geraden,  welche 
nach  diesem  Punkte  geht ,  auch  ein  oder  ^lehreremale  zwei  Punkte 
der  Curve,  aber  weder  diese  Punkte,  noch  aqch  diese  Gerade  und 
die  Tangenten  der  Curve  stehen  in  stetigem  Zusammenhange  mit- 
einander. Es  wird  also  durch  einen  vielfachen  Punkt  die  Zahl 
F{n)  um  eine  gewisse  Zahl  vermindert. 

Für  den  besonderen  Fall,  den  wir  zunächst  betrachten  werr 
den,  lassen  wir  die  Grösse  dieser  Verminderung  ganz  unberück- 
sichtigt, indem  wir  unter  q)(n)  die  Anzahl  der  wirklichen  Tangen- 
ten verstehen,  welche  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  an  eine 
Curve  der  nten  Ordnung  mit  einem  (n  —  l)fachen  Punkte  ziehen 
lassen.  Es  sei  £  diese  Curve  und  ß  der  (n  —  l)fache  Punkt  der- 
selben, während  die  beiden  anderen  Hauptpunkte  B' ,  B"  nicht 
auf  der  Curve  liegen.  Die  entsprechende  Curve  €i  ist  von  der 
(n-|-l)ten  Ordnung  und  hat  in  B^  einen  nfachen,  in  B^'  und  B^" 
einen  einfachen  Punkt.  Also  ist  auch  die  Klasse  von  <£|  mit  <P(fi-f-i) 
zu  bezeichnen.  Von  einem  der  Punkte  B^^  B!'  gehen  an  S  eine 
Anzahl  von  ^^(n)  Tangenten ,  und  diesen  entsprechen  eine  gleiche 
Anzahl  Tangenten  der  €i,  welche  durch  den  Punkt  B^  ,  B^' 
gehen,  aber  diesen, Punkt  nicht  zum  Berührungspunkte  haben. 
Man  kann  also  vom  Punkte  B^  im  Ganzen  <]p(n)  Hh  1  ^^ng^nten  an 
Ci  legen;  folglich  werden  von  einem  beliebigen  Punkte,  der 
nicht  anfiel  hegt,  höchstens  a>(n) +2  Tangenten  ausgehen,  und 
man  hat  demnach  die  folgende  Kelation: 

Zu  derselben  Relation  würde  man  übrigens  auch  gelangt  sein,  wenn 
man,  statt  des  Punktes  B' y  den  (n— l)fachen  Punkt  B  gewählt 
hätte.  Denn  ausser  den  n— 1  Tangenten,  welche  S  in  J?  berühren, 
und  deren  Anzahl  für  einen  beliebigen  Punkt  doppelt  zu  rech- 
nen ist,  gehen  von  dem  Punkte  B  noch  (p(fi) — 2(n — 1) Tangenten 
an  <3[;    diesen  entsprechen  eine  gleiche  Anzahl  Tangenten  von  (^i» 
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welche  die  Curve  nicht  in  Bi  berühren;  hierzu  kommen  noch  n 
Tangenten,  deren  Berührungspunkt  ß,  ist,  und  die  für  einen  be- 
liebigen Punkt  doppelt  zu  recnnen  sind;    also  ist 

9(n+i)  =  9>(«)^2(«— *l)  +  2M=:g>(fi)  +  2,  oder 

9<«+i)  —  g>{n)='2;  folglich  ist  auch....     (l) 

9(»f3)— <;p(nf2)  =  2: 

»,  •      . 

•  •      • 

•  •      • 

<P(y>) — <p(p^i)r=:'2;   durch  Addition  \vird  hieraus: 
9(  /» ) — 9( » )  ~  2(/>--7i)  oder 

9(j,)  — 2/l  =  9(n)  —  2w....     (2). 

Aber  von  einem  Punkte  lassen  sich  an  eine  Curve  der  Iten 
Ordnung,  die  Gerade,  keine,  und  an  einen  Kegelschnitt,  ak 
Curve  2ter  Ordnung,  nur  2  Tangenten  legen,  so  dass 

9(i)  =  0  und  9(2)  =  2  ist; 

also  hat  man  für  /?  =  !  und  ebenso  auch  für  j9=2: 

9>(fi)— 2n  =  -— 2  oder 
97(n)=2(n— 1). 

1)   Eine  jede  Curve  der  nten  Ordnung,    mit  einem, 
(n — l)fachen,  Punkte,     ist    zugleich    eine    Curve    der 
2(71 — l)ten  Klasse. 

Coroilar.  An  eine  Curve  der  3ten  Ordnung,  mit 
einem  Doppelpunkte,  lassen  sich  von  einem  beliebi«* 
gen  Punkte  aus  im  Allgemeinen  und  höchstens  4  Tan- 

fenten,  und  an  eine  Curve  der  4ten  Ordnung,  miteinem 
fachen  Punkte,  6  Tangenten  legen. 

Um  nun  die  Zahl  F{h)  für  eine  Curve  der  7tten  Ordnung  über- 
haupt, welche  keine  viellachen  Punkte  oder  deren  mehrere  und 
von  beliebiger  Vielfachheit  besitzt,  bestimmen  zu  können,  gehe 
die  Bemerkung  voraus,  dass,  da  eine  Verminderung  der  Zahl  F{n) 
offenbar  nur  von  vielfachen  Punkten  herrühren,  und  die  Grosse 
dieser  Verminderung  nur  von  der  Anzahl  der  in  einem  solchen 
Punkte  vereinigten  Punkte,  und  nicht  etwa  zugleich  auch  von  der 
Ordnung  der  Curve  abhängen  kann ,  diese  Grosse  für  einen  /^fachen 
Punkt  =/'(p),  und  wenn  zugleich  ein  p-,  ein  9-,  ein  rfacher 
Punkt  u.  s.  w,  vorhanden  ist,  =/(i»)+/(g)+/(r|....  gesetzt  wer- 
den kann,  wo  f(p)  nur  als  von  p  und  nicht  aucn  von  n  abhängig 
gedacht  wird. 

Es  habe  nun  eine  Curve  C  der  nten  Ordnung  in  B  einen 
»fachen  Punkt,  gehe  aber  weder  durch  B'  noch  durch  B";  so 
ist  die  entsprechende  Curve  (£1  von  der  (2it — ^Uen  Ordnung,  be- 
sitzt in  ßi  einen  nfachen,  und  sowohl  .in  Bi  als  Bi'  einen 
(n-— p)fachen  Punkt.    C  wird  in  B  von  p  Geraden  berührt,  welche 
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für  eineo  beliebigen  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  reebnen  sind; 
also  ist  die  Anzahl  der  Tangenten ,  welche  ausserdem  noch  von  B 
an  €  gelegt  werden  können,  und  denen  allein  Tangenten  von  £i 
entsprechen,  =/'(«) — /(«) — 2p.  Vom  Punkte  Bi  gehen  an  €i 
n  Tangenten ,  deren  Berührungspunkt  B^  ist ,  und  welche  für  einen 
beliebigen  Punkt  der  Ebene  doppelt  zu  rechnen  sind,  und  ausser- 
dem noch  die  jenen.  F(n) — /(p) — 2p  Tangenten  entsprechenden; 
also  ist 

F{in^P)  — /(n)  —  2./(,t-p)  =  F(„)  '-f{p)--)ip  +2m....     (1). 

I 

Oder  aber:  Vom  Punkte  B'  gehen  an  S  im  Gauzen  F{n) — f{p) 
Tangenten,  denen, eine  gleiche  Anzahl  von  ^^  entspricht,  deren 
Berührungspunkt  By  nicht  ist.  Zu  diesen  letzteren  kommt  noch 
die  doppelte  Anzahl  der  Tangenten,  deren  Berührungspunkt  Bi 
ist,  so  ist  F^n)  —  /(i»)+2(n— /?)  die  Anzahl  sämmtlicher  Tangen- 
ten, welche  von  einem  beliebigen  Punkte  an  S^  gelegt  werden 
können ;    also 

eine  Relation,  weiche  mit  der  vorigen  identisch  ist.  Setzt  man 
hier  zunächst  p  =  w— ^1,  so  erhält  man,  weil  /i:i)  =  0: 

F(n+i)— F(»)=/(n)— /(„_i)+2;   folglich....    (2). 

F(n+2)  — F(n+l)=/iii+l)'— /(n)  +  2; 

^(«4-3)  — F(„+2)  =/(n+2)  — /(n+l)  +  2;      . 

•  •  •  .  . 
.                    •                       •                     .  • 

•  •  .  .  . 

■F(j>)--F(p--i)  =/(p^i) — f{p—2)  +  2;     durch  Addition . - 

F(p)  — F(«)=/(p,«i)— /(n_l)+2(p-^)....      (3). 

Setzt  man  hier  p==n-|-2,  so  wird: 

4 

F(»4-2)  — F(n)  =  /(»fi)— /(n_l)  +  4....     (4); 

und  fur^=l  oder  2  erhält  man,  weil  F(i)  =  0,  F(a)==2,  /(q)  =  0, 
/(i)=0  ist: 

F(«)— /(n_i)=2(n-.l)....      (5). 

Ferner  wird  aus  (1),  wenn  p=w— 2  gesetzt  wird: 

F(n+a)^F(n)=/(n)— /(n-.2)  +  2./(2)+4....     (6); 

also  durch  Verbindung  von  (4)  und  (6): 

<        /<«+i)— /(n-i)=/(n)— /<n-a)+2./(2);   olsoauch....     (7) 

/(n+3)  — /(n+ 1)  =/(«+a)  — /(»)  +  2  . /(a) ; 
/fn+ö)  — /(n+a)  =/(ii+4)  — /(n+2)  +  2  .f{^) ; 

•  ...  .  »  < 
>                                  .                                      ... 

•  \  ... 

/(p)'-^/(p~2)  =  /(p-li)— /b>~3)+2./(2);  durch  Addition:- 

/<p)^/(n-l)=/(p-l)— /(n-2)  +  (p— »+l)./(;2) 
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oder: 

/(j»)— /(i»-i)— /'•/(2)=/(«-i)-'/(«-2)— (w— l)./(a)....    (8); 
also  für  it=2: 

/(i»)— /lp-i)  =  (p~l)-A2)-    Demnach  ist....    (9) 

'  •  •  ^ 

•  •  •  ' 

•  •  • 

A«)—/(»"i)  =  (^— 1)7(2) ;    durch  Addition: 
A»)-/(i»)  =  i(«--/?)(w+??-l).Aa)--     (10)- 

Hieraus  wird  für  p=.Q  oder  1: 

/(ii)=4w(«— l)./(a).    (11). 

Aber  nach  (5)  ist: 

F(„,=/ln^i)+2(n-l),=  4(«— l)(«-2)/(a)+2(w^l); 
folglich  ist 

/^(«) = i  («-!)  («-2)  ./(^) + 2  («-1)....     (12) ; 

und  da  eine  Curve  der  Oten  Ordnung  gewiss  auch  keine  Tangen- 
ten besitzt,  also  jP(o)=0  ist,  so  ist  für  n=0: 

/J2)=2....     (13); 

und  setzt  man  diesen  Werth  von/(2)  in  (11)  und  (12),  so  findet  sich: 

A»)=»(«— I)-M    (14) 
und  ebenso  auch: 

F(„)=w(n-^1)....     (15). 


3^   ] 
und  hoi 


2)  Durch  einen  jed;Bn  /»fachen  Punkt,  welchen  eine 
Curve  der  nten  Ordnung  besitzt,  wird  die  Klassenzahi 
derselben  um  p{p — l)Linheiten  erniedrigt. 

3)  Eine  Curve  der  nten  Ordnung  ist  im  Allgemeinen 
chstens  zugleich  eine  CurvQ  der  n(n>— l)ten  Klasse. 

CoroUar.  Eine  Curve  der  3ten,  4ten,  5ten....  Ordnung 
ist  im  Allgemeinen  und  höchstens  eine  Curve  der  6ten, 
12ten,  20ten....  Klasse. 

Besitzt  nun  eine  Curve  S  der  nten  Ordnung  in  den  Hauptpunk- 
ten einen  /i-,  einen  q-  und  einen  rfachen  Punkt,  sonst  aber  keinen 
vielfachen  Punkt,  so  ist  £i  von  der  (2» — (/>+^-H'))ten  Ordnung 
und  besitzt  auch  bloss  in  den  Hauptpunkten  einen  (n — (p+9)}-» 
einen  {n — (p+r))-  und  einen  (« —  (^+r))fachen  Punkt;  also  ist 
die  Klasse  von  Ci  = 

(2it-(p+y+r))(2»t— (/i+y+r)-l)-(n-(p+^))(«-(;?+^)-l) 

—  (n — (p+r))  (n  —  (p+r)  —  1)  —  (n  —  (^+r))  {n — (y+r)  —  1) 

=  «(«+l)-p(/?+l)-^(V+l)-r(r+l). 
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Und  auch  unig;ekehrt,  indem  CTi  &d  die  Stelle  von  <£  gesetzt 
wird,  findet  sich  die  Klasse  von  C  = 

(2«  -  (p+q+r))  (2n  -  (p  +g+r)  + 1)  -  (n  -  (p+q))  (n  -  (/>+^)+l) 

-(n-(p+r))(»-(p+r)  +  l)-(«-(5^+»-))(«-(9'+*-)  +  l) 
=n(ii— 1)— p(p— t)  -  5r(y— 1)— r(r— 1), 

wie  es  von  vornherein  zu  erwarten  stand. 

4)  Einer  Curve  der  Ttten  Ordnung  entspricht  im  Allge- 
meinen und  höchstens  eine  Curve  aer  n(n-^\)ten  Klasse. 

Endlich,  da  jedem  vielfachen  Punkte  von  C»  der  nicht  Haupt- 
punkt ist,  ein  ebensovielfacher  Punkt  von  Cj  entspricht,  so  folgt: 

5)  Besitzt  eine  Gurve  der  7iten  Ordnung  in  den  drei 
Hauptpunkten  einen  /?-,  einen  q-  und  einen  rfachen 
PuuKt  und  ausserdem  noch  einen  beliebigen  n-y  x-, 
^-...fachen  Punkt,  so  ist  die  Ihr  entsprechende  Curve 
von  derselben  Klasse,  als  eine  Curve  der  (n-f-l)ten  Ord- 
nung, welche  einen  (/?-|-l)-,  einen  (y+1)-,  einen  (r+1)- und 
einen  tt-,  x-,  ^-...fachen  Punkt  besitzt. 


§.  13. 

Konstruktion  einiger  Curven  höherer  Ordnung  mittels 
des  blossen  Lineals,    und  Uebertragung  einiger  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  auf  höhere  Curven. 

Aufgabe. 

Eine  Curve  der  dritten  Ordnung  mittels  des  blossen  Li- 
neals punktweise  zu  zeichnen,  sobald  ein  Doppelpunkt 
Bi"  und  ausserdem  irgend  sechs  Punkte  Bi,  B^  y  o^,  b^, 
Cj,  öl  derselben  beliebig  gegeben  sind. 

Auflösung. 

Man  verbinde  den  Doppelpunkt  B^'  (Taf.  H.  Fig.  2.)  mit  zweien 
der  (ihrigen  Punkte,  z.  B.  mit  B^  und  B^  ^  durch  die  Geraden  A', 
Pi ,  und  diese  Punkte  mit  sich  selber  durch  die  Gerade  P^'^  ziehe 
zwei  beliebige  Gerade  A^  Ä\  welche  die  PJ'  resp.  in  Pj,  p^' 
schneiden,  und  von  denen  die  eine,  A,  der  /\  in  p,  die  andere, 
Ä,  der  P^  in  p'  begegnet;  verbinde  die  Punkte  p,  p'  mit  einan- 
der durch  die  Gerade  JP",  nehme  auf  P"  irgend  zwei  Punkte  B, 
jff  an  und  verbinde  B  mit  Pi  durch  P,  B  mit  Pi'  durch  P.  Der 
Durchschnitt  von  P,  P  heisse  B"*  Nun  denke  man  sich  zwei 
perspektivische  Strahlbüschel  By  fij,  deren  persp.  Durchschnitt  ^, 
und  wieder  zwei  andere,  jB',  ä',  deren  persp.  Durchschnitt  A' 
ist,  unjl  zwei  Ebenen  S,  Si  in  Bezug  auf  diese  zwei  Paar  Strahl- 
büschel geometrisch  verwandt;  bestimme  in  S  die  den  Punkten 
<>i^  ^i>  ^1'  ^1  entsprechenden  Punkte  o,  b,  c,  b  und  l^e  durch 
die  fünf  Punkte  B" ,  n ,  b ,  c ,  b  einen  Kegelschnitt  jt ,  d.  h.  man 
suche  beliebig  viele  andere  Punkte  e,  f....  desselben,  was  sich 
auf  mehrfache  Weise  durch  blosses  Linienziehen  hewirken  lässt. 
Endlich  bestimme  man  in  S^  die  den  Punkten  e,  f....  entsprechen 
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den  Punkte  Ci,  fi ;    so  gehören  sänimtllche  Punkte  £/',  B^, 

•^i»  ^19  ^t  <^i^  ^19  ^19  fi— «9  und  zwar  ersterer  als  Doppelpunkt^ 
einer  und  derselben  Curve  dritter  Ordnung  an. 

Beweis. 

Da  der  Verbindungslinie  P'  der  Punkte  B^  B' ,  insofern  sie 
dem  Strahibuschel  B  oder  K  angehört^  in  den  Strahlbüscbeln 
Biy  Bi  die  Gerade  Pi  oder  /\  entspricht ,  und  da  ebenso  der 
Geraden  P^"  in  den  Strahlbüscbeln  B ,  B'  die  Geraden  P,  P 
entsprechen^  so  sind  die  Punktenpaare  B,  B^ ;  R»  JBJ/ ;  JB",  B^" 
die  zugeordneten  Hauptpunkte  der  Ebenen  S,  S^.  Und  da  nun 
der  Kegelschnitt  JC  im  Allgemeinen  nur  durch  einen  Hauptpunkt 
B"  geht,  so  ist  die  demselben  entsprechende  Curve  von  der 
2«2— l=3ten  Ordnung  und  besitzt  in  Bi"  einen  2fachen  und  in 
jedem  der  Punkte  Bi^  Bi    einen  2  —  1  =  Ifachen  Punkt  (§.8.  !.)• 

Sind  überhaupt  in  einer  Ebene  (f|  von  einer  Curve  S^  der 
7iten  Ordnung,  welche  einen  (n — l)fachen  Punkt  B^^'  besitzt,  die- 
ser Punkt  Bx"'  und  ausserdem  272  Punkte  beliebig  gegeben ,  von 
denen  irgend  zwei  Bi,  B^  heissen  mögen,  und  bestimmt  man  die 
Punkte  D  9  B' ,  B"  ebenso  wie  in  der  obigen  Aufgabe,  und  noch 
die  den  übrigen  2n— 2  «gegebenen  Punkten  entsprechenden  Punkte, 
so  ist  nach  §.  10.  1.  durch  diese  2n-^2  Punkte  und  den  Punkt 
JB"  eine  Curve  der(w — l)ten  Ordnung ,  welche  JB"  zum  (w — ^2) fachen 
Punkte  hat,  bestimmt,  und  ist  die  der  €]  entsprechende  Curve  <£. 
Man  würde  also  jene  Curve  S]  mit  dem  blossen  Lineal  zeichnen 
können,  wenn  die  Curve  S  gezeichnet  vorläge.  Nun  aber  lässt 
sich  die  der  2ten  Ordnung,  also  auch  die  der  oten  mit  einem  Dop- 
pelpunkte, die  der  4ten,  5ten,  6ten....nten  Ordnung  mit  einem  o-, 
4-,  5-....(n — 1) fachen  Punkte  mittels  des  blossen  Lineals  zeichnen. 
(Vgl.  Analyse  des  transversales  appliquee  ä  la  recher- 
che  des  proprietes  projectives  des  lignes  et  surfaces 
g^om^triuues  par  M.  J.  V.  Poncelet.  art.  204.  inCrelle's 
Journal.  Bd.  8.  Hft.  2.). 

1)  Eine  jede  Curve  der  wten  Ordnung,  welche  einen 
(n—  l)fachen  V'unkt  besitzt,  lässt  sich  punktweise  mit- 
tels des  blossen  Lineals  zeichnen,  sobald  dieser  viel- 
fache Punkt  und  ausserdem  %i  Punkte  der  Curve  be- 
liebig gegeben  sind. 

Es  seien  in  Taf.  H.  Fig.  2.  durch  den  (beliebigen)  Punkt  Bi  der 
Curve  3.  O.  .^j  die  Geraden  Oj,  6x,  Cj,  c?i....  gelegt,  welche  den  (eben- 
falls beliebigen)  Strahl  /\  des  Doppelpunktes  Bi"  in  den  Punk- 
ten oTi ,  j3i ,  7i ,  ^x  -  •  •  •  uiid  die  Curve  selbst  nroch  in  den  Punkten- 
paaren tti,  Oj  ;  bi,  bi';  1*1,  Ci';  ^l ,  N'....  schneiden;  und  es 
sei  auf  jeder  noch  ein  Punkt  aj',  jS^ ,  y^ ,  £/.•••  so  bestimmt,  das« 
tn-i,  xti  mit  dl,  Ol';  j^x»  ßi  ^^^  ^ly  W  u*  ^'  f*  harmonisch  sind. 
Dann  sind  nach  §.  6.  4.  die  je  vier  solchen  Punkten  entsprechen- 
den Punkte  ebenfalls  harmonisch ,  und  da  allen  Punkten  orj ,  ß^y 
yij  öl...,  ein  und  derselbe  Punkt  B  entspricht,  und  die  entprechen- 
den  von  a^,  o^';  b|,  bx'....  einem  Kegelschnitte  ÜIC  angehören,  so 
liegen,  wie  bekannt,  alle  Punkte,  welche  den  otx',  &'  yi  ^x'—» 
entsprechen,  auf  einer  Geraden,  nämlich  der  harmonischen  Polare 
von  B  für  St,  und  folglich  die  Punkte  cci/ß/,  yx»  V»*  selber  auf 
einem  Kegelschnitte ,  welcher  durch  Bi,  B^y  Bi"  geht  u.  s.  w. 
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2)  Legt  man  durch  den  Doppelpunkt  einer  Curve 
dritter  Ordnung  irgend  eine  Gerade  Pj ,  und  durch 
irgend  einen  anderen  Punkt  B^  derselben  beliebig 
viele  Gerade  «x»  ^h»  ^i '  <(i***-  und  bestimmt  auf  Jeder 
denjenfgen  Punkt,  welcher  zu  den. beiden  neuen  Punk- 
ten und  zu  dem  der  Geraden  Pj  angehorigen  der  vierte 
harmonische,  dem  letzteren  zugeordnete  Punkt  ist, 
so  liegen  alle  diese  neuen  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schnitte, welcher  der  Curve  im  Doppelpunkte,^  im 
Punkte  Biy  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  die  Ge- 
rade Pi  dieselbe  von  Neuem  schneidet,  undausserdem, 
wenn  sie  vorhanden  sind,  in  den  Berührungspunkten 
der  beiden  Tangenten,  welche  von  Bi  andieselbegehen, 
begegnet. 

Den  Strahlenpaaren,  welche  den  Doppelpunkt  BJ'  mit  jenen 
Durchschnittspunkten  a|,  o/;  bt »  bi';  q,  Ci'....  verbinden,  ent- 
sprechen in  (£  ebensoviele  tStrahienpaare ,  welche  die  entsprechen- 
den Punkte  a^  Ci'y  b,  &';  c,  <;'....  des  Kegelschnittes  St  mit  dem 
Punkte  B"  verbinden;  diese  Strahlenpaare  aber  bilden,  weil  die 
Linien  ao! ,  hV ^  cc'....  durch  einerlei  Punkt  B  gehen,  nach  Archiv 
Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  §.  3;  3.  eine  Involution  von  Strahlen;  also  hat 
man  nach  §.6.  1.  den  folgenden  Satz: 

3)  Legt  man  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Curve 
dritter  Ordnune,  welche  einen  Doppelpunkt  besitzt, 
beliebig  viele  &erade,  so  bilden  die  iStrahlenpaare, 
welche  den  Doppelpunkt  mit  den  neuen  Durchschnit- 
ten dieser  Geraden  und  der  Curve  verbinden,  eine  In- 
volution von  Strahlen,  und  zwar  gehen  die  Haupt- 
strahlen dieser  Involution,  wenn  sie  vorhanden  sind, 
nach  den  Berührungspunkten  der  beiden  von  jenem 
Punkte  ausgehenden  Tangenten. 

Durch  irgend  einen  Punkt  p^  ^^^  Ebene  S^  und  durch  die  ^ 
drei  Punkte  B^i  ^x  *  ^i"  dente  man  sich  beliebig  viele  Kegel- 
schnitte 21] ,  Q3i ,  <£i ,  ^1 . . .  •  gelegt ;  so  wird  im  Allg.  ein  jeder 
derselben  die  Curve  ki  in  nocn  zwei  Punkten  Oi,  o^';  bi,  bi'; 
^19  ^'9  bi,  bx'*"*  schneiden,  und  auf  jedem  wird  es  einen  Punkt 
^19  Hi9  7i9  K""9  geben  ,^  welcher  mit/^i,  als  zugeordnetem  Punkte, 
und  mit  ü^,  n^';  b],  b/....  vier  harmonische  Punkte  des  betreffen- 
den Kegelschnittes  bildet.  Jenen  Kegelschnitten  2(i,  ^1,  (£],  S]... 
entspredien  in  <S  ebensoviele  Gerade,  welche  durch  einerlei  Punkt 
p  gehen,  den  Punkten  aj,  a^';  bi,  bi'....  die  Durchschnitte  dieser 
Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  5C,  und  den  Punkten  of^ ,  ßi ,  v^, 
^1....  solche  Punkte,  welche  mit  p,  als  zug.  Punkte,  und  mit  die- 
sen Durchschnitten  vier  haimonische  Punkte  bilden,  also  sämmt- 
lich  der  barm,  polare  des  Punktes  p  für  S,  angeboren.  Folglich 
liegen  auch  die  Punkte  «i,  ßi,  yj,  di«...  alle  auf  einem  Kegel- 
schnitte u.  s.  w. 

4)  Haben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  mit  einer 
Curve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt  und  zwei 
einfache  Punkte  und  unter  sich  noch  einen  vierten 
Punkt»!  gemein,  und  bestimmt  man  auf  einem  jeden 
dieser  Kegelschnitte  zu  den  beiden  Punkten,  in  welchen 
er    noch   ausserdem   die   Curve   schneidet,    und    zu  dem 
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Punkte  pif  als  zugeordDetem,  den  vierten  harmonischen 
Punkte  so  liegen  alle  diese  vierten  Punkte  auf  einem 
neuen  Kegelschnitte,  welcher  mit  jener  Schaar  und  der 
Curve  die  nämlichen  drei  Punkte  gemein  hat  und  die  letz- 
tere in  denjenigen  zwei  Punkten  schneidet,  in  welchen 
sie  von  zwei  Kegelschnitten  jener  Schaar  berührt  wird. 
Sind  von  einer  Curve  der  4ten  Ordnung,  weiche  drei  Doppel- 

4  (4+3)      2  (2+1) 
punkte  besitzt,  ausser  diesen  letzteren  noch  — 5 3 — 5 — ^=6 

einfache  Punkte  gegeben,  so  ist  dieselbe,  und  mit  ihr  zugleich, 
als  die  ihr  entsprechende  Curve,  ein  Kegelschnitt  vollkommen  be- 
stimmt ;  da  nun  dieser  mittels  des  Lineals  sich  zeichnen  lässt, 
so  folgt: 

ö)  Eine  Curve  der  vierten  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten lässt  sich  punktweise  mittels  des  blossen  Line- 
als zeichnen,  sobald  diese  drei  Doppelpunkte  und  aus- 
sjerdem  irgend  fünf  Punkte  derselben  gegeben  sind. 

Die  Ausführung  sei  dem  Leser  überlassen.  Sind  die  drei 
Doppelpunkte  insbesondere  drei  Rückkehrpunkte,  so  entspricht 
nacll  .§.  11.  2.  der  Curve  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  drei  Haupt- 
linien der  Ebene  berührt,  und  den  drei  Tangenten  In  den  Rück- 
kehrpunkten entsprechen  diejenigen  Geraden,  welche  die  Berüh- 
rungspunkte des  Kegelschnittes  mit  den  Gegenecken  des  Haupt- 
dreiecks verbinden;  solche  drei  Geraden  aber,  wie  bekannt, 
schneiden  einander  in  einerlei  Punkte;    also: 

6)  Die  drei  Tangenten  in  drei  Rückkehrpunkten  einer 
Curve  vierter  Ordnung  gehen  durch  einen  und  denselben 
Punkt. 

Ferner  erhält  man  auf  ähnliche  Weise,  wie  der  Satz  2.  des 
§.  13.  gefunden  wurde ,  den  folgenden : 

7)  Besitzt  eine  Curve  4ter  Ordnung  drei  Doppelpunkte, 
und  denkt  man  sich  auf  irgend  einem  Strahle  des  eineuf 
dieser  Punkte  einen  Punkt  so  bestimmt,  dass  er  zu  den 
beiden  neuen  Punkten  der  Curve  und  zu  demjenigen, 
welcher  der  Verbindungslinie -der  beiden  anderen  Dop- 
pelpunkte angehurt,  der  vierte  harmonische,  dem  letz- 
teren zugeordnete  Punkt  ist,  so  liegen  alle  diese  vier- 
ten Punkte  auf  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  die 
drei  Doppelpunkte  und  durch  die  Berührungspunkte  der- 
jenigen zwei  Tangenten  der  Curve  geht,  welche  sich  in 
jenem  Doppelpunkte  schneiden. 

Und  wenn  statt  des  ersten  Doppelpunktes  irgend  ein  beliebi- 
ger Punkt  der  Ebene  gesetzt  wird : 

8)  Besitzt  eine  Curve  vierter  Ordnung  drei  Doppel- 

E unkte,  und  legt  man  durch  die  letzteren  und  durch  einen 
eliebigen  Punkt  p  der  Ebene  eine  Schaar  Kegelschnitte, 
und  bestimmt  auf  jedem  dieser  Kegelschnitte  zu  den  bei- 
den Punkten,  in  welchen  er  die  Curve  von  Neuem  schnei- 
det, und  zu  dem  Punkte  p,  als  zugeordnetem,  den  vier- 
ten harmonischen  Punkt,  so  liegen  alle  diese  vierten 
Punkte  auf  einem  neuen  Kegelschnitte,  welcher  auch  die 
drei  Doppelpunkte  enthält  u.  s.  w. 
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Es  sei  eodlich  (Ej  eine  Curve  5ter  Ordnung,  welche  einen 
Sfachen  Punkt  Bx  und  drei  Doppelpunkte  B^^  '^i\  ^i  besitzt; 
durch  Bx'  gehe  eine  beliebige  öeracie  Oi",  uelche  ^x  ^^^  Menem 
in  2  Punlkten  0i,  t^i  schneidet;  durch  die  Punkte  B^^  B^y  Bi', 
Ol  sei  ein  beliebiger  Kegelschnitt  Sti  gelegt,  welcher  die  Gerade 
Ol'  zum  andernmal  in  b^  schneidet  und  mit  £i  noch  einen  (einzi- 
gen) Punkt  /i  geroein  hat.  Endlich  sei  b^'  zu  a^,  a^  und  bi  der 
vierte  harmonische,  dem  bi  zugeordnete  Punkt.  Jetzt  denke  man 
sich  in  einer  Ebene  S  die  Punkte  By  S^  B'  beliebig  gewählt, 
und  S,  Si  fn  Ansehung  der  zug.  Hauptpunkte  B,  B^;  ^9  Bi; 
B\  Bi'  geometrisch  verwandt;  so  entspricht  der  Si  eine  Curve 
3ter  Ordnung  <Ü,  welche  durch  den  Punkt  ^'  geht  und  einen  dem  O^ 
entsprechenden  Doppelpunkt  O  besitzt ;  dem  Strahle  ai"  und  den 
harmonischen  Punkten  <)i,  a^';  6x»  W  entspricht  ein  Strahl  d' 
von  jB"  und  vier  harmonische  Punkte  a,  0! \  b,  b';  dem  Keeei- 
schnitte  ^1  entspricht  eine  Gerade  ,ft,  welche  durch  O,  den  oiem 
J*  entsprechenden  Punkt  /  der  Curve  und  durch  b  geht;  die 
Punkte  a,  c!  liegen  auf  €,  und  nach  2.  liegen  alle  Punkte  b^ 
welche  den  verschiedenen  Strahlen  von  B"  angeboren,  auf  einem 
Kegelschnitte,  welcher  die  Punkte  B^'j  O,  /  enthält;  da  »nun 
dieser  Kegelschnitt  nur  durch  einen  einzigen  Hauptpunkt  B'  geht, 
so  entspricht  ihm  in  S^  eine  Curve  3.  O«,  welche  in  B\'  einen 
Doppelpunkt  besitzt  und  einfach  durch  B^  By  und  O^  hindurch 
geht.    Hieraus  folgt: 

9)  Sind  irgend  eine  Curve  5ter  Ordnung,  welche 
einen  Sfach^nPunkt  B^'  und  drei  -Doppelpunkte  Bxy 
Biy  Ol  besitzt,  und  ein  Kegelschnitt  jti,  weicher  durch 
diese  vier  Punkte  geht,  beliebig  gegeben,  und  denkt 
man  sich  aufjedem  Strahle  jenes  Punktes  By'  z u  d e n 
beiden  Punkten,  welche  ausserdem  noch  der  Curve 
5ter  Ordnung,  und  zu  jenem,  welcher  noch  dem  Kegel- 
schnitte Sti  angehört,  den  vierten  harmonischen,  dem  - 
.letzteren  zugeordneten  Punkt  bestimmt,  so  liegen 
alle  diese  vierten  Punkte  auf  einer  Curve  3ter  Ord- 
nung, welche  an  der  Stelle  jenes  dreifachen  Punktes 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  durch  die  drei  Doppelpunkte 
der  Curve  5ter  Ordnung  und  ausserdem  durch  denjenigen 
Punkt,  in  welchem  der  Kegelschnitt  ^1  diese  Curve  von 
^Neuem  sedneidet,  hindurchgeht.  ' 


Besondere  Fälle. 

§14. 

Zwei  Paar  projektivisch-gleiche  Strahlbüschel. 

Sind  sowohl  die  Strahlbiischel  B ,  Bi  als  auch  B,  Bi  pro* 
jektivisch-gleich,  d.  h.  schliessen  je  zwei  Strahlen  a,  6  des 
einen  denselben  spitzen  Winkel  ein  als  die  entsprechenden  Strah- 
len Ol ,  bi  des  anqeren ,  so  sind  auch  die  von  den  Hauptlinien  P^, 
P'  und  Pi\  Pi  einerseits ,  und  die  von  P,  P'  und  Pi\  P^  an- 
dererseits eingeschlossenen  spitzen  Winkel  einander  gleich.  Es 
sind  aber  hierbei  zwei  Fälle  denkbar:    a)  Entweder  sind  di^  in- 
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Deren  Winkel  J?,  K  des  Hanptclreiecks  BBB'  den  inneren 
Winkeln  B^,  B{  des  Hauptdreiecks  B^B^By  gleich;  oder  6)  es 
sind  nur  zwei  innere  Winkel  B,  Bi;  dagegen  der  andere  innere 
Winkel  JST  des  einen  Dreiecks  dem  Aussenwinkel  Bi  des  an- 
deren gleich. 

Im  Falle  a)  sind  die  Uaaptdreiecke  ähnlich,  und  denkt  man 
sich  die  Ebenen  <£  5  Sj  für  einen  Augenblick  so  aufeinander  gelegt» 
dass  die  Hauptlinien  P^%  P^'  in  einerlei  gerade  Linie  fallen ,  aie 
Richtung  von  B  nach  H  dieselbe  sei,  als  die  von  B^  nach  B^, 
und  dass  die  Punkte  M\  B^  auf  einerlei  Seite  jener  geraden 
Linie  liegen,  so  müssen  sowohl  die  Strahlbfischel  B 9  B^  als  die 
Strahlbüschel  B^,  B^  ungleich  liegend  sein,  d.  h.  folgen  z.  B. 
in  B  die  Strahlen  P'y  a,  o,  c,  M,  P\.:  von  der  Rechten  zur  Lin- 
ken aufeinander,  so  gehen  die  entsprechenden  Strahlen  Pi  Oi, 
^9  ^1 9  ^19  ^1"'  •  •  -  von  der  Linken  zur  Rechten.  Sind  nun  die 
Strahlbüschel  B,  B  selber  projektivisch-gleich,  und  sind  z.  B. 
d,  b\  d^h'  irgend  zwei  Paar  inrer  entsprechenden  Strahlen,  so  ist 

W.ai^=W.a6=W.a'6'=W.a/6i%  also  auch  W.aA=W.ai'6i'; 

also  sind  auch  die  von  den  entsprechenden  Strahlen  gebildeten 
Strahlbüschel  J?],  B^  projektivisch-^leich,  und  zwar  sind  letz- 
tere gleich  liegend  oder  ungleich  liegend,  jenachdem  B^ 
B  gleichliegend  oder  ungleichlie^end  sind. 

Im  Falle  6)  sind  die  Hauptdreiecke  nicht  ähnlich,  es  sei  denn, 
sie  wären  rechtwinklig,  und  denkt  man  sich  die  Ebenen  (£,  Si  so 
wie  oben  aufeinander  gelegt,  so  werden  die  Strahlbüschel  B,  Bi 
ungleich  liegend,  dagegen  die  Strahlbüschel  B* ,  ßi'  gleich - 
liegend  sein.  Sind  also  die  Strahlbüschel  B,  Ja  eleich- 
liegend,  so  müssen  die  ebenfalls  projektivisch-gleichen  Strahl- 
bfischel  Bi9  Bi   ungleichliegend  sein,  und  umgekehrt. 

Bekanntlich  sind  zwei  perspektivische  Strahlbüschel  B ,  B' 
projektivisch  gleich,  und  zwar  gleichliegend  oder  ungleichliegend, 
jenachdem  ihr  perspektivischer  jDurchschnitt  unendlich  entfernt 
oder  auf  ihrem  gemeinschaftlichen  Strahle  in  der  Mitte  zwischen 
ihren  Mittelpunliten  senkrecht  steht;  und  zwei  schiefliegende  pro- 
jektivische  Strahlbüschel  B,  B  sind  gleich,    und  zwar  gleicblie- 

fend  oder  ungleichliegend,  jenachdem  ihre  Mittelpunkte  auf  einem 
Lreise  liegen ,  und  ihre  entsprechenden  Strahlen  auf  demselben  sich 
schneiden ,  oder  ihre  Mittelpunkte  die  Endpunkte  eines  Durchmes- 
sers einer  gleichseitigen  Hyperbel  sind,  auf  welcher  die  Durch- 
schnitte ihrer  entsprechenden  Strahlen  liegen;  und  umgekehrt. 
Hieraus  folgt  nun  im  Falle  o): 

1)  Der  unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden 
d^r  beiden  Ebenen  V^,  ^^  entspricht  in  der  anderen  der 
dem  Hauptdreiecke  irmschrieoene  Kreis;  und  daher 
bilden  auch  di^  entsprechenden  Strahlen  des  dritten 
Paares  zugeordneter  Hauptpunkte  (Ä",  l?i")  zwei  pro- 
jektlvisch-gleiche  Strahlbüschel.. 

2)  Den  drei  Geraden,  welche  auf  den  Seiten  des 

einen  Hauptdreiecks  in  deren  Mitten  senkrecht  stehen, 

entsprechen  drei  dem  anderen  Hauptdreiecke  umschrie- 

ene  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte  auf 

den  betreffenden  Seiten  liegen. 
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3)  Allen  Kreisen  der  einen  Ebene,  welche  bloss  durch 
zwei  Hauptpunkte  gehen,  entsprechen  in  der  anderen 
ebenfalls  jKreise,  weiche  bloss  durch  die  zwei  zugeord- 
neten Hauptpunkte  gehen. 

4)  Allen  gleichseitigen  Hyperbeln,  welche  bloss  durch 
zwei  Hauptpunkte  gehen  und  deren  Verbindungslinie 
zum  Durchmesser  haben,  entspreciren  ebenfalls  gleich* 
seitige  Hyperbeln,  welche  bloss  durch  die  beiden  zuge- 
ordneten Hauptpunkte  gehen  un-d  deren  Verbindungs- 
linie zum  Durchmesser  haben. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  2.  und  aus  Archiv  Tbl.  HI.  S.  225.  a. : 

5)  Dem  Mittelpunkte  der  den  beiden  Hauptdreiecken 
umschriebenen  Kreise  entsprechen  gegenseitig  die  Durch- 
schnitte der  Höhen  dieser  Dreiecke. 

Dagegen  findet  im  Falle  b)  Folgendes  statt: 

6)  Der  unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden  der 
beiden  Ebenen  entspricht  eine  dem  Hauptdreiecke  der 
anderen  umschriebene  gleichseitigeHypernel,  deren  Mit- 
telpunkt auf  einer  bestimmten  Seite  dieses  Dreiecks 
liegt;  und  daher  bilden  die  entsprechenden  Strahlen 
des  dritten  Paares  zugeordneter  Hauptpunkte  keine  pro- 
jektivis^ch -gl eichen  Strahlbüschel. 

7)  Einer  bestimmten  von  den  drei  Senkrechten  in 
den  Mitten  der  Hauptdreiecksseitenentspricht  der  dem 
anderen  Hauptdreieck  umschriebene  Kreis;  und  daher 
gehen  die  beiden  den  Hauptdreiecken  umschriebenen 
Kreise  gegenseitig  durch  die  ihren  Mittelpunkten  ent- 
sprechenden Punkte. 

8)  Allen  Kreisen,  welche  bloss  durch  die  beiden 
Hauptpunkte  B,  B'  (oder  Bi^  Bi)  gehen,  entsprechen 
gieichseitigeHyperbeln,  welche  bloss  durch  dieHaupt- 
punkte  Bit  Bi  (oder B^iT)  gehen  und  dieselben  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  haben. 


§.  15. 
Zwei  aufeinander  gelegte  Ebenen  S,  Si* 

Denkt  man  sich  die  Ebenen  S,  (£i  aufeinander  gelegt,  so  ist 
ihre  geometrische  Verwandtschaft  am  Allgemeinsten  durch  zwei 
Kegelschnitte  K,  K  (Taf.  H.  Fig.  1.)  bestimmt,  deren  einer  die  zug. 
Hauptpunkte  j?,  Bi  und  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Strahlen 
a,  czi ;  b,bi..,.,  der  andere  zwei  andere  zug.  Hauptpunkte  B^ 
Bi  und  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Strahlen  a',  Oi'; 
b' y  Ä/....  enthält. 

Fallen  zwei  entsprechende  Punkte  n,  (ii  beider  Ebenen  zusam- 
men, so  gehen  die  Strahlen  a,  a,  ei|,  %  durch  einerlei  Punkt 
(adi),  und  folglich  ist  letzterer  den  Kegelschnitten  Ky  K  gemein- 
schaftlich, und  da  zwei  Kegelschnitte  im  Allgemeinen  entweder 
vier  oder  zwei  oder  keinen  Punkt  gemein  haben ,  so  folgt : 

.  1)  Zwei  aufeinander  gelegte  geometrisch  verwandte 
Ebenen  besitzen  im  Allgemeinen  entweder  vier  oder 
zwei  oder  keine  Punkte,  und  nur  in  gewissen  Grenzla- 


I 
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en  auch  drei  odereiDen«  in  welchen  sich  entsprechende 
unkte  vereinieen. 

Sind  insbesondere  zwei  Strahlhiischei  B^  K  perspektivisch, 
d.  h.  ist  K  eine  Gerade,  so  werden  sowohl  in  den  Durchschnitten 
von  K  und  Ky  als  auch  in  denen  des  gemeinschaftlichen  Strahles 
hBx  ^^^  ^^^  Kegelschnittes  K!  entsprechende  Punkte  vereinigt; 
und  sind  zugleich  B,  B^  und  B* ^  B%  perspektivisch,  so  giebt  es 
solcher  Punkte  allemal  vier,  es  sei  denn«  dass  einige  zusammen- 
fallen, nämlich  im  Durchschnitte  der  perspektivischen  Durchschnitte, 
in  dem  der  Geraden  BBi ,  BB^y  und  in  den  Punkten,  wo  allemal 
die  eine  der  beiden  letzteren  den  persp.  Durchschnitt  der  beiden 
anderen  Strahlbüschel  schneidet. 

Dahingegen  können  im  x\llgemeinen  keine  zwei  entsprechen- 
den  Gera(&n  zusammenfallen,  weil  nur  den  Strahlen  der  Haupt- 
punkte wiederum  gerade  Linien  entsprechen.  Sind  aber  z.  B.  By 
Bx  perspektivisch ,  so  fallen  längs  DBxxyi%\  entsprechende  Gerade 
zusammen;  und  sind  zugleich  auch  ^,  B^  perspektivisch,  und 
ist  der  gem.  Strahl  des  einen  Paares  zugleich  der  perspektivische 
Durchschnitt  des  anderen,  so  müssen  sich  in  jedem  Punkte  dieses 
Strahles  zwei  entsprechende  vereinigen.  Sindendlich  zwei  Strahl- 
büschel By  Bx  concentrisch,  so  fallen  nach  Archiv  TU.  IV.  . 
Nr.  XXX.  9.  d.  entweder  zwei  oder  bloss  ein  oder  kein  Paar  ent- 
sprechende Strahlen  derselben  zusammen. 

Man  denke  sich  ferner  zwei  Punkte  a,  c^y  welche  sich  id  dop- 
peltem Sinne  entsprechen,  d.  h.  sowohl  wenn  a  zu  S,  aj  zu 
i£i,  als  auch  wenn  a|  zu  S,  a  zu  Si  gerechnet  wird;  und  es  seien 
tty  ti\  d y  d\  «1,  a^;  a/,  a/  resp.  die  nach  d,  a^  gehenden  Strah- 
len von  By  By  Biy  Bi  ;  so  liegen  einerseits  die  Durchschnitte 
von  a  und  ai;  a  und  a^  auf  dem  Kegelschnitte  IT,  und  die  Ge- 
rade Ay  welche  dieselben  verbindet,  trifft  die  Gerade  BB^  in 
einem  Punkte  f,  welcher  der  härm.  Pol  der  Geraden  ^c^x  ^^^  ^ 
ist;  folglich  geht  aa|  durch  den  härm.  Pol  von  BB^  für  K\ 
aber  auch  andererseits  durch  den  barm.  Pol  von  B^Bx  für  JT; 
also  ist  sie  die  Gerade,  welche  den  Durchschnitt  der  Tangenten 
in  B  und  Bx  mit  dem  der  Tangenten  in  B  und  Bx   verbindet. 

Da  nun  die  Punkte  By  Bx  und  der  Durchschnitt  von  a,  Ot 
auf  K  liegen ,  und  BBx  den  narmonischen  Pol  t  von  aax  für  K 
enthält,  so  sind,  nach  Archiv  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  §.4. 2.  die  Punkte 
a ,  a|  zwei  zugeordnete  barm. '  Pole  für  Ül  ;  aber  auch  für  K ;  also 
das  den  Involutionen  zug.  barm.  Pole  für  K  und  K  gemeinschaft- 
liche Paar. 

2)  In  zwei  aufeinander  gelegten  geometrisch  ver- 
wandten Ebenen  giebt  es  im  allgemeinsten  Falle  ent- 
weder nur  ein  einziges  oder  kein  Paar  Punkte,  welche 
sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen. 

Fällt  der  Pol  von  BBx  för  K  mit  dem  von  BBx  ^r  K  zu- 
sammen, so  gehen  durch  dieselben  unzählige  Gerade,  deren  jede 
zwei  Punkte  fl,  «i  besitzt.  Im  Archiv  Tbl.  V.  Nr.  XVIII.  §.  6.  9. 
ist  gezeigt  worden,  dass  in  dem  Falle,  wenn  jener  Pol  auf  einer 
gemeinschaftlichen  Sekante  von  K,  K!  liegt,  die  Punktenpaare  d, 
fli,  welche  den  verschiedenen  Strahlen  desselben  angehören,  einen 
Kegelschnitt  bilden  müssen.  In  jedem  anderen  Falle  aber  bilden 
sie  keinen  Kegelschnitt,  sondern  eine  Curve  höherer  Ordnung. 
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Sind  zwei  Strahibflschel  B ,  Bx  perspektivisch ,  8o  sind  der 
Punkt  f ,  wo  i?J?,  vom  persp.  Durchschnitt  derselben «  und  der 
Punkt  (, ,  wo  BB^  von  der  Geraden  a^^  geschnitten  wird,  mit 
den  Punkten  B,  B^  harmonisch;  und  ausserdem  sind  die  Punkte 
O5  a^  mit  fi  und  dem  dem  persp.  Durchschnitt  K  angehCrigen 
Punkte  fs  harmonisch.  Im  Fall  nun  auch  B,  B^  perspektivisch 
sind  und  f,  f/,  l^  analoge  Bedeutung  als  f,  f,,  f,  haben,  sojgiebt 
es,  so  lange  weder  die  persp.  Durchschnitte  AT,  R  noch  auch  die 
Punkte  f],  f/  zusammenfallen,  nur  eine  Gerade  oAi  und  entweder 
zwei  oder  keine  Punkte  ^^  Oiy  Fallen  nur  K  und  K  zusammen, 
also  auch  f.2,  ^%  so  giebt  es  keine  Punkte  d,  a,,  die  zugleich 
mit  fj,  f,  und  mit  f/,  f/  harmonisch  sind;  und  fallen  nur  f^,  f^' 
zusammen,  so  besitzt  aus  demselben  Grunde  nur  ein  einziger 
Strahl  derselben  Punkte  a,  ai,  dann  aber  unzähliffe Paare  solcher 
Punkte.  Fallen  endlich  sowohl  Ül,  JiT  als  fi,  fi  zusammen,  so 
giebt  es  auf  jedem  Strahle  der  letzteren,  d.  h.  des  Durchschnit- 
tes von  BBx  und  HB^y  unzählige  Punktenpaare  a,  a,;  aber  dann 
eeht  der  gemeinsame  persp.  Durchschnitt  nach  dem  Durchschnitte 
der  Geraden  BB  und  B^Bi\  und  dem  Strahle  BB'  entspricht 
sowohl  in  B^  als  in  Bi  der  Strahl  BiB^  ,  ein  Fall,  der  noch 
nicht  hierher  gehurt. 

Wenn  im  aligemeinen  Falle  die  Kegelschnitte  f ,  K!  sich 
decken,  so  giebt  es  auf  der  Geraden,  welche  die  härm.  Pooie  von  BBi 
und  BB-i'  verbindet,  unzählige  Punktenpaare  a,  Oj ;  nämlich  je 
zwei  zugeordnete  härm.  Pole  derselben  sind  ein  solches  Paar. 

Sind  endlich  zwei  Strahlbüschel  By  Bx  concentrisch ,  so  sind 
die  Strahlen  a,   at  derselben,    welche  nach  zw:ei  Punkten  0,   ax 

fehen,  in  doppeltem  Sinne  entsprechend,  also  sind  nach  Archiv, 
hl.  IV.  Nr.  XXX.  §.  1.  b.  die  Strahlbuschel  involutorisch ;  hier- 
aus folgt: 

3)  Sind  die  beiden  Paar  Strahlbüschell^,  JSi;  JB',  ^/, 
in  Ansehung  derer  zwei  aufeinander  gelegte  £benen 
geometrisch  verwandt  sind,  concentrisch,  so  entspre- 
chen entweder  alle  oder  kein  Paar  Punkte  derselnen 
einander  in  doppeltem  Sinne. 

Gilt  letzteres  von  allen  entsprechenden  Punktenpaaren,  so  sol- 
len die  Ebenen  involutorisch-verwandt,  uncf  je  zwei  ent- 
sprechende Systeme  derselben  zwei  Involutions-Systeme  heis- 
sen.  Im  Ganzen  bleiben  dann  noch  alle  Erscheinungen,  'wie  frü- 
her; einer  Curve  der  Ttten  Ordnung  entspricht  eine  der  2nten 
Ordnung  u.  s.  w. ,  doch  ist  es  einerlei,  in  welcher  der  beiden  Ebe- 
nen liegend  eine  jede  von  beiden  Curven  vorgestellt  wird:  es  fal- 
len nämlich,  was  bei  bloss  concentrischen  proj.  Strahlbüscheln 
nicht  stattßndet,  jetzt  auch  das  dritte  Paar  zugeordnete  Haupt- 
punkte zusammen. 


Zwei  Systeme  von  Geraden. 

§.  16. 

Sind  in  einer  Ebene  S  zwei  Gerade  Ä,  Ä  mit  den  Punkten 
a,  6,  c,  ö....  und  (iy  \fy  c',  b'....,    in  einer  zweiten  Ebene  Si  zwei 
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Gerade  Ai,  Ai'  mit  den  Punkten  «i »  ^i»  Ci,  ^i*..«  und  0|'^  h^',  c/, 
bi'....  gegeben  5  und  ist 

A'  (a',  V,  t'.  b'....)  =  J/  (a/,  b,',  Ci'i  h'--). 

m 

SO  entspricht  jeder  Geraden  a  der  Ebene  S»  weiche  A,  A*  in  ä, 
a'  schneidet»  eine  Gerade  Oi  der  Ebene  d ,  welche  durch  die  ent- 
sprechende!^ Punlcte  ai,  a^'  gebt;  insbesondere  entspricht  der 
unendlich  entfernten  Geraden  einer  jeden  Ebene  diejenige 
Gerade  der  anderen,  welche  die  sogenannten  Durchschnitte  der 
Parallelstrahlen  Terbindet  Dem  Durchschnitte  p"  von  A9A' 
entspreche  in  Ai  ein  Punlrt  p^  und  in  Ai  ein  Punkt  p^;  und 
umgekehrt:  dem  Durchschnitte  /»i'^  von  Ai,  Ax  entspreche  in  A 
ein  Punkt  p*y  in  A'  ein  Punkt  p,  und  es  seien  A"y  A^'  die  Gera- 
den 5  welche  resp.  p  und  p\  p^  und  p^  verbinden.  Dies  voraus- 
gesetzt, so  entspricht  jedem  Strahle  von  p'^  die  Gerade  Ax' 9  und 
jedem  Strahle  von  jp^    die  Gerade  ü4'^ 

Es  sei  B  irgend  ein  Punkt  von  C,  dessen  Strahlen  a^b^CyeL... 
die  A  in  0,  b>  c,  b*...,  die  A'  in  a',  V,  k',  t'..,.  schneiden;  so  hat 
man : 

^l  0^  1>  ^9  ^1»  bf..*.)  =  A  (ß,  iy  C,  5....)  ^  (a,  b,  Cy  d,:,)  ^ 

^'(a',b',c',b'....)  =  ^i'(ö/,V.Ci',bi'...0;.  also 

^1  (öi»t)i,Ci,bi....)— ^4i'(a,',bi',Ci',b/...0. 

Liegi;  B  auf  il^,  so  entspricht  dem  Strafale  A"  von  B  ein 
durch  pi''  gehender  Strahl,  also  sind  die  Geraden  Ai,  A^  in  An- 
sehung der  den  a,  6>  c,  i2....  entsprechenden  Geraden  Oi,  6|,  C|, 
dl....  perspektivisch,  und  da  demjenigen  Strahle  von  B,  welcher 
durch  p"  geht,  die  Gerade  A^'  entspricht,  so  liegt  der  Projek- 
tionspunkt Bx  von  Axy  Ax  auf  Ax'.  In  jedem  anderen  Falle,  wo 
B  auf  keiner  der  Geraden  A^  A*y  A"  liegt,  umhüllen  die  Geraden 
0x9  bi,  Cx9  rfi....  nebst  Ax,  Ax' 9  Ax"  einen  Kegelsdmitt  fÄi]. 
Liegt  der  Punkt  B  auf  der  Geraden  r,  welche  die  Durchschnitte 
der  Farallelstrahlen  von  A,  A*  verbindet,  so  wird  der  Kegelschnitt 
\Bx\  von  der  unendlich  entfernten  Geraden  berührt,  ist  also  eine 
Parabel;  und  ist  B  selbst  unendlich  entfernt,  so  berührt  [S^]  die 
Gerade  ri,  welche  die  Durchschnitte  der  Paralleli^rahlen  von  Ax^ 
Ax   verbindet. 

Die  drei  Geraden  Ay  A',  A"  und  ^t, Äx'9  Ax'  werden  Haupt 


A!*,  Px'9  zugeordnete  genannt. 

1.  Einem  jeden  Punkte,  welcher  auf  einer  Haupt- 
linie der  einen  Ebene  liegt,  entsoricht  wieder  ein 
Punkt  der  zugeordneten  Hauptlinie  aer  anderen  Eigene. 

2.  Einem  jeden  Strahle  eines  Hauptpunktes  der 
einen  Ebene  entspricht  ein  und  dieselbe  Gerade,  näm- 
lich die  zugeordnete  Hauptlinie  der  anderen  Ebene. 

Theil  vn.  10 
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3.*  Einem  jeden  Punkte,  welcher  aaf  keiner  Haupt 
linie  liegt,  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  Ten 
den  drei  Hauptlinien  der  anderen  Ehene  und  von  den, 
den  Strahlen  des  ersteren  entsprechenden  Geraden 
berührt  wird,  und. umgekehrt.  Dieser  Kegelschnitt  ist 
eine  Parabel,  wenn  jener  Punktaufder  mit  r  (ri)  be- 
zeichneten Geraden  liegt* 

Es  würde  langweilig  sein,  diese  Untersuchung  noch  weiter  zu 
verfolgen,  indem  man  sich  bereits  aus  diesem  Anfang  derselben 
überzeugt,  dass  dieselbe  kaum  mehr  als  eine  wiederholte  Erzäh- 
lung der  unter  a,  gewonnenen  Resultate  in  anderem  Gewände  lie- 
fern würde.  Der  Leser  kann  sieb  sogleich  in  den  Besitz  des  hier 
zu  Gewinnenden  setzen,  wenn  er  in  den  früheren  Betrachtungen 
und  Lehrsätzen  die  Ausdrücke:  Punkt,  Hauptpunkt,  Gerade, 
Hauptlinie,  Curve  nter  Ordnung  oder  Klasse^  Ptmkt  oder  Tan- 
gente einer  Curve,  nfacher  Punkt,  Rückkehrmmkt  u.  s.  w.  resp. 
mit  den  Ausdrücken:  Gerade,  Hauptlinie,  Punkt,  Hauptpunkt« 
Curve  Titer  Klasse  oder  Ordnung,  Tangente  oder  Punkt  einer  Curve^ 
nfache  Tangente,  Wendungstangente  u.  s,  w.  vertauscht«  Nur^  in 
einem  besonderen  Falle  stellt  sich  Eigenthümliches  heraus:  Sind 
nämlich  sowohl  die  Geraden  A^  Ax  als  die  Geraden  Äy  A^  pro- 
jektivisch-ähnlich  oder  gleich,  so  entsprechen  sich  die  un- 
endlich entfernten  Punkte  derselben,  und  folguch  adch  die  unend- 
lich entfernten  Geraden  ihrer  Ebenen  gegenseitig;,  die  Geraden 
A'  und  A^  sind  also  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punkte 
ebenfalls  ähnlich;  jeder  Parabel,  welche  die  drei  Hauptlinien  der 
einen  Ebene  berührt,  entspricht  ein  unendlich  entfernter  Punkt 
der  anderen,  und  jeder  Parabel ,  welche  blos«  zwei  Hauptlinien 
berührt,  entspricht  wieder  eine  Parabel. 


Eiin    System  von  Punkten   und  ein    System  von 

Geraden. 

§.17. 

Von  der  Betrachtung  dieser  beiden  Systeme  ^ilt  fast  dasselbe 
als  von  der  der  beiden  vorigen.  Man  erhält  die  Eigenschaften  der- 
selben >  wenn  man  in  a.  die  Ausdrücke  für  die  Elemente  dec  einen 
Ebene  unverändert  lässt,  dagegen  die  für  die  Elemente  der  ande- 
ren mit  den  so  eben  genannten  vertauscht.  Nur  dem  §.  14.  steht 
hier  durchaus  kein  ähnlicher  zur  Seite,  und  das  Analogen  der 
Fra^e  über  die  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte  dürfte 
wenigstens  kein  besonaeres  Interesse  darbieten.  Wichtiger  dage- 
gen wäre  es  zu  untersuchen :  welchem  Orte  diejenigen  Punkte  der 
einen  Ebene  angehören,  deren  entsprechende  Geraden  durch  diese 
Punkte  selber  gehen  ?  und  umgekehrt ;  indem  dieselbe  Frage  für 
reciprok-verwandte  Figuren  von  besonderer  Bedeutung  ist.  Schwer- 
lich aber  dürfte  dieselbe  hier  ohne  Hülfe  der  al^braische»  Ana- 
lysis  beaotwofftet  wesden  können ,  wesshalb  ich  sie  übe^ehe.' 
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Zweite  Art 
der  höheren  geametrisGhen  VerwandtachafteD. 

§.  18. 

Es  seien  jetzt  die  in  §.  4:  betrachteten  zwei  Paarprojektivische 
StrahlbGschel  ^,  Bi  und  B',  B^  so  beschaffen,  dass  zwar  dem 
gemeinschaftliehen  Strahle  P^  von  Ä,  Ä',  insofern  er  zu  Ä'  j?;e- 
reehnet  wird,  in  B^  Wiederum  der  gemeinschaftliche  Strahl  P^ 
ron  B^y  By  entspreche ,  d.  h.  dass  sowohl  P  mit  P"  als  auch 
P|  mit  Px*  zusammenfalle;  dass  dagegen  dem  Strahle  P^'  des 
Strahlbüschels  B  ein  von  /^"  verschiedener  Strahl  P^  in  J?i, 
und  umgekehrt :  dem  Strahle  P^  von  By  ein  von  P!'  verschiede- 
ner Strahl  jP*  in  ^  entspreche.  In  diesem  Falle  muss  einem  jeden 
Punkte  von  P"  der  einzige  Punkt  jffj,  und  einem  jeden  Punkte 
von  P'  der  einzise  Puntt  Äi';  und  ebenso  einem  jeden  Punkte 
Von  Pi"  der  Punkt  B,  und  einem  jeden  von  P^'  aer  Punkt  B* 
entsprechen.  Einer  jeden  Geraden  A  der  Ebene  ®  entspricht  in 
8i  offenbar  ebenso  wie  früher  ein  Kegelschnitt  [A],  welcher 
durch  die  Punkte  i?|,  Äj'  geht;  weil  aber  jetzt  denjenigen  zwei 
Strahlen  von  B,  B' y  welche  nach  dem  Durchschnitte  von  A  und 
P"  gerichtet  sind,  in  Bu  Bv  die  Strahlen  /\',  P^''  entsprechen, 
so  muss,  zufolge  Archiv.  Tbl.  IV.  Nr.  XXX.  11.,  der  Kegelschnitt 
\A^  die  Hauptlinie  P^  in  Bi  berühren.  Und  umgekehrt :  wird  ' 
jedem  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Hauptpunkte  By  B  geht 
und  die  itauptlinie  P'  berührt,  in  der  anderen  Ebene  eine  Gerade 
entsprechen.  Dagegen  entspricht  jedem  Kegelschnitt,  welcher  durch 
Ä,  R  gebt,  aber  P'  nicht  berührt,  zwar  wiederum  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  B^y  B^  %^Xy  der  aber  die  Hauptlinie  P^ 
nicht  bNcrührt. 

Es  s6i  <£  eine  Curve  der  nten  Ordnung,  welche  durch  keinen 
der  Hauptpunkte  i?,  S  gehe,  und  es  sei  \x  ^^  ^^f  entsprechende 
Curve ;  so  entspricht  den  n  Punkten ,  welche  S  mit  P'  gemein 
hat,  ein  nfacher  Punkt  Ä|,  und  den  n  Punkten,  welche  €  mit  P' 
gemein  hat,  ein  nfacher  Punkt  B^^  Einer  jeden  Geraden  der 
Eben«  Si  entspricht  ein  Kegelschnitt,  welcher  mit  €  im  Allgemei- 
nen 2n  Funkte,  welche  nicht  in  2?,  J?"  fallen,  gemein  hat:  also 
wird  Ci  von  dieser  Geraden  in  27i  Punkten  geschnitten,  ist  folglich 
von  der  ^ten  Ordfiung.  Demnach  hat  jeder  Strahl  des  Punktes 
Bi  ausser  diesem  »fachen  Punkte  noch  n  Punkte  mit  Cj^  gemein. 
Der  Strahl  P^  aber  kann  keine  Punkte  der  Curve  besitzen ,  welche 
nicht  mit  Bx  zusammenfallen,  weil  sonst  die  Curve  <£  durch  den 
Punkt  S  gehen  müsste,  was  gegen  die  Annahme  ist;  also  sind 
längs  .^1  ausser  jenen  tz  Punkten  noch  »t  Punkte  mit  B^  verei- 
nigt Dennoch  aber  ist  B^  kein  2nfacher  Punkt;  weil  sonst  auch 
alfe  übrigen  Strahlen  desselben  ausser  ihm  keinen  Punlkt  mit  €i 
gemein  haben  könnten. 

,  Denkt  man  sich  nämlich  die  jetzt  in  Rede  stehende  Art  der 
Verwandtschaft  aus  der  ersten  durch  ailmähligen  Uebergang  ent- 
standen, indem  die  Hauptlinien  Py  P^  immer  kleinere  mnkel  mit 
P',  Px  bilden,  so  sieht  man,  dass  zwar  längs  der  festen  Geraden 
Px  ein  jeder  der  n  Punkte,  welche  den  nfachen  Punkt  Bx  bilde- 
ten,   sich  mit  einem  der  Punkte,,  welche  den  nfachen  Punkt  Bx 

10* 


148 

bilden,  n&mlich  mit  dem  demselben  Zweige  angehSrenden »  yere 
ntgt  bat»  und  folgiicb  längs  P^  2n  Punkte  der  Curve  liegen;  dass 
aber  eine  solche  Vereinigung  zweier, Punkte  auf  keinem  anderen 
Strahle  des  Punktes '^^  stanfindet.  Ferner  ersieht  man  hieraus, 
dass  die  Hauptlinie  JP.'  die  n  Zweige  der  Curve,  welche  durch  Bi 
(und  Bi)  'gehen,  im  Punkte  B^  berührt,  und  folglich  diese  Zweige 
selber  einander  in  Bi  berühren,  gleichwohl  aber  dieser  Punkt  kein 
Rückkehrpunkt,  sondern  nur  ein  vielfacher  Punkt  überhaupt  ist, 
weil  derselbe  nicht  den  unmittelbaren  Uebergang  von  einem  Zweiffe 
zum  anderen  bildet,  vielmehr  der  die  Curve  beschreibende  PunKt 
sich  continuirlich  und  auf  demselben  Zweige  verharrend  durch  B^ 
hindurch  bewegt  und  erst  später  wieder  auf  einem  anderen  Zweige 
nach  Bi  gelangt.  Dies  letztere  erhellt  auch  aus  dem  Umstand, 
dass  bei  jenem  allmähligen  Uebergange  nur  die  Geraden,  welche 
den  Punkt  B^'  mit  den  JDurchschnitten  von  £  und  P"  verbinden, 
sich  zu  vereinigen  streben ,  diese  Durchschnitte  selber  aber  unver- 
rückt und  getrennt  von  einander  bleiben,  weshalb  auch  die  in  Bi 
vereinigten  n  Punkte  noch  immer  als  diskrete  Punkte  der  Curve 
anzusehen  sind.  Man  nennt  diejenige  Tangente  einer  Curve,  längs 
welcher  mehr  als  eine  Berührung  stattfindet,  eine  vielfache  Tan- 
gente derselben,  und  zwar  in  dem  Falle,  wenn  zwei  oder  mehrere 
derBerührungspunkte  zusammen&llen,  eine  Wendungstangente, 
und  den  gemeinschaftlichen  Berührungspunkt  einen  Wendungs- 

Sunkt  der  Curve;  insbesondere  gelten  die  beiden  letzten  Aus- 
rücke mit  Vorzug,  wenn  alle  Berührungspunkte  einer  vielfachen 
Tangente  sich  vereinigen.  Man  sieht  sogleich ,  dass  die  vielfachen- 
Tangenten,  die  Wendungstangenten  und  die  Wendungspunkte  für 
Curven  einer  Klasse  dasselbe  sind,  als  die  vielfachen  Punkte,  die 
Rückkehrpunkte  und  die  Tangenten  in  derselben  für  Curven  einer 
Ordnung.  Im  Falle  der  Curve  C^  ist  demnach  der  Punkt  B^  ein 
vollkommener  Wendungspunkt,  und  die  Hauptlinie  JP/  ist  eine  voll- 
kommene Wendungstangente.  Es  gibt  aber  auck.  Fälle,  wo  Bi 
nur  theilweise  ein  vielfacher  Punkt  und  theilweise  ein  Wendungs- 
punkt ist. 

Ge\)it  nämlich  die  Curve  C  pmsX  durch  B  und  ^mal  durch  B^ 
so  ist  die  entsprechende  Curve  S^  von  der  (^n -— (p  +  ^))ten  Ord- 
nung, besitzt  in  B^  einen  (»— p)fachen  und  in  B^  einen  (n— 9)fachen 
Punkt,' und  längs  Pi  vereinigen  sich  n  —  (/9 -f  o)  Punkte  mit  einer 
gleichen  Anzahl  der  bereits  in  B^  vereinigten  Punkte.  Es  müs- 
sen sich  also  in  B^  n  — (^+9")  Zweige  der  Curve  berühren,  wäh-. 
rend  die  übrigen  p  Zweige  die  letzteren  und  einander  in  diesem 
Punkte  durchschneiden. 

Verfolgt  man ,  wozu  hier  kein  Raum  mehr  ist ,  die  in  §.  10. 
und  §.  12.  angestellten  Betrachtungen ,  so  wird  man  finden ,  dass  ein 
Punkt  einer  Curve,  in  welchem  sich  n — (;t>+^)  Zweige  berühren 
und  von  p  Zweigen  geschnitten  werden,  dieselbe  Geltung  hat,  als 
zwei  Punkte,  von  denen  der  eine  ein  (n — ^)facher  und  der  andere 
ein  in — (p+y))facher  Punkt  ist 
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Benierkaii§r<^ii  Aber  df e  AuflSsimgr  der 

Olelchunireii  des  drlUen  Orades  In 
Band  TX    Hellt  1.   dieses  ArchlTes. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dippe, 

Oberlehrer  am  Gymnacinm  Friderician'am  za  Schwerin» 


Der  Herr  Herausgeber  dieses  Archives  hat  die  Auf ISsung  der 
GleichuDeen  des  dritten  Grades  in  einer  Weise  gegeben,  welche 
von  4®D  Mängeln  der  Darstellung  dieses  Gegenstandes  in  unsero 
Lehrbüchern  zwar  frei  ist»  in  mir  aber  ein  Bedenken  darüber  zu- 
rückgelassen hat,  ob  dieselbe  für  den  Schulunterricht  durchwee 
geeignet  seL  Man  soll  nämlich,  um  die  Gleichung  x^=ax+0 
aufzulösen , 

setzen,  darauf 

V 

+ (P  +  y  i^^TD» + (Pi  +  »lY^^» 

=3(p +7  v:=D  (Pi  +9-1 4^:1:1)« 
+ (P  +  » 1^3D» + (pi  +  ft  ITZI)» 

entwickeln,  und  hierauf  zur  Besünunung  von  p»  ;>i>  9«  ^1  die  vier 
Gleichungen 

herleiten.     Nun  erst  richtet  sich  die  Untersuchung  auf  die  Auffin- 
dung einer  reellen  Wurzel. 


uo 

Dieser  Anfang  scheint  mir  für  Schüler  schwierig  und  ab- 
schreckend. Die  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  ist  ihnen 
so  leicht  geworden  und  beruht  auf  einem  so  einfachen  Gedanken, 
der  sich  innen  mit  Nothwendigkeit  aufgedrängt  hat ,  dasssieAehn- 
liches  auch  bei  den  cubischen  Gleichungen  erwarten.  Die  sofor- 
tige Einführung  des  Imaginären  muss  sie  nothwendig  befremden, 
da  ihnen  dasselbe  immernoch  als  Ausnahme  erscheint,  und  ihnen 
der  Gedanke,  dass  die  Form  p-i-'qV ^^i  die  allgemeinste  Zahlform 

ist ,  zwar  bekannt  aber  noch  nicht  geläufig  ist  Sodann  erschrecken 
sie  vor  den  Schwierigkeiten,  wenn  ihnen  statt  einer  leicht  aufzu- 
fassenden Gleichung  vier  neue,  dem  Anscheine  nach  viel  schwie- 
rigere, entgegen  treten;  }ind  in  der  l^uthlosigkeit ,  die  sie  erfasst, 
können  sie  keinen  Schritt  selbstständig  vonvarts  thun,  und  hoch- 
stess  den  Lehrer  bewundern ,  der  mit  geschickter  Band  die 
SchKierigkeiteo  zu  beseitigen  weiss. 

Wenn  ich  im  Folgenden  den  oft  behandelten  Gegenstand  noch- 
mals aufnehme,  so  geschieht  dies  in  der  Absicht,  die  Kesultate  mei- 
ner Erfahrungen  über  denselben  mitzutheilen ,  was  gewiss  öfter 
von  den  Lehrern  geschehen  könnte,  zum  Nutzen  und  Frommen 
unseres  Unterrichts  und  unserer  Lehrbücher. 

Den  Schülern,  denen  man  cubische  Gleichungen  vortragen 
will,  sind  die  .Sätze  j;^  —  a^  =  (ar  —  ö)  (;r*+a^  +  a^),  a;^+d^=^ 
(x-t-ä)(a;^—aa:  +  a^)  bekannt,  und  die  quadratischen  Gleichungen  ge- 
läufig; man  wird  also  ohne  Schwierigkeit  die  drei  Wurzeln  der  rei- 
nen cubischen  Gleichung  finden. 

Wenn  man  die  gemischte  quadratische  Gleichung  auch  zuerst 
dadurch  gelöst  hat,  dass  man  die  linke  Seite  zu  einem  vollständig 
gen  Quacirate  machte,  so  wird  man  es  doch  nicht  versäumen  dürfen, 

auf  eine  reine  quadratische  Gleichung  zu  reduciren,  indem  man  ar=^-fz 
setzt,  und  z  so  bestimmt,  dass  d^r  Coefficieot  von  y  Null  werde. 
Dann  geht  man  an  die  Behandlung  von 

so  werden  die  Schüler  den  Rath  geben,  a;=^-f^  zu  setzen,  und 
2  so  2u  bestimmen,  dass  y^  wegfalle.    Man  findet  dann 

Sicher  wird  nun  der  eine  oder  der  andere  den  Rath  ertheilen,  eine 
solche  Substitution  nochmals  vorsunehmen ,  ^=tf-f-0  zusetzen,  um 
auch  die  erste  Potenz  der  Unbekannten  wegzuschaflfen,  und  zu 
einer  reinen  cubischen  Gleichung  zu  gelangen.  Ich  pflege  sol- 
chem Rathe  zu  folgen,  und  setze 

^=  .   pti^pr, 

q—  q; 

folglich : 

2)  0=M3  +  3i?.tt2+(3o2+p)u  +  (uHp»+v)« 
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Es  eriieliet  dann,  das«  man  durch  3v''^+p^0  zu  einer  Glei'- 
chung  u^-i-au^-^ß=0  gelangen  würde ,  so  wie«  dass  nicht  zugleich 
3v'-f />=0  una  3v=ö  sein  kann«  wenn  nicht  p  selbst  Null  ist^ 
d.  h.  wenn  man  nicht  schon  eine  reine  cubische  Gleichung  hat. 

Nun  muss  der  Lehrer  weiter  helfen:  Die  Aufgabe «  die  Wur- 
zdn  von  ^^-f/'.V-f  9=0  zu  finden,  ist  geliist^  wenn  man  u  und  v 
^so  bestimmen  *  kann ,  dass  der  Gleichung  2)  Genüge  geschieht. 
^Zur  Bestimmung  zweier  Unbekannten  gebraucht  man  zwei  Glei- 
chungen. Diese  ergeben  sich»  wenn  man  die  Gleichung  2)  so 
ordnet : 

3)  (tt3+t>8+y)  +  (3ttü+/>)(«e  +  t?)=0. 

Da  in  der  61.  1)  das  absolute  Glied  nicht  Null  ist,  so  kann  Null 
keine  Wurzel  derselben  sein»  mithin  kann  man  nicht  u-^r=0  set- 
zen. Es  bleibt  also»  wenn  man  der  GL  3)  Genüge  leisten  will, 
nur  übrig 

i  3tir+p=0 

zu  setzen. 

Ich  habe  absichtlich  vermieden,  die  Herleitung  so  zu  ordnen: 
man  setze  y=u-t-v,  dann  ist 

y » = M» + 3M*eJ + 3mü« + 1« 

=  SttV  (l£  + 1^)  +  tt'*  +  ü^ , 

also  auch 

y3  =  3tt».y  +  M'  +  ü^ 

Vergleicht  man  dies  mit  y^——py—qy  «o  erhält  man  Zuv  —  '-p, 
u^-{-v^——q.  Dass  man  nämlicli  statt  w+u  wieder  rückwärts  y 
schreibt,  nachdem  man  eben  erst  u-\-v  statt  y  gesetzt  hat,  und 
dabei  te  und  v  doch  noch  beibehält,  erscheint  den  Schülern  immer 
als  ein  Kunstgriff.     Schreibt  man  nun  die  Gl.  4)  in  der  Form 


5) 


9 

oder  gar  a  +  /3=:  — 7,  a/3=:— ^,   so  sind    die   Schüler  auf  ganz 

bekanntem  Boden  und  sehen  dajs  Ziel  schon  vor  Augen.  Man  kann 
dl6p>  ehe  maq  weiter  geht,  die  Frage  aufwerfen:  werden  «  und  p, 
mithin  u  und  f>  ukimer  reell  sein>  und  durch  den  ihnen  geläufi- 
gen Satz 

(«+igD*-4aj8=:(«-./J)« 
sie  Jene  Frage  dahin  beantworten  lassen,  dass  a  und  ß  reell  sein 
vverdeii,  wenn  q^^-^f  positiv  oder  Null   ist,   imaginär  dagegen. 
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weno  diMwr  Werth  nt^tiv  i0b    Fflr  alle  Filie  aber  ist  docb 

und  u+v  eine  Wurzel  der  Gleichung  y^+py+g=0. 

Um  die  beiden  andern  Wurzeln  zu  finaen ,  subtrahirt  man  ent- 
weder von  dem  Ausdrucke  y'+py+y  den  Werth  (w-hp)*-fp(tt+ü)+y, 
welcher  Null  ist,  und  erhält 

I 

oder  man  dividirt  «'+«y+a  durch  «—(«+»),  und  ich  ziehe  dies 
letztere  vor,  weiFdie  iSchüIer  hierbei  sicherer  gehen.  Man  er- 
hält so  den  Quotienten  y^+(u-\-v)y-i-(u-\-v)^-{-p,  und-  den  Rest 
iu+v)^+p(u+ü)-\-q,  welcher  Null  ist,  mithin  fnry'+py +^  das  obige 
^roduct. 

Sucht  man  die  Werthe  von  y,  welche  dessen  quadratischen 
Factor  zu  Null  machen,  so  erhält  man,  nach  Berüchsichtigung  von 
p= — 3t«p,  • 

_.ü+£±üz:£ir3^-i,      ^ 

also  imaginäre  Wurzeln,  wenn  u  und  v  reell  sind.  E»  ist  gut, 
wenn  man  den  Grund  hiervon  dadurch  aufzeigt,  dass  man  jenen 
quadratischen  Factor  auf  die  Form  bringt : 

(y+— 2")  +3(— 2~)  • 

Nun  wird  man  den  irreducibeln  Fall  betrachten  müssen,  und  gleich 
darauf  hinweisen ,  dass  u  und  v  zwar  'imaginär  sind ,  dass  aber  u^ 
und  v^  conjugirte  imaginäre  Ausdrücke  sind,  und  dass,  wenn 
eine  genauere  Untersuchung  auch  u  und  v  als  solche  erkennen 
Hesse,  nicht  bloss  u-\-Vi  sondern  auch  (u'^v)Y 1   reell   sein, 

dass  also  in  diesem  Falle  drei  reelle  Wurzeln  vorhanden  sein 
wurden,  deren  Berechnung  man  sich  entweder  noch  vorbehält, 
oder,  was  ich  vorziehe, ~  sofort  ausführt,  indem  man  den  binomi- 
schen Lehrsatz  zu  Hülfe  nimmt.  Die  Erfahrung  hat  mir  gezeigt, 
dass  die  Schüler  kaum  irgend  einer  Reihenentwickelnng  mit  ge- 
spannterem Interesse  folgen,  als  gerade  dieser.  Es  liegt  dies  wohl 
mit  darin ,  dass  sie  eine  sa  lebhafte  Ueberzeugung  von  der  Noth- 
wendigkeit  der  Aufgabe  selbst  haben. 

Hierauf  habe  ich  gewöhnlich  erst  die  Vereiofachung  der  car- 
danischen  Formel  durch  die  gonlometrischen  Functionen  vorgenom- 
men ,  un4  Hess  mich  dann  durch  den  Versuch ,  dem  irreducibeln 
Falle  dieselbe  Wohlthat  zu  erzeigen,  zum  Ausdruck 

3  

V[f  (cos«±sin(»V-.  j)] 

föhren,  um  bei  dieser  Gelegenheit  von  den  imaginären  Ausdrücken 
der  Form  cosco-hsinioVTZi  das  Wenige  zu  lehren,  was  man  ge- 
braucht, um  (ür  u+f)  die  bekannte  Formel  zu  finden*     Für  die 
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beiden  andetD  Warieln  ergeben  steh  die  elöbichen  bekaonteo  An»- 
drficke»  wenn  man  beachtet,  dass  cos 60^=)»  sb€0<^  =  iV^3  ist. 

Die  Beziehung  zwischen  den  goniometrischen  Fanctionen  des 
dreifachen  und.  rinfachen  Winkels  pflege  ich  beim  Vortrage  der 
Trigonometrie  zu  benutzen»  um  die  Gleichung  ar>— pa?:t9=0 
aufzulösen.  So  natürlich  £es  den  Schülern  erscheiot,  una  so- 
viel Freude  es  ihnen  macht,  von  den  eine  cubische  Gleichung  bil- 
denden goniometrischen  Formeln  diese  Anwendung  zu  machen,  gerade 
so  wunderbar  kommt  es  ihnen  vor,  wenn  man  umgekehrt  bei  der 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  in  dem  Momente,  wo  ihnen 
das  Imaginäre  im  Wege  steht,  die  ihnen  vielleicht  wieder  ent* 
fallene  Formel 

cos  3^)=:  4  cos  9' — 3cos9 

zu  Hülfe  ruft.  Diese  Art  Bewunderung  soll  die  Mathemati)c ,  wie 
mir  scheint,  eher  vermeiden  als  erstreben,  denn  sie  stählt  die 
Kräfte  der  Lernenden  eben  so  wenig,  als  sie  ihren  Muth  hebt. 
Etwas  ganz  Anderes  ist  es,  wenn  man  bei  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen deq.  Umstand  benutzt,  dass  jeder  positive  ächte  Bruch 
dem  Quadrat  eines  Sinus  gleich  ist,  und  die  Lernenden  dann 
sehen. N wie  in  Folge  dieser  Substitution  eine  überraschende  Ver- 
einfacnung  gewonnen  wird;  denn  hier  wird  der  Ausgang  von  einem 
einfachen  Gedanken  gemacht,  von  dem  man  einsieht,  dass  er 
auch  in  andern  Fällen  die  trefflichsten  Dienste  leisten  muss. 


IJelber  Poinsot's  methode  zur  Bestim- 

mungr  des  f^üssten  gremclnschaifllielieii 

Maasses  zweier  OrOssen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  dem  Journal  de  Math^matiaues  pures  et  appli- 
quöes^  publie  par  J.  Liouviile.  Fevrier.  1845.  p.  48.  hat 
Poinsot  eine  Methode  sur  Bestimmung  des  grössten  gemein* 
scbaftlichen  Maasses  zweier  Grossen  vorgetmgen,  deren  Frincip 
so  einfach  ist,  dass  es  sich  kaum  denken  lässt,   dass  ^eselbe 
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Dtdit  sebDo  einniar  anders  wo  entwickelt  worden  sein  sollte.  Po  in  - 
sot  bezeichnet  diese  Methode  aber  als  neu«  und  jedenfalls*  ist 
dieselbe  nicht  so  allgeraein  bekannt  9  wie  sie  nach  meiner  Mjainung 
in  gewisser  Rücksicht  zu  sein  verdient «  weshalb  wir  ihr  hier, 
mit  mehreren  eigenen  Bemerkungen  und  Zusätzen  und  überhaupt 
in  grösstentheils  eigeuthümlicher  Eotwickelung  ^  die  folgenden  Sei- 
ten widnien  wollen. 

Wenn  A  und  £.  zwei  beliebige  gleichartige  Grössen  bexeich« 
nen,  deren  grüsstes  gMneinschaftliches  Maass  gefunden  werden 
soH,  so  nehme  man  die  eine«  etwa  A,  von  der  anderen  B  so  oft 
weg«  als  es  angeht  ,  Bleibt  dann  ein  Rest«  welcher  kleiner  als  A 
ist«  so  bilde  man  das  Zweifache  2B  von  B,  und  nehme  A  von 
2B  wieder  so  oft  weg«  als  es  angeht.  Bleibt  bei  dieser  Opera- 
tion wieder  ein  Rest«  welcher  kleiner  als  A  ist«  so  bilde  man 
das  Dreifache  3J?  von  B,  und  nehme  A  von  3B  so  oft  weg«  als 
4*s  angeht.  Findet  man  nun  bei  der  Fortsetzung  dieser  Operation 
endlicn  ein  Vielfaches  mB  von  B,  von  welchem  A  sich  n  Mal« 
wo  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet«  wegnehmen  lässt«  ohne  dass 
ein  Rest«  weicher  kleiner  als  A  ist«  übrig  bleibt«  d.  h.  findet  man 
endlich  ein  Vielfaches  mB  von  B,  welches  von  A  genau  geifies- 
sen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A  gleich  ist« 
und  ist  mB  das  niedrigste  einem  gewissen  Vielfachen  nA  von  A 
gteiche  Vielfache  von  J9«  welches  es  giebt,  so  ist  der  mte  Theil 

von  A,  d.  h.  --«  das  griisste  gemeinsehaftliche  Maass  der  beiden 

Grössen  A  und  B,  und  dasselbe  also  auf  diese  Weise  gefunden. 
Kommt  man  aber  bei  Fortsetzung  des  obigen  Verfahrens  niemals 
auf  ein  Vielfaches  von  B,  welches  von  A  genau  gemessen  wird 
oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist«  so  sind  die  bei- 
den Grössen  A  und  B  incommensurabel «  d.  h.  es  giebt' für  die- 
selben gar  kein  gemeinschaftliches  Maass. 

Um  dies  zu  beweisen«  wollen  wir  zuerst  annehmen«  dass  man 
bei  der  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  ein  Vielfaches  mB  von 
B  gefunden  habe,  welches  von  A  genau  gemessen  wird«  oder  einem 
gewissen  Vielfachen  nA  von  A  eleich  ist«  und  dass  mB  das  nie>> 
•drigste  einem  gewissen  Vielfacnen  nA  von  A  gleiche  Vielfache 
von  B  sei«   weiches  es  giebt.     Dann  lässt  sich  auf  folgende  Art 

A 

leicht  zeieen«  dass  der  mte  Theil  von  A,  d*  h.  — «    das    grösste 

,,       ^  s'        .  '  m  ■  i- 

gemeinschaftliche  Maass  der   beiden  Grössen  A  und  B  ist.     Da 

A  .  A 

nämlich  A=m —  ist,  so  wird  A  von  —  gemessen.     Weil   ferner 

m  m    ^ 

A 

nach  der  Voraussetzung  mB=nA  ist«  so  ist  B:z:zn — «und  es  wird 

A  A 

folglich  auch  B  von  —  gemessen.  Also  ist —  ein  gemeinschaftli- 
ches Maass  von  A  und  B,  Gäbe  es  nun  ein  gemeinschaftliches 
Maass iKf>—  von  A  und  B,  'so  dass«   wenn  (i  lind  v  zwei  ganze 

Zahlen  bezeichnen,  A=z^M  und  ^=v^f  wärof«  so  wäre«  weil  nach 
der  Voraussetzung  A^mM  ist,  uSt'^mM,  folglich  ^<fii  Weil 
aber  Bi=^vM  ist,  so  ist  |fti9==fitr^=v«fiilf=3y^,  und  es 'gäbe  also 
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ein  niedrigeres  Vieifathes  (iB  von  B  als  mB,  weiches  von  A 
penau  gemessen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich 
ist,  was  gegen  die  Voraussetzung  streitet.  Daher  kann  es  kein 
grosseres  gemeinschaftliches  Maass  der  beiden  Grössen  A  und  B  als 

-  geben,  und  —  ist  folglich  das  groisste  gemeinschaftliche  Maass 

von  A  und  B,   welches  der  erste  Theil  unserer  Behauptung  war. 

Wenn  die  Grössen  A  und  B  commensurabel  sind,  d.  h.  wenn 
dieselben  überhaupt  ein  gemeinschaftliches  Maass  M  haben,  so 
dass,  wenn  ftundv  ganze /Wahlen  bezeichnen,  ^=|Ltilf  und  B'=:vM 
ist,  so  ist  (iB=fii,vM=:v.fiM=vA,  und  es  giebt  ,also  unter  der 
gdmachtcin  Voraussetzung  immer  ein  Vielfaches  ^cB  von  Bm  wel- 
ches von  A  genau  gemessen  wird  oder  einem  gewissen  Vielfachen 
vA'Yon  A  gleich  ist;  man  muss  folglich  in  diesem  Falle  bei  An- 
wendun$(  des  obigen  Verfahrens  oflfenbar  immer  endlich  einmal  auf 
ein  Vielfaches  von  B  kommen,  welches  vos  A  genau  gemessen 
wird,  oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist.  Wenn 
man  also  bei  Anwendung  des  obigen  Verfahren  niemals  auf  ein 
Vielfaches  von  B  kommt,  welches  von  A  ^enau  gemessen  wird 
oder  einem  gewissen  Vielfachen  von  A  gleich  ist,  so  sind  die 
beiden  Grössen  A  und  B  incommensurabel ,  welches  der  zweite 
Theil  unserer  Behauptung  war. 

Bei  Anwendung  des  obigen  Verfahrens  auf  zwei  ungleiche  ganze 
Zahlen  a  und  b  dividirt  man  mit  der  einen,  etwa  mit  a,  in  die  an- 
dere 6  hinein.  Bleibt  bei  dieser  Division  ein  nicht  verschwinden- 
der Rest,  so  addirt  man  zu  demselben  fr  und  dividirt  in  die  Summe 
-wieder  mit  a  hinein.  Bleibt  auch  bei  dieser  Division  ein  nicht 
verschwindender  Rest,  so  addirt  man  zu  demselben  wieder  fr  und 
dividirt  in  die  Summe  mit  a  hinein.  Diese  Operation  setzt  man 
,  so  lange  fort,  bis  man  auf  einen  verschwindenden  Rest  kommt, 
was  nach  dem  Vorhergehenden  im  vorliegenden  Falle  offenbar 
immer  endlich  einmal  Statt  finden  muss,  weil  zwei  ganze  Zahlen 
jederzeit  commensurabel  sind.  Dann  dividirt  man  mit  der  Anzahl 
der  ausgeführten  Divisionen  in  a  hinein,  und  der  auf  diese  Weise 
erhaltene  Quotient  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  das  gesuchte 
grösste  gemeinschaftiiche  Maass  der  beiden  ganzen  Zahlen  a  und  fr. 

^    Folgendes  Schema  stellt  diese  Operation  im  Allgemeine  dar : 

fr=«5fi+i^,  0<ri<«; 

ri  +  fr=aya  +  »'st*  0<ra<a; 
r2+»  =  a^i+ra,  0<ry<«; 

1)  {  n^rb  =  aq^-\rT^y  0<r4<«; 

u.  s.w. 

rfif-.i  +  fr=afOT. 

Weil  die  Anzahl,  der  ausgeführten  Divisionen  m  ist,  «o  is(  — 

m 

das  gesuchte  grösste  gemeinschaftlieh»  Maass  von  n  uml  ^. 

Verwechselt  man,    was  natürlich  verstattet  ist,    a  und  fr  mit 

einander,  so  «ihä|t  mab  fpilgendes  Scbema: 
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«=*yi'+r/,  0<ri'<6; 

U.  B,  W. 

Well  die  Anzahl  der  ansgefabrten  DIvisloneD  m'  Ist,  so  ist 
— >  das  gesuchte  gr5sste  gemeiDfichafUiche  Maaste  von  a  und  6. 

Weil  also  sowohl  — ,  als  auch  —7,  das  grusste  gemeinschaft- 

ffi  nt 

liehe  Maass  von  a  und  6  ist,  so  Ist  natfirlich 

3)  ^=A. 
also  m'a=^inb;    und  weil  nun 

oder 

a:— =111,  6:— 7=m 

ist,    so  müssen  m  und  nt'  nothwendig  relative  Primzahlen  sein, 

n       6 
weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre.  —  =  -7    olFenbar  nicht   das 

grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b  sein  konnte.  Wegen 
der  Gleichung  7n'a=:mb  geht  aber  m  in  m'a  und  m'  in  mb  auf; 
also  muss  nach  einem  sehr  bekannten  Satze,  weil  m  und  m'  rela- 
tive Primzahlen  sind,   m  in  a  und  m'   in  6  aufgehen,    oder  das 

<t      b 
grusste  gemeinschaftliche  IMiaass  —=—7  der  beiden  ganzen  Zahlen 

a  und  b  ist  jederzeit  eine  ganze  Zahl. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  1)  erhält  man,  wenn  man  auf** 
hebt,  was  sich  aufheben  lässt,  me  Gleichung 

4)  mb=za(qi+g^  +  q^+g^+....+,qm); 

und  eben  so  ergiebt  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  2),  wenn 
man  wieder  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt,  die  Gleichung 

5)  m'az=:b(qi'+q^'  +  q^'+q^'+....+q'mi)' 


Ul 


Also  igt  nach  4): 


«      9^+^«  +  %  +  *4  +  --  +  *m' 

und  nach  5): 


Nach  3)  and  7)  ist 


und  nach  3)  und  6)  ist 

6  6 

»»'""yi+y«  +  Vs  +  y4  +  -—+Vm' 

Folglich  ist  jederzeit 

und 

9)  m'=:jri+5ra  +  ?8  +  ?4  +  --+*~- 
Also  ist  auch  immer 

und 

« 

11)  62^=?i+^a+98  +  y4  +  *—  +  y«; 

und  der  in  den  kleinsten  ganzen  Zahlen  ausgedrückte  Werth  des 
Bruchs  7  ist  folglich  jederzeit 

y/+W+y3'+y4+""+yV 

^l+V2  +  V3  +  ^4  +  -— +?» 

Um  das  Vorhergehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wäh- 
len wir  die  beiden  ganzen  Zahlen  77  und  91 «  und  setzen  demzu- 
folge a=77  und  6=91. 

Bringen  wir  nun  zuvorderst  das  Schema  1)  in  Anwendung^  so 
haben  wir  die  folgende  Rechnung  auszuführen.  Die  derselben  im 
Nachstehenden  gegebene  Anordnung  hat  man  sich  für  alle  ähnlichen 
Fälle  zu  merken,  da  nach  unserer  Ueberzeugung  schon  der  grossen 
Einfachheit  der  Sache  wegen  sich  eine  bessere  nicht  finden  lassen 
dürfte. 


ISS 

77|91|1 
77 

14 

91 

77110511 
77 

28 
91 

77|119|1 
77 

42 
91 


77|  13311 
77 

56 
_91 

77114711 
77 

70 

._—  Hier  ist  hi  =  11.   Also  ist 

77|l6r(2    a     77 

154     m~ii~'^  ^'^  grJisste  ge- 

^7      nteioschftftliche    Maaas    yon 
11     «=77  und  Ä=91. 

7719811 
77 

21 
91 


•    ' 


77111211 
77 

M 

91 

77112611 
77 

49 
91     . 

77114011 
77 

63 
91 

77fl54|2 
154 

0 
Dm  8«h0iiut  2)  führt  su  der  folgenden  Rechnung: 
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9117710 
0 

77 

TL 

91115411 
91 

63 
77 

91|140|1 
91 

49 

H 

91|i26|l 
91 

35 

77 

91111211 
91 

21  ' 

77 

.9119811       . 
91 

7 
77  Hier  ist  m'= 13.  Also  ist 

91|8i|0  _^=_=:7  das  grOsste  ge- 

Qt      meinschaftliche    Maass    von 
jj      a=77  und  6=91. 

9i|i6iii 

91 

70 

77 

91 

56 

77 

91|133il 
91 

42 

77 

91111911 
91 

28 

.21 
91|105|1 

91 

14 
77 

9119111 
91 

0 
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Im  ersten  Falle  ist  die  Samme  der  QuotienteD 

=  l+l+l+l+l  +  2+i+l+l  +  l+2=tl3=m'; 
im  zweiten  Falle  ist  die  2$mnm^  der  Quotienten 

=0+1+1+1+1+1+0+1+1+1  +  1  +  1+1=11=111, 

ganz  den  Gleichungen  9)  und  8)  entsprechend.    Der  Ausdruck  des 

77 
Bruchs  qt  in  den  kleinsten  Zahlen  ist 

77;711^m_y/  +  ya^  +  y,^+y4^+....+yV 
M:7     13     m'        ^i  +  9s+9s+94+—-  +  9»  * 

wie  es  nach  dem  Obigen  sein  muss. 

Bei  der  Aufsuchune  des  ^ 
zweier  ganzen  Zahlen  kann  die 
Augen  föllt»    in  vielen  Fällen 

der  gewöhnlichen  Methode  in  jeder  Beziehung  nach.     Im  obigen 
Falle  erfordert  die  gewöhnlic*     *'  ^*^  ^  j  _  ^  ■       i     « 

leichte  und  kurze  Rechnung: 


n  der  Aufsuchune  des  grSssten  gemeinschaftlichen  Maasses 
ganzen  Zahlen  kann  die  obige  Methode ^  wie  leicht  in  die 
Augen  ullt,  in  vielen  Fällen  sehr  weitläufig  werden^  und  steht 
der  gewöhnlichen  Methode  in  jeder  Beziehung  nach.  Im  obigen 
Falle  erfordert  die  gewöhnliche  Methode  nur  die  folgende  äusserst 

Re  " 


77|91|1 
77 

14IT7I5 
70 

7!14|2 
14 

0" 

■ 

Also  ist  7  das  grSsste  gemeinscbaftlicbe  Maass  von  77  und  91,  wie 
vorher.  Siod  die  beiden  gegebenen  Zablen  43134  und  269067,  so 
braucht  man  nach  der  gewSnnlichen  Methode  bloss  die  folgende 
Rechnung  zu  machen: 

43134126906716 
258804 

10283 1431341 4 
41132 

200211028315 
10010 

273)200217 
,1911 

91127313 
273 

IT 

Also  ist  91  das  grSsste  gemeinsebaftliche  Maass  von  43134  and 
269067.  In  diesem  Falle  wäre,  wtnn  man  a= 43134,  6=269067  setzt. 


Ißl 

-= =91,  »1=  -7n~=474; 

»BW  91  ' 

//    mmi    .,    ,   20*1087    _^_ 

Uei  Anwendung  des  »Schemas  1)  würde  man  also  474 ,  bei  An- 
wendung des  Schemas  2)  dagegen  sogar  2957  Divisionen  zu  machen 
haben,  und  die  praktische  Anwendung  der  obigen  Methode  wiirde 
folglich  so  gut  wie  unmöglich  sein.  > 

Dagegen  bin  ich  der  Meinung,  dass  in  allen  den  Fällen,  wo 
man  durch  wirkliche  Abmessung  das  grosste  gemeinschaftliche 
Maato  iw^hir  geraden  Ldnien  A  uod  ü  mit  mSgfehster  Antiftä- 
rujig  bestimmen  soll,  Poinsots  Methode  olclMt  ohne  Wertb  i/at, 
unrf  vor  der  gewfihnlichen  Methode  des  Euklid  es  eotsdiie'deneVbr- 
t^ßß  besitet  Man  brauoht  jiüfutich  onr  eiae  dar  hilidep'  gegabaMO 
Linien,  et^ra  die  Linie  ß,  auf  einer  unbestimmt  langen  geraden 
Linie  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  an  mehrere  Mde,  und 
in  einer  des  Folgenden  wegen  hinreichenden  Anzahl,  neben  einan- 
der aufzutragen ,  worauf  man  *van  denisetbea  Anfangspunkte  ao  auf 
derselben  geraden  Linie  di€>  zweite  gerade  Linie  if  .so  oft  neben 
einander  aufträgt,  bis  ein  Punkt  dieser  zweiten  Theilung  mit  einem 
Punkte  der  ersten  Theilung  entweder  völlig  genau  oder  doch  so 
genau ,  dass  der  Unterschied  nicht  mehr  sinnlich  wabrnalimbar  ist» 
zusammenfiillt.  Findet  dies  nun,  indem  man  sieh  den  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkt  der  beiden  Theilungen  mit  0  bezeichnet 
denkt,  zaerst  bei  dem  mttu  Theilpiuikte  der  ersten  Theilung 
Statt,  so  Iheilt  man  die  Linie  A  in  m  gleiche  Theileein»  und 
ein  solcher  Theil  ist  dann  das  gesuchte  prösate  gemeinschaftliche 
Maa^s  der  beiden  gegebenen  geraden  Linien  A  und  B  entweder 
völlig  gens^Q  oder  doch  mit  einer  so  grossen  Annäherung,  als  die 
Genauigkeit  der  angewandten  Instrumente  und  die  zu  Gebole 
stehende  Schärfe  d«r  Sinne  zu  erreichen  gestatten. 

Dass  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  auch  bei  der  Aufsuchung 
des  grössten  gemeinschaftlichen  IMaasses  zweier  Kreisbogen  in  An- 
wendung gebracht  werden  kann,  fallt  ai|f  der  Stelle  in  die  Augen, 
wenn  man  nur  überlegt,  dass  man  von  jedem  beliebigen  Punkte 
in  der  Kreislinie  an  die  ganze  Peripherie  ungehindert  willkührlich 
oft  durchlaufen  kann. 

Endlich  fragt  sich  noch,  ob  man  auf  die  im  Obigen  ent^vickel- 
ten  Principien  nicht  mit  Vorthell  für  die  Kürze  und  Deutlichkeit 
die  Beweise  mancher,  die  Incommensurabilität  betreffender  Sätze 
gründen  kann,  was,  wenn  es  der  Fall  wäre,  der  obigen  Methode 
jedenfalls  in  dieser  Rücksicht  zu  besonderer  Empfehluns  gereichen 
würde.  Desfallsige  Versuche  zu  machen,  überlasse  ich  üen  Lesern, 
werde  denselben  aber,  wenn  sie  gelingen  sollten,  jederzeit  gern 
eine  Stelle  im  Archive  einräumen. 


II 


/ 

Theil  VII.  1 1. 
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Heber  eine  AuflSsmiff  der  uialiestimiii- 
ten  €llelcliiin8reii  des  ersten  Clrades 
BWiscKen  awel  unbekannten  Orüssen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


An  die  in  dem  vorbergeiienden  Aufsatze  angestellten  Betrach-, 
tuoffen  Iftsst  sich ,  wenn  man  dieselben  noch  etwas  weiter  als  dies 
in  diesem  Aufsätze  geschehen  ist  verfolgt^  die  Entwickelune '  einer 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  des  ersten  Grades  an- 
-schllessen  9  welche  ^  von  mir  bei  Anfertigung  des  vorhergehenden 
Attfeatses,  der  auch  mehrere  mir  eigenthumliche  Betrachtungen 
enthält,  gefunden  wurde ,  und  mir  der  Beachtung  nicht  ganz  un- 
tvterth  zu  sein  scheint,  wenn  sie  auch  öfters  in  ziemlich  weitläufige 
Rechnungen  fiihrt. 

Betrachten  wir  nämlich  wieder  das  aus  dem  vorhen^ehenden 
Aufsatze  bekannte  Schema 

»•i+*=a9^a+^2*  0<ra<a; 

r2  +  *=oy3+»"3>  0<r3<a; 
r^+b^zaq^  +  r^,  0<r4<a; 

u.  s.  w. 

rm-i  +  b  =  aqm; 

so  überzeugen  wir  uns  auf  der  Stelle,  dass  die  nicht  verschwin- 
denden Reste 

•  **!  »  ^2*  ''s  '   '4  *  •  •  •  **««—  i 

in  allen  Fällen  sämmtlich  unter*  einander  ungleich  sein  müssen, 
weil ,  wenn  unter  diesen  Resten  zwei  einander  gleiche ,  die  wir  im 
Allgemeinen  durch  m  und  rjk-ft' bezeichnen  wollen ,  vorkämen,  nach 
der  Natur  des  obigen  Verfahrens  offenbar  die  nicht  verschwinden- 
den Reste 
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ins  Unendliche  wiederkehren  müs^teo»  inan  aUo  nieaials  aiif  einen 
verschwindenden  Re^t  kommen  könnte  >  welches  doch  bekanntlich 
jederzeit  endlich  einmal  der  Fall  sein  muss« 

Sind  nun  a  und  b  relative  Primzahlen ,    so  ist  deren  grusstes 

gemeinschaftliches  Maass  —  (m.  s.  den  vorhergehenden  Aufsatz)  die 

Einheit,  und  folglich  itt  =  a.  Also  kckinen  offenbar  die  ö-^l  nicht 
verschwindenden,  sämmtlich  unter  einander  angleichen  Reste 

^1  > 'la »  ^8 » ''4' •  •  •  •'^•^1 

welche  alle  kleiner  als  a  sind,  nur  die  in  einer  gewissen  Ordnung 
genommenen  ganzen  Zahlen 

1,  2,  3,  4,....,  a— 1 

sein,  und  es 'muss  also  unter  den  Resten 

Tif  T29  T^,  1*4,  ....ra— 1 

in  allen  Fällen  die  Einheit  vorkommen. 

Bezeichnen  wir  jetzt  denjenigen  unter  den  Resten 

Ti,  r2 ,  1*3 ,  r4 , ....  Ta—  1 

welcher  der  Einheit  gleich  ist,  durch  rit»  und  setzen  also  rk=h 
so  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Gleichungen : 

b^aqi+rif 
r^+b=aq^  +  r^, 

U.   8.    W. 

rk-i  +  b  —  aqk  +  l; 

durch  deren  Addition  sich  die  Gleichung 

bk=a(qi  +  q2+qs+q^+"*  +  qk)  +  l 
oder 

6*  — a(^i  +  9«2  +  ^8  +  ^4  +  -  +  V*)  =  l 

erglebt. 

Haben  wir  nun  die  unbestimmte  Gleichung  des  ersten  Grades 
zwischen  zwei  unbekannten  Grossen 

wo  a  und  b.  relative  Primzahlen  sind ,  aufzulösen ,  so  liefern  nach 
dem  Vorhergehenden  oflfenbar  die  Werthe 

U* 
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eine  AufiSsung  dieser  Gleichung. 

Haben  wir  ferner  die  unbestimmte  (rteicfaung  des  ersten  Gra- 
des zwischen  zwei  unbekannten  Grossen 

wo  a  tind  b  wieder  relative  Primzahlen  sind»  aufzulösen ,  so  liefern« 
weil  nach  dem  Obigen 

48t,  offenbar  die  Werthe 

eine  Auflosung  dieser  Gleichung. 

Ist   die  unbestimmte  Gleichung    des  ersten  Grades  zwischen 
zwei  unbekannten  Grossen 

6a:  — ay  =  —  l, 

wo  wieder  a  und  b  relative  Primzahlen  sind^    gegeben,    so  kann 
man  dieselbe  immer  auf  die  Form 

bringen  9  und  nun  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  vorher  die  Gleichung 

ba — 0^=1 

auflösen. 

Soll    endlich  die  unbestimmte  Gleichung  des   ersten   Grades 
zwischen  zwei  unbekannten  Grössen 

bx  +  ay=z  —  1, 

wo  auch  jetzt  a  und  b  relative  Primzahlen  sind,  aufgelöst  werden, 
so  liefern,  weil  nach  dem  Obigen 

6(— ^)+a(^i +^2+^3  +  ^4  +  - •  +  5'*)=  — 1 
ist,  offenbar  die  Werthe 

a=-ky  y=qyi-q^  +  q^+q^+..,+qk 

eine  Auflösung  dieser  Gleichung. 

Um  das  Vorhergehende  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,   wollen 
wir  die  Gleichun«^ 

betrachten.    Da  hier  «=7,  6=12  ist,  so  hat  man  ßehufs  der  Auf- 
lösung dieser  Gleichung  folgende  Rechnung. zu  machen: 
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7|12|1       • 
_7 

5 
12 

7|T7|2 
14 

T 

12 

7|1512 
14 

1 

Weil  DUO  A  =  3  und  Qi-f-ft-ff's^l-f 2-|-2=5  ist,    so    ist 
x=3,  2^=5;    und  wirklich  ist 

12,3-7.5=1. 

Ffir  die  Gleichung  12j:-|-7^=1  ist  nach  dem   Obigen  x=3', 
y= — 5  eine  Auflösung;    und  wirklich  ist  auch 

12.3+7. (—5)=1. 

Man  kann  diese  Gleichung  aber  auch  auf  die  Form 

7y  +  l2a:=:l 

bringen,  und  durch  folgende  Rechnung  eine  neue  Auflösung  der- 
selben finden: 

12|7|0 
0^ 

7 

_7- 

1211411 

12 

"2 

_7 

i2;9|0 
0 

9 

_7 

12|16|1 
12 

4 

_7_ 

12111|0 
_0 

11 

J_ 

1211811 

6 

J_ 

121131 1 
12 

1 
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Also  ist  X:  =  7  und 
^i+^2+^3  +  5^4  +  y5  +  ^6  +  9r  =  0  +  1+0  +  1+0+1+1=4, 

folglich  nach  dem  Obigen  j;=:  — 4>  ^==7  eine  Auflosung  unserer 
Gleichung ;    und  in  der  .That  ist  auch 

12.(-4)+7.7  =  l. 

Wenn  die  Gleichung 

12ar— 7y=-l 

gegeben  Ist,  so  bringt  man  dieselbe  auf  die  Form 

73r-12ar=l,. 

und  erhält  durch  eine  der  unmittelbar  vorhergehenden  ffanz  gleiche 
Rechnung  ^  Auflpsung  x=i,  y^=^^  l    und  in  der  That  ist  auch 

W.4-7.7=— 1. 

Hat  man  eadlich  die  Gleichung 

12a+7^=:— 1  oder  7y  +  12a:=— 1 

aufzulösen ,  so  findet  man  nach  dem  Obigen  leicht  die  beiden  Auf- 
losungen ar=: — 3,  ^=5  und  J7=4,  'y  =  — 7;  und  in  der  That 
ist  auch 

12.(— 3)+7.5=— 1  und  12.4  +  7.(— 7)  =  — 1. 

Eine  Auflösung  der  Gleichung 

15ar+22^=l 
ergiebt  sich  durch  die  folgende  Rechnung: 


- 

22  1310 
0 

^ 

Xr 

15 
15 

1 

22|30il 
22 

8 
15 

22  23  1 

MM 

1 

Weil  nun  il  =  3  und 

Vi+9a  +  ?3=0  +  l  +  l=2 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  :rii:3,  y=i — 2  eine  Auflösung  unse- 
rer Gleichung;    und  in  der  Thai  ist  auch 

15.3  +  22.(— 2)  =  L 

Eine  zweite  Auflösung  ergiebt  sich  mittelst  der  folgenden  Rechnung : 
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15|22|1 
15 

7    • 
22 

151^11 
15 

14 

1513612 
30 

6 
22 

1512811 
15 

13 
22 

1513512 
30 

5 

22 

1512711 
15 

12 
22 

15|34|2 
30 

4 
22 

15|26|1 
15 

11 

U|33i2 
30 

3 
22 

151*^11 
15 

10 
22 

1513212 
30 

2 
22 

]5|24|I 
15 

"9 
22 

15131 

30 

1 


im 


Also  ist  ^=13  und 


^1+^2  +  ^3  +  q*+9h  +  ^«  +  •••  + Vl3 
=1  +  1  +  2  +  1+2  +  1+2  +  1  +  2  +  1 +2+1 +  >  =  19, 

folglich  nach  dem  Obigen  a?= —  (9^  ?/— 13 ;  und  in  der  That  ist  auch 

15.  (—19) +22. 13^=1. 

Dass  durch  das  Obige  die  vollständige  Aunösuiig  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  zwei  unbekannten 
Grossen  gegeben  ist,  kann  aus  den  Elementen  der  Algebra  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden  >  und  bedarf  hier  keiner  weiteren  Er- 
läuterung^. 

Es  migt  sich,  ob  sich  das  obige  vrdlig  allgemeine,  .und  in 
theoretischer  Rücksicht,  wie  ich  glaube,  höchst  einfache  Verfah- 
ren, nicht  durch  zweckmässige  Abkürzungen,  deren  es  in  vielen 
Fällen  allerdings  sehr  bedarf,  filr  die  Praxis  brauchbarer  machen 
lässt.  Desfallsige  Mittheilungen  von  Seiten  der  Leser  würden  mir, 
da  anderweitige  x\rbeiten  mich  zur  Zeit  hindern,  das  Obige  noch 
weiter  zu  verfolgen,  sehr  angenehm  sein,  und  immer  so  b«ald  als 
irgend  möglich  im  Archive  abgedruckt  werden. 


Heber  Poinsot's  neue  Beweiise  einigrer 
Hanptsätze  der  Zahlenlehre. 


Von 


dem  Herausgeber. 


In  der  Abhandlung:  Reflexions  sur  les  principes  fon- 
damentaux  de  la  theorie  des  nombres.  Par  M.  Poin- 
sot,  welche  in  dem  Journal  de  Mathematiques  pures 
et  appliqu^es,  pubIVe  par  J.  Liouville.  Janvier  et 
Fevrier  1845.  p.  1.  —  p.  101.  abgedruckt  ist,  hat  der  berühmte 
Verfasser  die  ßeweise  mehrerer  der  wichtigsten  »Sätze  der  Zahlen- 
lehre auf  so  eigenthümliche  und  an  sich,  so  einfache  Betrachtun- 
gen gegründet,  dass  wir  durch  eine  Darstellung  dieser  Beweise, 
die  wir  im  Folgenden  zu  geben  -versuchen  w  ollen ,    die  Leser  des 
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Archiv»  uns  £u  verbinden  hoffen.  Ausser  diebep  von  P'oinsol 
„Demonstrations  nourelles  ttr^es  dc.la  consideration 
de  r ordre''  genannten  ßenreisen,  aaf  die  %iir  uns  in  dem  vor- 
liegenden Au&atze  abtdchtiich  beschränken  werden,  enthält  übri- 
gens die  genannte  Abhandlang  noch  mehrere  andere  neue  Be- 
weise «nd  eigenthümliche  Untersuchungen,  deren  Mittbeiliing  in 
dem  Archive  wir  uns  fiir  die  Folge  noch  vorbehalten. 

§.  1. 

Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  denken  wir  uns  in  einer  be- 
stimmten Ordnung  und  sämnItLich  in  gleichen  Abständen  von  ein- 
ander eine  beliebige  Anzahl,  et^va  119  Punkte,  welche  also  den 
Umfang  des  Kreises  in  n  gleiche  Theile  theilen. 

Einen  dieser  Punkte  werden  wir  immer  a|s  den  Anfangspunkt 
oder  den  Nullpunkt  annehmen  und  durch  0,  die  auf  denselben  in 
der  zu  Grunde  geleuten  Ordnung  aller  Punkte  folgenden  Punkte 
aber  nach  der  Reihe  durch  1,  2,  3,  4,....,  n — l,  «,  w  +  1, 
w-|-2,.,..,  2«  — 1,  2m,  2/1  +  1,  2w  +  2,....  bezeichnen,  so  dass 
nämlich  mit  den  durch 

0,  1,  2,  3,  4,...,  ft  — 1 

bezeichneten  Punkten  respective  die  durch 

M,  «  +  1,  w-l-2, 'M+3,....,  2?i  —  1 

bezeichneten  Punkte,  ferner  wieder  die  durch 

2/1,  271  +  1,  2w  +  2,  2w  +  3,....,  3w  — 1 

bezeichneten  Punkte,  eben  so  wieder  die  durch 

3?! ,  3w  + 1 ,  3/1  +  2,  3n  +  3 , . . . ,  4w —  1 

bezeichneten  Punkte,  u.  s.  w.  zusammenfallen. 

Wenn  nuil  die  in  Rede  stehenden  Punkte  von  dem  Oten  an 
nach  der  zu  Grunde  gelegten  Ordnung  aller  Punkte  so  durchlaufen 
werden,  dass  man  von  dem  Oten  zum  iten,  vom  tten  zum  2tten, 
vom  2tten  zum  3iten,  vom  3iten  zum  4iten  u.  s.  w.  übergeht,  so 
wollen  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  sa^en,  dassman  die 
Punkte  mit' dem  Intervalle  t  durchlaufen  habe,  oder  wir 
wollen  dies  ein  Durchlaufen  der  Pnnkte  mit  dem  Inter- 
valle i  nennen. 

Alles  dieses  vorausgesetzt ,  lässt  sich  nun  zuvörderst  der  nach- 
sMiende  Lehrsatz,  welcher  als  die  Haupigrundlage  alles  Folgen- 
den zu  betrachten  ist,  beweisen. 

;•  ..•  §,  2. 

Lehfsati.  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Intervalle 
I  durchlaufen  werden ,  so  trifft  man  immer  endlich  ein- 
mal fyleder  auf  den  Nullpunkt;  bevor  man  das  zweite 
Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  ist  man  auf  keinen  Punkt 


17« 
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m^hr  al«  ein  Mal  getroffen;  weniif  aiaii  das  zweite  Mal 
auf  deo  Nullponkt  trifft,  hat  mao,  wenn  wir  das  erSsste 
gemeinschaftliche  Maaas  von  n  nnd  t  durch  f»  bezeichnen, 

die  ganze  Peripherie  -Mai  durchlaufen;  bevor  man 
das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  ist  nilt  Ein- 
rechnung  des  Nullpunktes  -  die  Anzahl  der  überhaupt 
getroffenen  verschiedenen  Punkte. 

Beweis.    Bezeichnen  wir  die  ganze  Peripherie  mit  J7,  so  ist 

—  jeder  der  n  gleichen  Theile,  in  weiche  die  Peripherie  durch  die 
n  Punkte  getheilt  wird.  Durchläuft  man  also  die  Punkte  mit  dem 
Intervalle  t,  so  geht  man  dabei  jedesmal  über  den  Theil  £—  der 
Peripherie  hinweg,  und  weil  nun 

n  n 

ist,  so  muss  man  otf^enbar,  spätestens  nachdem  mit  Einrech- 
nung  des  Nullpunktes  als  Anfangspunkt  der  Bewegung  n  Punkte 
getroffen  worden  sind,  jederzeit  wieder  auf  den  Nullpunkt  zurück- 
kehren; womit  der  erste  Theil  unsers  Satzes  bewiesen  ist. 

Entsprechen  die  Zahlen  ki  und  kHy  wp  It^  grösser  als  k  sein 
soll,  einem  und  demselben  von  dem  Nullpunkte  verschiedenen 
Punkte,  so  ist  offenbar 

ein  Vielfaches  mit  von  il,    also 

und  folglich 

i/e'  —  k)i^s2mn , 

d.^  i.  {k'--^k)i  ein  Vielfaches  von  «.  Daher  trifft  der  Punkt,  wel- 
chem die  Zahl  (k''-k)i  entspricht,  mit  dem  Nullpunkte  zusamriien, 
u^  es  muss  also,  weil  (k^—Jc)i  kleiner  als  ki  ist,  bevor  man 
auf  den  Punkt,  welchem  die  Zahl  k'i  entspricht,  trifft,  der  Nttll- 

gunkt  mindestens  schon  ein  zweites  Mal  getroffen  worden  sein. 
Beraus  ergiebt  sich  aber  unmittelb^  der  zweite  Theil  unseres 
Satzes«  dass  nämlicb>  bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpuäkl 
trifft,  kein  Punkt  zwei  Mal  getroffen  werden  kann. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  annehmen,  dass  man,  wenn 
man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  Peripherie 
q  Mal  durchlaufen  habe,  so  ist  offenbar,  da  die  ganze  Peripherie 
in  71  gleiche  Theile  getheilt  ist  und  jedes  Intervall  i  solcher  Theile 
enthält,  qn  das  niedrigste  Vielfache  von  n,  welches  von  i  ge- 
messen wird.    Also  ist  -  der  gr5sste  aliquote  Theil  von  t,    von 

y 
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welchem  n:geniesfito  witA,-  wie  siob  lelckl.  auf  folgende  «Art 'sei- 
geo'lässt*.  :WeU  ijrn  tm  Vieifachee  ven  i  ist,  so  BeignttzpU    IHb» 

ist  n=^p-9  uüd  n  wird  also  von  -  gemessen.    Würde  nun  n  auch 

von  -y,  wo  9,<4^  sein  soll,  gemessen,  so  sei  n=:p~,.  Dan»  wäre 

?fn^=^p'i,  und  ^n  wäre  folglich  oflTenfoar  nicht  das  niedrigste  Viel*- 
SEiche  Von  M>  welches  Von  i  gemessen  wird,  was  gegen  aas  Obige 

streitet.  Folglich  ist,  wie  vorher  behauptet  wurde,  ~dergr5sste 
aliquote  Theil  von  t,  von  welchem  n  gemessen  wird,  d.  h.  -  ist 
das  grus'ste  gemeinschaftliche  Maass  von  n  und  t,  also  -^^jx,  und 

folglich  g=^-,  welches  der  dritte  Theil  des  2u  beweisenden  Sät- 

zes  war. 

*  Bezeichneni  wh*  endlich  die  Anzahl  aller  vecschledenen ».  bevor 
man  das  ziveite  Mal  auf  den  ^Nullpunkt.triiTt,^  getroffenen  Punkte,» 
mit  Eidrechming  des  Nullpunkts  als  Anfangspunkt  der  Bew^ung, 
durch  ^>  so  ist  oflbnbar  .  ' 

'^        TT     ^  rr 
n      ^        fc 

■  w  • 

woraus  .auf  der  Stelle  xzzi-  folgt,   wiei  im  viertel):  Tbeile  des  zu; 

beweisenden  Satzes  behauptet  wurde. 

Unser  Satz  ist  also  jetzt  vollständig  bewiesen. 


§.  3. 
Wenn  n  und  i  relative  Primzahlen  sind,   so  ist  fi=i,   also 
-==i  und  —=11,  was  unmittelbar  auf  den  folgendeo  Satz  führt« 

EtTste^v  Zusatz.  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle i  durchlaufen  werden  und  n  und  i  relative.  PrlmV 
zahlen  sind,  so  hat  man,  wenn  man  das  zweite  Mat  aiil 
den  Nullpunkt  trifft,  die  ganze  PeriphoTie  i  Mal 
durchlaufen,  und  bevor  man'  das  zweite  Mal  atff  den 
Nullpunkt  triift,  i»t  man  auf  jeden  der  m  Punkte  eil» 
Misil  getroffen. 

'  Dieser  Satz  kann  aber  auch  auf  folgende  Art  umgekehrt  werden* 

Zweiter  Zusatz,  Wenn  die  n  Punkte  mit  dem  Inte«- 
valle  /  durchlaufen  werden,  und,  bevor  man  das  zweite 
Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft,  jeder  der  »Tunkte  ge- 
troffen worden  ist,  so  sind  n  und  i  jederzeit  relative 
Primzahlen. 

Unter  der  gen^achten  Voraussetzung  ist  nämlich  offenbar  in 
da«  ntedrig/ste  Vielfache  von  »,  welches  von  i  gemessen  wird, 
weil,   wenn  x  <^i  und  i'n=^pi  wäre,  p'^n  sein,   und  daher  schon 
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wenn  man  die  ganze  Peripherie  nur  {  Mal  diircManfen  hfitte,  der 
Nullpanlct  wieder  getroffen  ^Verden  würde,  »aciideBi  man  verlier 
über  nur  py    d.  h.  weniger  als  n  Punicte   hinweggegangen  wäre^ 

was  gegen  die  Voraussetzung  streitet.    Also  ist -der  grosste  ali- 

3uote  Theii  von  t,    von, welchem  n  gemessen  wird,  was  sich  auf 
iesdbe  Weise  wie  in  dem  ähnlichen  Falle  in  dem  dritten  Theile 

des  Beweises  d^s  vorhergehenden  Lehrsatzes  zeigen  4ässt.    Daher 

i 
iatrszl  das  grosste  gemeinschaftliche  Maas  von  n  und  i,   und  n 

und  i  sind  folglich  relative  Primzahlen,  wie  behauptet  wurde. 

Dritter  Zusatz.  Wenn  daher  bei  jedem  Intervalle, 
mit  welchem.man  die  n  Punkte  auch  aurchlaufen  in^g^ 
bevor  man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft, 
alle  n  Punkte  getroffen  werden,  so  ist  njederzeiteine 
Primzahl. 

Vierter  Zusatz,  Die  Anzahl  der  verschiedenen 
Ordnungen   der   n  Punkte,    welche  man    erhält,   wenn 


Für  jede  zwei  Intervalle,  welche  zu  n  relative  Primzahlen 
und  kleiner  als  n  sind,  müssen  die  Ordnungen,  in  denen  die  n 
Punkte  durchlaufen  werden,  noth wendig  von  einander  verschieden 
sein,  wie  auf  der  Stelle  in  die  Augen  lallt,  wenn  man  nur  über- 
legt, dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  unmittelbar  auf  den 
Nullpunkt  folgenden  Punkte  in  den  beiden  Ordnungen  offenbar 
jederzeit  von  einander  verschieden  sein  müssen.  Wenn  aber  t  zu 
n  relative  Primzahl  und  grösser  als  n  ist,  so  ist,  wenn 

fesetzt  wird,  wo  i'<7t  sein  soll,  offenbar  auch  t'  zu  n  relative 
^rimzahl;  und  da  ein  Durchlaufen  der  n  Punkte  mit  dem  Inter- 
valle' i  augenscheinlich  ganz  zu  der  nämlichen  Ordnung  dieser 
Punkte  führen  muss,  wie  ein  Durchlaufen  derselben  mit  dem  In- 
tervalle i' ,  so  ist  klar ,  dass  jedes  Durchlaufen  mit  einem  Inter- 
valle, welches  zu  n  relative  Primzahl  und  grösser  als  n  ist,  zu 
einer  Ordnung  der  n  Punkte  iühren  muss,  welche  schon  früher  bei 
einem  Durchlaufen  dieser  n  Punkte*  mit  einem  Intervalle ,  das  zu 
n  relative  Primzahl  und  kleiner  als  n  ist,  herbeigeführt  wurde. 
Verbindet  man  dies  mit  dem  Obigen ,  so  erhellet  die  Richtigkeit 
des  zu  beweisenden  Satzes. 


§.4. 

Lehrsatz.  Wenn  n  mit  a  und  b  relative  Prtknzahl 
ist,  so  sind  auch  n  und  das  Product  ab  relative  Prim» 
zahlen. 
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Beweis.  Wenn  man  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  n 
Punkte  auf  die  aus  dem  Vorbeigehenden  bekannte  Weise  anord- 
net und  dieselben  dann  mit  dem  Intervalle  a  durchläuft,  so  wer- 
den, weil  nach  der  Voraussetzung  n  und  a  relative  Primzahlen 
sind,  nach  $.  3.  Erster  Znsatz.  alle  n  Punkte  getroffen >  bevor 
man  das  zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft.  Nimmt  man  jetzt 
die  n  Punkte  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  bei  diesen  Durch- 
laufen mit  dem  Intervalle  a  nach  und  nach  getroffen  werden,  und 
durchläuft  sie  in  dieser  Ordnung  mit  dem  Intervalle  b,  so  werden, 
weil  nach  der  Voraussetzung  auch  n  und  ö  relative  Primzahlen 
sind,  nach  §.  3.  Erster  Zusatz,  wieder  alle  n  Punkte  getroffen, 
bevor  man.  das  ieweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft.  Auf  der  «Stelle 
erbellet  aber,  dass  diese  beiden  Opefationen  zusammen  ganz  auf 
die  eine  hinauslaufen,  wenn  man  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprüpg- 
lichen  Ordnung  mit  dem  Intervalle  ab  durchläuft,  und  man  sieht 
also  aus  dem  Vorhergehenden,  dass,  wenn  man  die  n  Punkte  in 
ihrer  ursprunglichen  Ordnung  mit  dem  Intervalle  ab  durchläuft« 
alle  91  Punkte  getroffen  werden,  bevor  man  das  zweite Itfal  auf 
den  Nullpunkt  trifft  Daher  ^  sind  nach  §•  3.  Zweiter  Zusatz. .  n 
und  das  Product  ab  relative  Primzahlen,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


§.  5. 

Aus  dem  vorhergehenden,  für  die  ganze  Zahieniehre  bekannt- 
lich höchst  wichtigen  Satze ,  der  sich,  wenn  auch  unter  einer  etwas 
anderen  Form,  schon  im  siebenten  Buche  der  Elemente  des  Euklides 
fiqdet,  lassen  «ich  viele  Folgerungen  ziehen,  von  denen  wir  hier 
nur  die  folgenden  in  der  Kürze  hervorheben  wollen. 

Erster  Zusatz.  Weijn  n  mit  jeder  der  Zahlen  a,  8, 
c,  df  e,....  relative  Primzahl  ist,  so  sind  auch  n  und  das 
Product  abcde....  relative^Prira'zahlen*  ' 

Weil  nämlich  nach  der  Voraussetzung  n  mit  a  und  6'  relative 
Primzahl  ist,  so  sind  nach  §.  4.  auch  n  und  das  Product  ab  rela- 
tive Primzahlen.  Weil  also  n  mit  c  und  ad  relative  Primzahl  ist, 
so  sind  nach  §.  4.  auch  n  und  das  Product  abc  relative  Primzah- 
len. Weil . folglich  7^  mit  d  und  abc  relative  Primzahl  ist,  so  sind 
nach  §.  4.  auch  n  und  das  Product  abcd  relative  Primzahlen. 
Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  die  all- 
gemeine Gültigkeit  unsers  Satzes  föllt  daher  in  die  Augen. 

Zweiter   Zusatz.     Wenn«  mit  a  relative  Primzahl 

ist,  so  sind  auch  n  und  die  Potenz  a  jederzeit  relative 
Primzahlen.  ^       . 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  .wenn 
man  a=6  =  e=c{=ß  =  ...«  setzt. 

Dritter  Zusatz.  Wenn  die  Zahl  «,  welche  mit  jeder 
der  Zahlen  a,  6,  c,  d,  e,..,.  relative  Primzahl  ist,  in  dem 
Producte  aabcde...  aufgeht,  so  ^eht  7ij'ederzeit  in  aauf. 

Bezeichnen*  wir  das  grusste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und 
n  durch  ft,  und  setzen  a^zXfn  und  TtzsA'ft,  so  sind  k  und  A'. rela- 
tive Primzahlen*    Weil  nun 
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ctabede....     Ifiabcde».**   '  kabcd^.,.. 

n  7^        "        T 

igt»  mid  nach  4er  Voraussetzune  n  in  ctabcde*»:  aufgebt^  so  geht 
.auch  V  in  labcde..,*  auf»  So  wie  aber  n  mxiuy  b,  e,  d,  €,.:•  re- 
i^ikve  Primzahl  ist,  si»  ist  natfirlich  auch  X'  nit  a,  6»  c,  d,  69.»*« 
relative  Primzahl,  und  V  ist  folglich  mit  k,  a,  b»  c^dy  «.«•»••»  ^so 
nach  dem  vorhet^eheoden  Ersten  Zusätze  auch  mit  kabcde..^*  re- 
lative Primzahl.  .  Daher  kann  A'  nur  dann  in  Xabcde....  aufgehen, 
worin  i'=l  i»U  Folglich  ist  X'=l,  also  nach  dem  Obigen  9i=|», 
lind  daher  Or^Xn,  so  dass  also  m  in  a  aufgeht,  wie  behauptet  wurde. 

Vierter  Zusatz.  Jede  Zahl  n  kann  nur  auf  eine  ein- 
zige Art  in  von  der  Einheit  verschiedepe  Prlmfacto- 
rein  zerlegt  werden. 

•    • 

.  Sei  nämlich,  wenn  sowohl  a,  b,  c,  «Z,..«.,  als  auch  %,  6i,  C], 
^^..•. ,  sämmtlich  unter  einander  und  von  der  Einheit  verschiedene 
Primzahlen  bezeichnen,  und  die  ganzen  Zahlen  a,  ß»  y,  !$,.•••  und 

^1»  ßi9  Yi9  ^i*-««  sämmtlich  grösser  als  Null  sind,  n'=^a^br(/'d  .u. 

und  n=-ai^^bJ^^c^^di  ^...;  so  lasst  sich  auf  folgende  Art  zeigen« 
äass  die  Producte 

({"l^^^....  und  ai'^'ö/^»/'«^/'.... 

identisch  seift  mfissen.  .    . 

:  Weil  nach  der.  Voraussetzung 

und  <¥  grösser  als  Null  ist,  so  ist  a^^bi^^cJ^di  ^....  durph  a  theil- 
bar*  Käme  nun  die  von  der  Einheit  verschiedene  Primzahl  a  unter 
den  von  der  Einheit  verschiedenen ,  unter  einander  ungleichen  Prim- 
zahlen Ol,  6|,  Ct,  dl,..,,  nicht  vor,  so  wäre  a  mit  jeder  der  Zah- 
le^ «i,  Ulf  Ci,  ai,....,  also  nach  dem  viprhergehen  den  Zweiten  Zu- 
sätze auch  mit  jeder  der  Potenzen  Ot"*,  Ai^S  Cj^Sc^S. .;...,  und 
folglich  nach  dem   vorhergehenden  Ersten  Zusätze    auch  mit  dem 

Vroiucte  Oi^bi^^Ci^^di  ^...  relative  Primzahl,  könnte  folglich  natür- 
lich in  diesem  Producte  nicht  aufgehen,  was  gegen  das  Obige 
streitet.  .Al^so  muss  die  Primzahl  a  unter  den  Primzahlen  Oi,  bi, 
6*1,  dt,*...  vorkommen.  Auf  dieselbe  Art  muss  aber  überhaupt 
jede^  der  Primzahlen  a,  b,  c,  d,..  unter  den  Primzahlen  Oj,  b^  Ci, 
c^,....,  und  ebenso  umgekehrt  jede  der  Primzahlen  a^,  6^,  c^,  d^,.... 
unter  den  Primisahlen  a,  6,  c,  d,....  vorkommen, '  woraus  sich  un- 
mittelbar ergiebt,  dass  die  beiden  Producte  abcd...  und  äibtCidt... 
identisch  sind.  Also  könnte  eine  Verschiedenhieit  der  einander 
gleichen  Producte 

^  :     .  a^lPi?i....  und  a^^'bi^^ci^'d^' 


..■•», 


in  denen  wir  nun  a  =  ffi,'  6=öi,  c^=^Ciy  d^rzdi,  u.  s.  w.  zu  setzen 
herechtifit  sind,  nur  in  einer  Verschiedenheit  der  Exponenten  cc 
und  ai,  ßtnfd  ßi,  y  und  y|,  d  und  diyii.  s.  w.  begründet  sein.  Wäreaber 
z.B.  cr^cf},  so  würde  sich  aus  der  Gleichung  ^ 
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die  Gleiebung 

««-^.*^// =  b/Wd^^' 

WO  «— «i>0  ist,  ergebien,  «nd  das  Product  bi^^e^^dt  *....  würde 
also  durch  a  theilbar  sein.  Weil  aber  die  von  der  Eioheit  ver- 
schiedene Primzahl  a  unter  den  von  der  Einheit  verschiedenen 
Primzahlen  6,  c,  d,..,.  oder  bi,  Ci,  e^,....  nach  dem  Obigen  nicht 
vorkommt 9  so  ist  a  mit  jeder  der  Zahlen  bi,  Ci,  di,..,.,  also  nach 
dem  vorhergehenden  Zweiten  Zusätze  auch  mit  jeder  der  Potenzen 

bi^^9  Oi^s  dl  S«.'.»  und  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Ersten 

Zusätze  auch  mit  dem  Producte^i^^  Ci^^  dy  ^ relative  Primzahl« 

kann  also  in  diesem  Producte  natürlich  nicht  aufgehen ,  was  gegen  das 
Obige  streitet.  Daher  ist  0=^«^,  und  ganz  eben  so  ß=ßi3  y=y\9  ^=^9 
u.  s.  w.  Weil  nun  a:=^ai^  6==6i,  c=Ci,  d=:rfi,u.  s.  w.  und€r=:«i,  ß^^h* 
y=^yi9  8^=  dl,  u.  s.  w.  ist,  so  sind  die  Producte 

abP(?^....  und  ai*'Ä/'c/Vx^'.- 

identisch,  und  die  Zerlegung  der  Zahl  n  in  von  der  Einheit  ver- 
schiedene Primfactoren  ist  folglich  immer  nur  auf  eine  Art  mug- 
lich,  wie  bewiesen  werden  sollte. 


ke 
es  a 


Fünfter  Zusatz*    Wenn  die  Wurzelgrosse  V«  durch 
ine  ganze  Zahl  ausgedrückt  werden  kann,   so  giebt 
uca  keinen  dieser  \Vurzelgrosse  gleichen  Bruch. 


Wäre  Vo==— ,  tvo,  wie  anzunehmen  ofenbar  verstattet  ist,  x 

und  V  relative  Priiazahlen  sein  sollen«  und  der  Voraussetzum; 
des  ^Nitzes  gemäss  y  grosser  als  die  Einheit  angenommen  wlra, 

©n       j^n  Q^n  X"^  ^ 

=  — ,  und  folglich  — — «y"""^>  also  — einegan^e 

KahL  Weil  aber  x  und  y  relative  Primzahlen  sind ,  so  sind  nach 
dem  vorhergehenden  Zweiten  Zusätze  auch  a?^  und  y  relative  Prim- 

zahlen,  und  —  kann  also,  weil  y  grösser  als  die  Einheit  ist«  offen- 
bar keine  ganze  Zahl  sein,  was  gegen  das  Vorhergehende  streitet. 
Folglich  kann  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  Vo  =  ^ 
sein,  wie  behauptet  wurde. 

^  B. 

Lehrsatz,  Wenn  x  und  n  relative  Primzahlen  sin-d, 
undp  die  Anzahl  der  Zahlen  bezeichnet,  welche  klei- 
ner als  u  und  mit  n  relative  Primzahlen  sind,  so  ist 
aiP—t  immer  durch  n  theilbar  oder  ein  Vielfaches  von». 

Beweis.  Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  ordne  man  n 
Punkte  auf  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Art.    Diese  n 
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Punkte  durchlaufe  mau  mit  dem  Intervallen,  ao  trifft  man«  weil 
nach  der  Voraussetzung  n  und  a:  relative  Primzahlen  sind,  nach 
§.  3.  Erster  Zusatz,  aiif  alle  n  Punkte,  bevor  man  daa  aweite  Mal 
auf  den  Nullpunkt  trifft.  Nun  nehme  man  die  n  Punkte  in  der 
Ordnung,  in  welcher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind,  und  durch- 
laufe sie  von  Neuem  mit  dem  Intervalle  x,  so  trifft  man,  weil 
nach  der  Vpraussetzung  7;  und  x  relative  Primzahlen  sind,  nach 
§,  S.  Er^er  Zusatz,  wieder  auf  alle  71  Punkte,  bevor  man  das 
zweite  Mal  auf  den  Nullpunkt  trifft.  Setzt  man  aber  dieses  Ver- 
fahren auf  dieselbe  Art  weiter  fort,  so  erhält  man  dadurch  offen- 
bar ganz  dieselben  Ordnungen  der  11  Punkte,  welche  man  erhalt, 
wenn  man  dieselben  nach  und  nach  mit  den  Intervallen  a:,.a;^,  a:^^ 
ar*,....  durchlauH;.  Da  nun  nach  der  Voraussetzung  o:,  und  nach 
§.  5.  Zweiter  Znsatz.  also  auch  die  sämmtlichen  Potenzen  von  a 
mit  n  relative  Primzahlen  sind ,  so  kann  nach  §•  3^  Vierter  Zusaix. 
die  Anzahl  der  versdhiedeoen  Ordnungei^  der  n  Punkte,  welche 
man  auf  die  obige  Wßlse  erhält,  nicht  grosser  als  p  sein,  und  es 
muss  folglich  immer  eine  Ordnung  der  n  Punkte  wiederkehren. 
Die  erste  wiederkehrende  Ordnung  der  n  Punkte  muss  aber  noth- 
wendig  die  erste  ursprungliche  Ordnung  derselben  sein ,  weil  offen- 
bar ganz  aus  denselben  GrCinden,  aus  welchen  eine  spätere  von 
der  ersten  ursprünglichen  Ordnung  verschiedene  Ordnung  wieder- 
gej^ehrt  sein  sollte,  schon  früher  die  erste  ursprüngliche  Ordnung 
selbst  wiedergekehrt,  sein  müsste.     . 

Bezeichnen  wir  nun  die  Anzahl  der  auf  die  obige  Weise. er- 
haltenen verschiedenen  Ordnungen  der  n  Punkte  durch  p\  so  i^st 
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Weise  eprhaltenelD  sämmtllch  unter  einander  verschiedenen  p'  Ord- 
nungen der  n  Punkte  nicht  vorkommende  Ordnung,  so  führt  diese 
Ordtjung,  wenn  man  auf  dieselbe  das  nämliche  Verfahren  wie  vor- 
her anwendet,  nätüHidh  auch  auf/?'  'erämmtlich  von  einander  ver- 
schieden^  Ordnungen,  welche  aber  nothwendig^ auch  sämmtlich  von 
den  ersten  unter  einander  verschiedenen  p'  UrdnuDgen  verschie- 
den sein  müssen,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  wie  llelcht 
erbellen  wird ,  die  ersten  Ordnungen  in  den  beiden  Systemen  noth- 
wendig  identisch  sein  uiüssten,  was  gegen  die  Voraussetzung 
streitet  Gäbe  es  nun  noch  eine  weder  in  dem  ersten,  noch  in 
dem  zweiten  Systeme  vorkommende  Ordnung  der  71  Punkte ,  so 
wurde  diese,  wenn  man  sie  dem  obigen  Verfahren  unterwirft,  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  wieder  zu  p'  weder  in  dem  ersten, 
noch  in  dem  zweiten  Systeme  vorkommenden,  unter  einander  ver- 
schiedenen Ordnungen  führen.  Setzt  man  diese  Betrachtungen 
weiter  fort  und  überlegt,  dass  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  p  die 
Anzahl  aller  überhaupt  möglichjen  Ordnungen  der  n  Punkte  ist,  so 
ist  ersichtlich,  dass  p  ein  Vielfaches  von  p'  sein  muss,  und  daher 
pzszTup'  gesetzt  weraenkann. 

Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  man  die  n  Punkte 
mit  dem  Intervalle  ccf^  durchläuft,  deren  ursprüngliche  Ordmmg 
wieder  herbeigeführt  wird,  so  muss  die  Potenz  xv'  offenliar 
nothwendig  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  71 
gleich  sein.     Durch  successlve  Multiplication   oder  auch  mittelst 
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des  Binomischen  Lehrsatzes  erhellet  aber  «ogleich,  dass  dann 
auch  jede  Potenz  von  jtp',  und  folglich  auch  (j:^"»=ar~p',  d.  h. 
niach  dem  Obigen  ^,  einem  um  dielBinheit  vermehrten  Vielfachen 
von  n  deich,  oder,  vras  dasselbe  ist,  aiP—l  durch  n  theilbar  oder 
ein  Vieiraches  von  n  ist,  wie  behauptet  wurde. 


§.7. 

Wenn  n  eine  in  x  nicht  aufsehende  Primzahl  ist,  so  sind  o? 
und  n  relative  Primzahlen,  und  die  Zahlen 

1,  2,  3,  4,  5,...,  «-1 

sind  offenbar  alle  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n  relative 
Primzahlen  sind.  Da  nun  n  — 1  die  Anzahl  dieser  Zahlen  ist,  so 
ersieht  sich  aus  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  unmittelbar  der 
folgende  8atz. 

Zusatz,  Wenn  n  eine  in  x  nicht  aufgehende  Prim- 
zahl ist,  so  ist  ^r"^!  — 1  jederzeit  durch  n  theilbar. 

Ist  z.  B.  ar=12,  n  =  7,  so  ist  12«-l=2986ö83und(l2«-l):7 
-=426569. 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige  Satz  wird  bekanntlich  in 
der  Zahlenlehre  Fermat's  Satz  genannt. 


§.8. 

Lehrsatz.  Wenn  a,  6,  c,  cZ,  e,  f,  ^,...  die  s&mmt« 
liehen  Zahlen  sind,  welche  kleiner  als  n  und  zun  rela« 
tive  Primzahlen  sind,  so  ist  immer  die  eine  der  bei- 
den Grossen 

abcdefg....4zl 

durch  n  theilbar  oder  ein  Vielfaches  von  n,  wobei  wir 
R  grosser  als  die  Einheit  annehmen. 

Beweis.  Auf  dem  Umfange  eines  Kreises  ordne  man  auf 
die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte  Art  n  Punkte,  und  durch- 
laufe dieselben  mit  dem  Intervalle  a,  so  werden,  weil  nach  der 
Voraussetzung  a  und  n  relative  Primzahlen  sind,  nach  §.  3.  Erster 
Zusatz,  alle  n  Punkte  getroffen,  bevor  man  das  zweite  Mal  auf 
den  Mullpunkt  trifft.  Durchläuft  man  nun  die  n  Punkte  in  der 
neuen  Ordnung ,  in  welcher  sie  jetzt  getroffen  worden  sind ,  nach 
und  nach  mit  jeder  der  Zahlen 

a,  b,  c,  dy  e,  f,  Jr,.... 

d.  h.  mit  jeder  Zahl ,  welche  kleiner  als  n  und  zu  n  relative  Prim- 
zahl ist,  als  Intervall,  so  erhält  man,  wenn  p  die  Anzahl  der  obi- 
fen  Zahlen  bezeichnet,  alle  p  verschiedenen  Ordnungen  der  n 
^unkte,  welche  nach  §.  3.  Vierter  Zusatz,  jetzt  überhaupt  nur 
möglich  sind.  Ganz  zu  denselben  Ordnungen  muss  man  aber 
offenbar  geführt  werden ,  wenn  man  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Ordnung  mit  den  Intervallen 

Theil  VII.  12 
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aa 9  ^69  HC,  od,  ne,  of,  og,» 


• '  •  9 


welche  nach  §•  4*  sfiiiinitlich  zu  n  relative  Primzahlen  sipd>  durch- 
läuft. Wenn  man  also  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprüngiichen  Ord- 
nung mit  den  Intervallen 

era,  ab,  ac,  afl,  ae,  af,  ag,.,.. 

durchläuft»  so  erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden  p  sämmtlich 
von  einander  verschiedene  Ordnungen  der  n  Punkte ;  und  da  nun 
nach  §•  3.  Vierter  Zusatz,  überhaupt  nur  p  verschiedene  Ordnun- 
gen der  n  Punkte  in  ihrer  ursprünglichen  Ordnung  muglich  sind, 
so  muss  unter  den  p  .verschiedenen  Ordnungen ,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  n  Punkte  in  ihrer  ursprünglichen  Ordnung  mit  den 
Intervallen 

aUf  oh,  ac 9  ad,  ae^  af,  ag,*.*. 

durchläuft^  jederzeit  noth wendig  die  erste  ursprüngliche  Ordnung 
der  n  Punkte  selbst  vorkommen.  Also  muss  unter  den  ohigeo 
Producten  immer  eins  vorkommen  ^  welches  einem  um  die  Einheit 
vermehrten  Vielfachen  von  n  gleich  ist.  Wäre  dieses  Producf  aber 
das  erste  Glied  der  obigen  Reihe,  nämlich  aa,  und  wäre  also 

so  wäre 

a{jk—d)  =zan—  aa=  (o—^)  w— 1 , 

und  folglich  das  Product  a(n — a)  einem  um  die  Einheit  verminder- 
ten Vielfachen  von  n  gleich,    n — a  ist  offenbar  kleiner  als  n,  und 
kann  nicht  gleich  asem,  weil,  wenn  n  —  az=ia  wäre,  ^=2a  wäre, 
und  daher  n  nur  dann  mit  a  relative  Primzahl  sein  konnte,   wenn 
a=i  wäre;    dann  wäre  aber  n=2,  welchen  Fall  wir,  weil  in  dem- 
selben die  Richti&keit  des  zu  beweisenden  Satzes  auf  der  Stelle 
erhellet,    auszuscnliessen    berechtigt   sind.      Ferner  fallt  leicht  in 
die  Augen,  dass  n — a  jederzeit  mit  n  relative  Primzahl  ist,  weil, 
wenn  n— a=ilfA,  n=il>,  wo  a  grosser  als  die  Einheit  sein  soll, 
wäre,  offenbar  a=(l!—X)fi,  und  daher  amit  n  nicht  relative  Primzahl 
sein  würde.    Hieraus  sieht  man,  dass  n — a  jederzeit  in  der  Reihe 
der  Zahlen  6,  c,  d,  e,  f,  ^,....  vorkommen  muss,  und  es  erhellet 
nun,  dass  sich  die  Zahlen  a,  6,  c,  d,  e,  f,  g,....  immer  so  zu  Ptoduc- 
ten  mit  zwei  ungleichen  Factoren  untereinander  verbinden  lassen,  dass 
jedes  dieser  Producte  entweder  einem  um  die  Einheit  vermehrten  oder 
einem  um   die  Einheit  verminderten  Vielfachen  von  n  gleich   ist. 
Leicht  lässt  sich  endlich  auch  zeigen ,  dass  unter  diesen  Producten 
nicht  zwei  von  der  Form  ab  und  ac,    wo  a,    h»   c  unter  einander 
ungleich  sein  sollen,    vorkommen  können.    Sollte  nämlich  mit  Be- 
ziehung der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

« 

a6  =  yw  +  l ..  ac=q'n  ±1 

sein  kennen,  so  wäre 

a(b—e)  =  (q'-q')n, 
und  folglich  a(b^c),  also  nach  §.  5.  Dritter  Zusatz. ,  weil  nach  der 
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Vorauasetzuog  n  und  a  relatire  Primzahlen  sind,   />— ^  durch  n 
theilbar,  was  ungereint  ist,  da  unter  den  ^^emachteo  Yoraussetaan- 

fen  das  nicht  verscbi?indende  b — e  oifenbar  kkinetf  als  das  die 
Einheit  übersteigende  n  ist.    Sollte  aber 

ab=:qn-i-l,  ac=^q'n — 1 

sein  kOnuei,   so  wäre,    wie  aus  dem  Obteen  sieb  umnitlelliar  er- 
giebt,  a^c  =  ii,  also  e==ft— a,  upd  folgUeh 

0 

ab=qn  +  i,  a(n — a)  =  flr'ii— 1, 
also,  wenn  man  addirt: 

a(w— a+6)  =s  a{n'^(a — 6))  ==  (fl' + q')n. 

Daher  wäre  a(n — (a— 6)),  und  folglich  nach  §.  5.  Drilter  Zu- 
sats.,  weil  nach  der  Voraussetzung  n  und  a  relative  Primzahlen 
sind,  n  —  (a — b),  also  auch  a-^b  durch  n  theilbar,  was  ganz  aus 
denselben  Gründen  wie  vorher  bei  b — c  ungereimt  ist. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen ,  so  ergiebt 
sich  auf  ganz  unzweideutige  Weise,  dass  man  jederzeit  das  Pro- 
duct  abcaefg....  auf  eine  solche  Weise  in  lauter  Producte  mit 
zwei  Factoren  zerlegen  kann,  dass  jedes  dieser  Producte  mit  zwei 
Factoren,  durch  deren  Multiplication  in  einander  das  Product 
abcdefg...'  entsteht,  entweder  ein  um  die  Einheit  vermehrtes  oder 
ein  um  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n.  ist,  woraus  fer- 
ner durch  successi>e  Multiplication  auf  der  Stelle  folgt,  dass  immer 
das  Product  abcdefg,..,  selbst  entweder  ein  um  die  Einheit  ver- 
mehrtes oder  ein  um  die  Einheit  vermindertes  Vielfaches  von  n 
ist,  oder  dass  immer  eine  der  beiden  Grossen 

abcdefg4»,,  Jt  1 

durch  n  theilbar  sein  muss,  wie  bewiesen  werden  seilte. 


§.  9. 

Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  sind 

1,  2,  3,  4,  5,...,  n — 1 

die  sämmtlichen  Zahlen,  welche  kleiner  als  n  und  mit  n  relative 
Primzahlen  sind.  Kommt  nun  unter  den  Producten  mit  zwei  Fac- 
toren, in  welche  sich  auf  die  aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
bekannte  Art  das  Product 

1.2.3.4.5.. ..(n--l) 
zerlegen  lässt,  das  Product 

vor,  so  ist 

^•2—  1  =  (;r— 1)  (dr+l)=  {X'^q)n , 

12' 
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und  es  muss  also  die  in  dem  Producte  (jr-^l)  (jr-t-1)  aufgehende 
Primzahl  n  entweder  in  a>— 1  oder  in  x-^l  aufgehen.  Geht  aber  n 
in  07^-1  auf,  und  ist  also  a:-~l=:9'n,  so  ist 

Wäre  nun  q'^0,  so  wäre  x^n»  was  gegen  die  Voraussetzung 
ist,  und  es  ist  folglich  ^'=0,  also  a:=:l.  Geht  ferner  n  in 
x-^-i  auf,  und  ist  also  x-\'l^=q"ny  so  ist 

a:  =  'n— l  +  (y"  — l)it. 

Wäre  nun  9">1,  so  wäre  x^n — 1,  was  gegen  die  Vorausset- 
zung ist,  und  es  muss  folglich,  weil  in  diesem  Falle  offenbar  q" 
nicht  verschwinden  kann,  q":=.\y  also  j:=:7t*— 1  sein.  Folglich 
ist  entweder  ä  =  1  oder  a:  =  w  —  1.    Für  a'=l  ist 

x{n — x)  =  1 .  (n — ^1) , 

und  fflr  a?=ii — 1  ist  auch 

r 

x(n — a:)  =  l.(n — 1), 
so  dass  also  immer 

x(n  -^0?)  =  1 .  (w  —  1) 

ist.  Nimmt  man  hierzu,  dass  offenbar,  wenn  n-^k  irgend  ein 
Glied  der  Reihe  2,  3,  4,  5,...,  n — t  bezeichnet,  niemals 

sein  kann ,  und  dass  sich  also  1  mit  keiner  der  Zahlen  2, 3,  4,  5,,..., 
n~t  zu  einem  Producte  verbinden  lässt,  welches  einem  um  die 
Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  n  gleich  ist,  so  wird  leicht 
erhellen,  dass  unter  den  Producten  mit  zwei  Factoreu,  in  welche 
sich  auf  die  aus  dem  yorhergehenden  Paragraphen  bekannte  Art 
das  Product  1.2.3.4....(n — 1)  zerlegen  lässt,  immer  das  Product 
l,(n — l)  =  l.n-^l  vorkommen  muss,  dass  aber  jedes  andere  die- 
ser Producte  einem  um  die  Einheit  vermehrten  Vielfachen  von  n 
gleich  ist,  woraus  sich  ferner  mittelst  successiver  Multiplication 
sogleich  ergiebt,  dass  das  Product  1.2.3.4.5....(7i — 1;  immer 
einem  um  die  Einheit  verminderten  Vielfachen  von  n  gleich,  oder 
dass  jederzeit  die  Grosse 

1.2.3.4.5....(«— 1)  +  1 

durch  n  theilbar  ist,   welches  uns  zu  dem  folgenden  Satze  führt : 
Wenn  n  eine  Primzahl  ist,  so  ist  aie  Grosse 

1.2.3.4.5....(«— 1)+1 

jederzeit  durch  n  theilbar. 

Dieser  wichtige  und  merkwürdige  Satz  wird  in  der  Zahlen- 
lehre bekanntlich  Wilsons  Satz  genannt. 


181 


Die  S^pochen  der  Oescbichte  der 
Blensclihelt;    eine  hlstorlsch-piilioso- 

phlsehe  Skizze 

von 

Dr.  E.  F.  Apelt, 

BUMerordentlichein  Professor  za  Jena. 
Erster  Band.   Jena.  Hochhausen  1845  *), 


Die  Leser  des  Archives  werden  sich  vielleicht  wundem ,  hier 
die  Anzeige  eines  Werlces  zu  finden ,  das  dem  Titel  nach  nicht 
unter  diejenigen  zu  gehören  scheint,  welche  in  demselben  besprochen 
zu  werden  pflegen.  Gleichwohl  ist  dasselbe  der  Mathematik  und 
Physik  sehr  nahe  verwandt,  in  so  fem  es  das  Verhältniss  betrach- 
tet, in  welchem  die  genannten  Wissenschaften  zu  dem  Ganzen  un- 
serer wissenschaftlichen  Erkenntniss  überhaupt  stehen  und  den  im 
Verlaufe  der  Geschichte  hervortretenden  Einfluss  schildert,  wei- 
chen die  fortschreitende  Ausbildung  der  Naturwissenschaften  (im 
weitesten  Sinne)  auf  die  geistige  Cultur  ausgeübt  hat  und  noch 
ausübt  Am  meisten  macht  sich  dieser  Einfluss  da  geltend,  wo 
wir  es  mit  geschichtlichen  Ueberlieferongen  zu  thun  haben,  die 
nach  unserer  jetzigen  Kenntniss  der  Naturgesetze  viel  von  ihrer 
sonstigen  Glaubwürdigkeit  verlieren  müssen.  Seit  die  Naturwis- 
senschaften aufkamen  >  haben  die  Wunder  aufgebort  und  die  Weis- 
sagungen sind  verstummt;  der  teleskopische  Blick  hat  das  schein- 
bare Dach  des  Himmels  durchbrochen,  hinter  welchem  sonst  der 
fromme  Glaube  die  Wohnung  der  unsterblichen  Geister  suchte., 
jenes  Firmament  der  Alten,  das  man  als  die  gemeinschaftliche 
Gränze  der  sichtbaren  Körperwelt  und  der  unsichtbaren  Geister- 


*)  Schon  aus  Archiv.  Thl.  I.  Nr.  \U.  und  Nr.  XXXIV.  ist  bekannt 
und  ersichtlich,  duss  auch  ansf uhrlichere  Anzeigen  wissenschaftlicher, 
in  das  Gebiet  des  Archivs  einschlagender  Werke  in  diese  Zeitschrift 
selbst,  nicht  bloss  in  den  Literarischen  Bericht,  aufgenommen  werden 
sollen.  Obgleich  nun  vorliegende  Anzeige  von  ihrem  unterzeichneten 
Herrn  Vf.  mir  för  den  Literarischen  Bericht  zugesandt  war ,  so  habe  ich  es, 
des  interessanten  Inhalts  derselben  wegen,  doch  vorgezogen,  sie  Hern 
Archive  selbst  einzuverleiben.  G. 
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weit  zu  betrachten  gewohnt  war ;  die  grossen  astronomischen  und 
geologischen  Perioden,  weiche  man  durch  das  Studium  der  Natur 
kennen  gelernt  hat,  haben  den  harmlosen  Erzählungen  der  Väter 
von  den  vergangenen  «ind  künftigen  Zeiten  Anfang  und  Ende  ge- 
raubt; die  Naturgesetze  endlich  haben  den  vertraulichen  Umgang 
aufgehoben,  in  welchem,  jenen  Sagen  zufolge,  das  Menschenge- 
schlecht mit  höheren  Wesen  stand  *). 

Aber  nicht  nur  die  geschichtlicnen  Ueberlieferungen ,  selbst 
die  eigenen  religiösen  Ueberzeugungen  und  ewigen  Hoffnungen 
scheint  der  Naturalismus  der  Physik  zu  bedrohen^  Wa!^  soll  uns 
ein  Gott  bei  einer  Welt,  die  den  Gesetzen  der  Mechanik  gehorcht? 
Diese  Gesetze  sind  selbstständig,  werden  mathematisdb  erkannt 
und  erleiden  eben  desswegen  keine  Ausnahme ;  die  Gottheit  bliebe 
niir  ein  mAwsnger  Zuschauer«  der  den  Gang  der  Bewegungeo  In 
keiner  Weise  willkühriich  ändern  kann.  Was  soll  uns  die  Frei- 
heit da,  wo  es  nur  die  eiserne  Noth wendigkeit  des  Naturgesetzes 
giebt,  wo  selbst  das  Leben  in  der  organischen  Welt,  dieses  grosste 
aller  physikalischen  Räthsel,  nach  und  nach  unter  die  Herrschaft 
eben  der  Kräfte  geräth,  welche  den  Krystall  formen  und  den  Cve- 
stimen  des  Himmels  ihre  Bahnen  zeichnen?  Wo  endlich  soll  das 
Jenseits  sein ,  auf  das  wir  hoffen ,  da  der  Raum  mit  der  ganzen 
Gesetzmässigkeit  der  Geometrie  hicIi  ins  Unendliche  hinauserstreckt 
und  keine  Gränze  gedacht  werden  kann ,  die  das  Diesseits  von  dem 
Jenseits  trennte? 

Diess  sind  die  Fragen,  welche  als  letzte  Consequenzen  der 
Mathematik  und  Physik  sich  uns  aufdrängen  und  mit  deren  histo- 
risch-philosophischer Entwickeiung  sich  der  Verfasser  des  oben 
fenannten  Werkes  beschäftigt  Zuvörderst  giebt  er  uns  eine 
lebersicht  der  Culturgeschlclite  im  Allgemeinen,  ein  Bild,  dessen 
schönste  Partie  die  Zeichnune  der  griechischen  Weltansicht  aus- 
macht ,  in  welcher  noch  physikalische  und  rejigiOse  Ideen  in  fried- 
licher Vereinii^iiog  ein  ästhetisches  Ganzes  bilden.  Der  Bück  der 
Griechen  reicl^te  nur  über  das  Mittelmeer  und  Vorderasien  und 
verlor  sich  ringsum  im  Unbegränzten.  Die  menschliche  Einbil- 
dungskraft ist  von  selbst  geschäftig,  den  leeren  Raum  auszufüllen 
und  das  lückenhafte  Bild  zu  ergänzen.  Dichterische  und  religiöse 
Phantasieen  des  Volks,  phiiisophische  Ansichten  der  Denker  und 
geologische  Muthmassungen  vereinigten  sich ,  den  fehlenden.  Stoff 
herbeizuschaffen,  dem  die  Einbildungskraft  leicht  eine  passende 
und  ^thetiscbe  Form  verleihen  konnte.  Aber  schon  die  ersten 
geographischen  Entdeckungen  änderten  dieses  Bild.  Soweit  auch 
der  Blick  des  Menschen  vorwärts  gedrungen  war,  überall  fand  er 
die  Erde  vom  Meere  umflossen,  und  so  I^onnte  leicht  der  Gedanke 
entstehen,   dass  ausser  der  bekannten  Zone  noch  andere  Länder- 


*)  M.  8.  „Anti-Orion  zam  Natzen  und  Frommen  des  H«mi  ▼«» 
Schaden^^  von  dem  nämlichen  Verf.  Diese  Brochüre  ist  gerichtet  gegen : 
Antwort  auf  den  Angriff  eines  Herrn  £.  Apelt  in  der  neuen 
Jenaischen  Literaturzeitung  von  Dr.  v.  Schaden  (Pnvatdozenten  9»  der 
Universität  zu  Erlangen) ;  dieser  „Angriff'^  ist  nämlidi  eine  höchst  orfgi^ 
nelle  Recension  des  Orion  des  Herrn  v.  S/chaden,  welehe  auch  in  der 
,,  Antwort  '^  des  letzteren  abcedrnckt  ist.  Ref.  erinnert  sich  nicht ,  etwas 
Ergötzlicheres  gelesen  zu  haben,  als  Herrn  v.  Schadens  mystisch- 
astronomische  Träume  und  die  Polemik  gegen  «einen  Recencettlen. 
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masseil  jenseits  des  Oceans  vorhanden  wären.  Unbemerkt  schmol- 
zen die  geographischen  Vorstellungen  von  dem  Vorhandensein  an- 
derer bewohnbarer  Zonen  mit  der  religiösen  Idee  einer  anderen 
Welt  zusammen  und  zogen  sich  in  den  ätherischen  Duft  dichteri- 
scher Phantasieen  zurüc£  Der  Garten  der  Hesperiden,  das  Eiysium, 
die  glückseligen  Inseln,  das  Paradies  der  Christen  sind  geogra- 
phische Pfaantasiegebilde«  welche  aus  religiösen  Ideen  entstanden 
und  hier  bestimmter ,  dort  unbestimmter  an  eine  gewisse  Oertlich- 
keit  gebunden  waren. 

Die  grossen  geographischen  Entdeckungen,  namentlich  die  Erd- 
umsegelungen,  haben  diese  Phantasiegebilde  zerstört;  die  Dich- 
tung wurde  von  der  Anschauung  verdrängt,  die  mythische  Kosmo- 
graphie  verwandelte  sich  in  physische  Geographie.  Die  letzte 
Folge  hiervon  war  die  Flucht  der  guten  Geister  von  der  Erde. 
Die  seligen  Crefilde,  die  schon  anfangs  über  den  Ocean  zurückge- 
wichen waren,  erhoben  sich  von  der  Erde  zu  den  Wolkensitzen 
and  flüchteten  unter  die  Sterne. 

Aber  auch  von  da  sind  sie  vertrieben  worden.  Die  Gesetze 
Kepplers,  des  Ersten,  der  die  Natur  richtig  zu  befragen  ver- 
steht und  dem  sie  antwortet,  zerbrechen  die  krystallenen  Sphären 
der  Alten  und  rauben  den  Planeten  ihre  Führer;  Newton  zeigt, 
dass  die  Kraft,  welche  in  den  Tiefen  der  himmlischen  Räume 
waltet  und  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  führt,  keine  andere  ist, 
als  die  Schwere  an  unserer  Erde.  Die  Geheimnisse  schwinden 
aus  der  Sternenwelt,  die.  fortschreitende'  Theorie  greift  sogar  in 
einigen  Fällen  der  ßeobachtang  vor  und  Laplace  krönt  das  ruhm- 
würdig begonnene  Werk  mit  der  Mechanik  des  Himmels.  So  zer- 
störte die  Astronomie  sogar  im  Bau  des  Himmels  den  architekto- 
nischen Zauber  und  das  Land  der  Verheissung  schwand  aus  den 
Räumen  des  Aethers.  Wohin  auch  das  Fernrohr  den  Blick  des 
Menschen  trug,  überall  folgte  ilim  die  Nothwendigkeit  des  Calcüls, 
Raum  verweigernd  einer'  ätherischen  Welt.  Die  Mechanik  des 
Himmels  hat  des  Aristoteles  Lichtweit  der  Gestirne,  den  Himmel 
unserer  Väter  zertrümmert  und  uns  dafür  ein  Weltgebäude  mas- 
senhafter schwerer  Körper  geschenkt.  Die  schützenden  Engel  des 
Menschengeschlechts,  alle  Genien  und  gütigen  Feen  verliessen 
dessen  Gesellschaft  und  wanderten  in  das  Land  der  Sage  oder  der 
Dichtung. 

'  Die$s  ist  eine  ungefälire  Skizze  der  vier  ersten  Kapitel  des 
Buches ,  bei  der  sich  Ref.  zum  Theil  der  Worte  des  Verf.  bedient 
hat.  Im  fünften  Kapitel  (II.  4.)  giebt  er  uns  eine  historische  Dar- 
stellung der  verschiedenen  Stufen  religiöser  Ausbildung  im  Völker- 
leben und  ihres  Verhältnisses  zur  Philosophie  und  Naturwissen- 
schaft. Eine  sehr  schätzenswerthe  Zugabe  bildet  der  Anhang, 
welcher  drei  bemerkensw^rthe  Aufsätze  enthält:  I.  Erläuterun- 
gen über  die  Epicykelntheorie  und  das  Verhältoiss  der  drei  Welt- 
systeme ;  II.  Kepplers  Mysterium  cosmographicum  und  III.  Kepp- 
lers Induktion  zur  Entdeckung  der  wahren  Gestalt  der  Planeten- 
bahnen. In  diesem  Anhange  zeigt  sich  der  Verf.  als  guter  Ken* 
ner  der  Mathematik,  was  um  so  bemerkenswerther  ist',  als  sich 
die  jPhilosophie  ungefähr  seit  dem  Anfange  dieses  Jahrhunderts 
der  Mathematik  zu  schämen  scheint  und  namentlich  die  sogenann- 
ten Philosophen  mancher  Schulen  auf  unsere  Wissenschaft  mit 
einer  GreYingschätzung  herabblicken,  wie  sie  nur  aus  grober  Igno- 
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raDz  darin  eotstehen  kann.  Jener  Anhang  hat  das  Verdienst,  eine 
zvrar  gedrängte,  aber  vollständige  Ueber^icht  über  die  Arbeiten 
Kepplers  zu  geben,  wovon  man  selbst  in  den  grösseren  astrono- 
mischen Lehrbüchern  kaum  mehr  als  eine  Motiz  findet.  Hierbei 
bat  der  Vf.  Keppler  mit  Recht  gegen  Laplace  undDelambre 
in  Schutz  genommen,  die  ihn  wie  einen  Schüler  Newton's  beur- 
theilen  und  seine  Spekulationen  über  die  Kosmophysik  und  die  Welt- 
harmonie für  blosse  Träumereien  halten,  welcne  müssig  neben 
seinen  astronomischen  Forschunisren  einhergehen  und  dieselben  öfter 
beeinträchtigt  haben;  in  der  That  sind  sie  aber  die  Quelle  sei- 
ner grossen  Entdeckungen,  indem  gerade  die  mystische  Naturan- 
sieht  die  Erfindungskraft  Kepplers  leitete.  Den  eigenthümlichen 
Gedankengang  desselben  theilt  uns  der  Verf.  in  der  heutigen 
Sprache  der  Mathematik  mit.      . 

Diese  Anzeige  möge  hinreichen,  um  die  Mathematiker  und 
Physiker'  auf  ein.  Werk  aufmerksam  zu  machen,  das  sie  des 
bescheidenen  Titels  wegen  leicht  libersehen  könnten.  Der  zweite 
Band,  welcher  u.  A.  die  historische  Entwickelung  der  Entschei- 
dung jenes  Streites  zwischen  dem  Naturalismus  der  Physik  und 
den  religiösen  Ideen  enthalten  wird,  soll,  wie  es  heisst,  dem  ersten 
rasch  nachfolgen.  Möge  derselbe  ein  seinem  Inhalte  nach  eben  so 
gediegenes  und  seiner  Form  nach  eben  so  ansprechendes  Ganzes 
bilden,  wie  der  erste. 

Jena.  Schlömilch. 


Auflösiuiip  des  Kepler scben  ProMems 

naclilirewton,  Ter^llclien  mit  der  Jetzt 

nocli  selbräncliliclieii  numerisclieii 

Auflosnii^J 

4. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  Ph.  Golfers, 

astronomischen  Rechner  an  der  K.  Sternwarte  zu  Berlin. 


Jeder,  welcher  sich  auch  nur  mit  den  ersten  Theilen  der  theo- 
ri^chen  Ajstronomie  beschäftigt  hat ,  kennt  das  Problem ,  wovon 
hier  die  Rede  sein  soll.  Die  Gleichungen,  welche  zwischen  den 
einzelnen  Grössen  stattfinden ,  werden  in  der  neuern  Zeit  gewöhn- 
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lieh  auf  dem  kfirzern  analytischen  Wege  hergeleitet  und  auf  dem- 
selben gelangt  man  zu  den  verschiedenen  indirecten  Auflösungen, 
da  eine  directe^  der  Natur  der  Sache  nach,  nicht  mOgiich  ist. 
Wenn  so  auch  die  analytische  Darstellung  vollkommen  genügt,  um 
die  in  der  theorischen  Astronomie  vorkommenden  Aufgahen  zu  losen, 
so  glaube  ich  doch,  dass  es  fCir  manchen  Les^r,  welcher  New- 
tons Principia  mathematica  philosophiae  naturalis  nicht 
kennt,  interessant  und  vielleicht  auch  lehrreich  sein  wird,  die  syntheti- 
sche Weise  kennen  zulernen,  aufweiche  Newton  zu  denselben  Resul- 
taten gelangt  ist,  die  ndch  heute  gelten.  Ich  werde  daher  hier 
einiee  Sätze  aus  Abschnitt  VI.  des  ersten  Buches  jenes  Werkes 
mittheilen  und  die  Resultate  mit  den  Ausdrücken  von  Gauss 
in  der  Theoria  motus  corporum  coelestium  vergleichen. 

Zuerst  zeigt  N  ewton  in  einem  Lehnsatze  durch  Raisonnement, 
dass  keine  elliptische  Figur  existire,  deren ,  durch  beliebige  gerade 
Linien  abgescnnittener  Flächenraum-  allgemein  mittelst  Gleichun- 
gen dargestellt  werden  könne,  welche  m  der  Zahl  ihrer  Glieder 
und  Dimensionen  begrenzt  sind.  Er  schneidet  daher  den,  der  Zeit 
proportionalen  Theil  der  Fläche  einer  Ellipse  mittelst  einer  geo- 
metrisch irrationalen  Cnrve  ab,  und  zwar  (olgendermassen. 


§.  1. 

Aufgabe,    Ein  Körper  bewegt  sich  in  einer  Ellipse»  ' 
man  soll  seinen,  einer  gegebenen  Zeit  entsprechenden 
Ort  in  derselben  finden. 

Auflösung.  In  der  Ellipse  APB  (Taf.  II.  Fig.  3.)  sei  A 
der  Hauptscheitelpunkt,  S  der  Breunpunkt,  O  das  Centrum  und  P 
der  zu  nndende  Ort  des  Körpers.  Man  verlängere  OA  über  A 
hinaus  bis  G,  so  dass 

OGiOA—OA.OS 

wird,  und  errichte  hierauf  GH  perpendikulär  auf  ^G.  Hierauf 
beschreibe  man  aus,  O  als  Mittelpunkt  und  mit  dem  Radius  OG 
den  Kreis  EFG,  lasse  den  letztem  auf  der  geraden  Linie  GH  als 
Basis  fortrollen,  so  dass  der  Punkt  A  die  gestreckte  Cycloide  ALJ 
beschreibt.  Ist  diess  geschehen,  so  nehme  man  die  Linie  GK  in 
dem  Verhältniss  zur  Peripherie  GFE  des  Kreises  an ,  in  welchem 
die  Zeit,  worin  der  Körper  den  elliptischen  Bogen  AP  zurücklegt, 
zur  ganzen  TJmlaufszeit  in  der  Ellipse  steht.  Errichtet  man  nun 
auf  GH  das  Perpendikel  KLy  welches  die  Cycloide  in  L  schnei- 
det, und  zieht 

LP  parallel  GK; 

so  ist  der  Durchschnittspunkt  P  der  erstem  mit  der  Ellipse  der 
verlangte  Punkt. 

Man  beschreibe  nämlich  aus  O  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius 
OA  den  Kreis  AQB,  so  dass  dieser  und  LP  sich  in  Q  schneiden, 
und  ziehe  die  Linien  SQ  und  OQ,  endlich  fälle  man  von  iS  auf 
die  Richtung  der  letzteren  das  Perpendikel  SR.  Der  elliptische 
»Sector  ASP  ist  alsdann  proportional  dem  Kreissector  ASQ.   Ver- 
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lungert  mao  nämlidi  QP  bis  zum  Darchschnittspaiikt  W  mit  AB 
und  setzt  die  halbe  grosse  Axe  der  Ellipse  =a,  die  balbe  kleine 
=  4;    so  ist 

ASP-i^SPW:ASQ+SQW=b:a, 
SPW.SQW-PW'.QW=:b.a, 

also  ASP'.ASQ=b.a  oder  ASP=^.ASQ. 

Es  ist  aber 

ASQ-OQA'^OQS=lOQ.QA^lOQ,RS, 

mithin,   da  lOQ  gegeben  und  constant  ^=:la  ist,   der  Flächenin- 
halt von  APS  proportional  dem  Untersschiede 

QA'-^RS, 

Nun  ist  aber  RSxmi  AQ=OS:  OQ 

=  OSiOA 
=  OAiOG 
=  AQ:GF; 

also 

AQ^RS:  GF-^smAQ=AQ:  GIF^  OS:  OA 

und 

/IC 

AQ—RS=^(GF-B\nAQ). 

Der  Flächeninhalt  des  Sectors  ASP  ist  demnach  proportional  dem 
Unterschiede  GF— sin  ^Q^  d.  h.^  nach  der  Gleichung  der  Cycloide, 
der  Linie  GK, 


§.2. 

Zusatz.  In  der  Darstellung  des  vorigen  Paragraphen  kann 
mao  dieselbe  Gleichung  wiederfinden,  welche  in  der  Theoriamotus 
zwischen  der  ei^centrischen  und  mittlem  Anomalie  aufgestellt  ist. 
Setzt  man  nämlich  wie  dort  OA=ia  und  ausserdem  OS^rza.e, 
W.  Q0^=  £;    so  wird  aus  der  Proportion  OG:OA=:OAiOS 

0G  =  ^. 

e 

Ferner  wird 

GF=:OG.E=:-.E,»inAQ  =  a9\nE; 

ff 

also  der  Sector  ASP  proportional 

aiE-^emnE). 
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S^clor  ist  dber  der  Zeit  proportional ,  welche  der  Klkper 
gebraucht  hat,  um  vom  Perihel  Ä  bis  zum  Punkt  P  zu  gelangen; 
folglich  ist  Mich  diese  Zeit  proportional 

£-— «sin£. 

Dass  man  aus  der  Torliegenden  Figur  auch  alle  die  Relationen  her- 
leiten könne,  welche  in  der  Theoria  motus.  pag*  8.  zusammenge- 
stellt sind ,  ersieht  man  leicht  folgendermassen.  Fügt  man  zu  den 
bereits  eingeführten  Bezeichnungen  noch  hinzu: 

e=^sinq>,  a'^.e^^^ä^  —  ft*  oder 6*=a*—aV 

d.  h.  b^^acosffy 
SP^r  und  W.  ASP=v; 
so  wird 

SW—'-rcosv  =  SO+OW=:ae^aco»Ey 
also  « 

rcosr  =  a(cos£ — «),  wie  Nr,  IX.  a.  a,  O. 
Ferner 

PJF=rsinr=-ÖIF=acos9sin£,wieNr.VIII. 

SJF»=ra=ÄFF«+PWPa 

=  a*  (cos  JE* + sin  9* — 26cos£4-eos9>*sin£^) 
oder  r=a(l — e  cos  EI),  wie  Nr,  IIL  u.  s.w. 


Wegen  der  Uebereinstimmung  der  vorstehenden  Gleichungen 
mit  denen  in  der  Theoriamotus,  muss  also  auch  die  dortige  Glei- 
chung zwischen  der  mittlem  und  ezcentrischen  Anomalie 

hier  stattfinden.    Da  ferner  nach  §.  1. 

ASQ=\OQ  .(QA--RS)  =  ia^(E'-€B\nE) 
und 

ASP=  'ASQ  —  ia«  cos  9  (£—  esiuE); 

so  wird  auch 


ASP=  ia«cos <p . ^^^+1^    (Theor.  mot.  pag.  6.) 


=  iktVp.lTi  +11=  \frrdv. 
ASP  ist  also  der,  in  der  Zeit  t  beschriebene  Sector. 

§.3. 

Anmerkunq.     We^en   der  schwierigen  Construction  dieser 
Curve    (der   Cycloide)    ist    in    der   Praxis   lEwecbnäsiriger    eine 
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Constractidii  ansowendeo,  welche  der  Wahrheit  sehr  nahe 
kommt. 

Mao  suche  einen  bestimmten  Winkel  By  weicher  sich  zu  dem 
Winkel  57^29578 =2062fU^808,  den  ein  dem  Radius  gleicher 
Bogen  unterspannt,  verhält,  wie  die  Entfernung  SH (Tat,  II.  Fig.  4.)  bei- 
der Brennpunkte  von  einander  zur  grossen  Axe  AB.  Ferner 
suche  man  eine  Linie  L,  welche  sich  zum  Radius  verhält,  wie  AB 
zu  SH. ,  Hat  man  beide  einmal  gefunden,  so  lust  man  die  Aufgabe 
durch  folgende  Analyse. 

Nach  ireend  einer  Methode  oder  Conjectur  bestimme  man  den 
Ort  P  ziemlich  nahe  und  falle  von  ihm  auf  die  grosse  Axe  das 
Perpendikel  PR,  so  erhält  man  die  entsprechende  Ordinate  QR 
des  um  die  Ellipse  beschriebenen  Kreises  AQB  aus  demVerhält- 
niss  beider  Axen  der  Ellipse,  und  es  ist  alsdann 

QR=AC.ainACQ. 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  den  Winkel  ACQ,  welchen  man 
nur  nahebei  durch  Rechnung  zu  bestimmen  braucht.  Man  kennt 
ferner  auch  den  der  Zeit  proportionalen  Winkel,  welcher  sich  näm- 
lich zu  360^  verhält,  wie  die  zur  Beschreibung  des  Bogens  AP 
erforderliche  Zeit  zur  ganzen  Umlaufszeit  Dieser  Winkel  sei  =:  N. 
Hierauf  bestimme  man  die  Winkel  Z>,  E,  F,  Cr,  H,  J,  etc.  aus  den 
Proportionen : 

D:B= sin  ACQ  iR&divLs; 

E:N--ACQ+D—L:LT^osACQ,  Tjenachdem^C©^9(K^, 
F:B  — aiB  (ACQ +E):RBLdivus^; 
G:N^ACQ—E+F=L:LTcos(ACQ+E), 

Tjeoachdem  ACQ+  E^W^; 
H:B  =  sin(ACQ+E+Cf}:RsLdivLs; 
JiN^-^ACQ-^E—G+H^LiL^cosiACQ+E+G), 

=F  jenachdem  ACQ  +  E+  G^90O; 
u.  s.  w.  f. 

Man  kann  auf  diese  Weise  beliebig  fortlahren ,  und  nimmt  man 
zuletzt  den  Winkel 

ACq=iACQ+E+G+J+eic.,     . 

so  ergibt  sich  aus  seinem  Cosinus  =r  Cr  und  der*  Ordinate  pr, 
welche  letztere  aus  der  Proportion 

pr:sinACq=b:a 

bekannt  wird,  der  verbesserte  Ort  p  des  Körpers. 
Wird  in  einem  einzelnen  Falle  der  Winkel 

N—ACQ+D 

negativ ,  so  muss  bei  £  überall  das  Zeichen  -f  in  —  und  umgekehrt 
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—  in  -f-  verwandelt  werden.  Dasselbe  gilt  von  den  Zeichen  der 
Winkel  G  und  /,  wenn  respective 

iV— ilCQ— £+jP  und  A^—^Ce-JE— G  +  Ä 

negativ  werden. 

Die  unendliche  Reihe 

^CQ+£+G+ J+etc 

convergirt  übrigens  sehr  schnell,  »o  dass  man  kaum  jemals  über 
das  zweite  Glied  E  hinaus  zu  gehen  nuthig  haben  wird.  Die  Rech- 
nung gründet  sich  auf  den  Säte,  dass  der  Flächenraum  JiSP sich 
verhält,  wie  der  Unterschied  zwischen  dem  Bogen  AQ  und  dem 
Perpendikel  von  jS  auf  CQ. 


§.4. 

Zusatz,  In  dem  Verfahren,  welches  Newton  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  aulgestellt  bat,  ist  vollständig  dasjenige 
enthalten,  welches  man  in  der  Regel  gegenwärtig  bei  nume- 
rischen Rechnungen  anzuwenden  pflegt.  Dasselbe  ist  im  Berli 
ner  astronomischen  Jahrbuch  von  1838.  pag.  281.  darge- 
stellt und  daselbst  zugleich  gezeigt  worden ,  dass  es  mit  dem  in 
der  Theoria  mo tu s.  pag.  II.  mitgetheilten  identisch  ist.  Von  der 
Uebereinstimmung  des  erstem  Verfahrens  mit  dem  im  vorigen 
Parai^rapben  enthaltenen  über^fceugt  man  sich  leicht  folgendermassen 
Setzt  man  der  früher  eingeführten  Bezeichnung  gemäss: 

Ä=|2cD=«<»  =  e",  wo«  =  306264^8; 

ACQ=zE', 
ABJi 

E^/1E\ 


L  = 


so  wird 


JE  — 


D=e"sinE; 
1(M^E + e"  sin  E)      M^E  +  e"  sin  E 


\^cosE  l-f-ecosE 

=F  jenachdem  f'^QQo. 
wir  haben  bereits  oben  die  Gleichung 


r9 


—  Jf=jB— esin£ 


betrachtet.     Da  nun  der  Flächenraum  ASP  proportional  der  Zeit 
t,  also  nach  dieser  Gleichung 
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£— «8in£ 


ist;    so  folgt,   Weil  AQ=a.E  und  das  Perpendikel  von  S  auf 
CQ  oder 


SV=SC.smSCQ=aeB\nE, 


also 


AQ—Sr=a{E—eBmE), 
das«  auch  ASP  pr^tertiotal  dem  Unterecbiede 

AQ—SV 
sein  wird. 


IBVelcibe  "Lsuge  rnuss  man  efnem  Stalü- 

stabe  greben,  damit  er  das  Ifaidlmnm 

der  mai^etiilrenden  HFirkuiii^   eines 

krelsfürmlsiren  electriscben  Stromes 

erfahre? 

Von  dem 

Herrn  Doctor ^  D  i  p  p  e , 

Oberlehrer  am  Gyniinasiam  Fridericiannm  zu  Schwerin. 


Zu  der  BeantwoftttDg  dieser  Frage  wurde  ich  seRZbri,  als  ich 
das  in  Pog^.  Anu.  LXlT.  S.  249.  beschriebene  Verfahren  zur  Mag- 
netisirung  einiger  Stahlstäbe  anwandte.  Es  fiel  mir  dabei  nämlicb 
eine  Stelle  im  Kepert.  der  Physik  von  Dove  und  Moser  ein 

iL  S.  263.^9  wo  ein  von  Bartow  hescbriebener  Versuch  ats  f$tst 
abelhaflr  klingend  bezeichnet  wird.  Jene  Stelle  heisst:  5,  So  kräf- 
tig ist  die  Wirkung  einer  Spirale  ^  dass,  wenn  eine  kleine  Mag- 
netnadel (or  bar)  in  sie  so  nineingele^  wird,  dass  sie  auf  dem 
untern  Theile  der  Windungen  ruht,  diese  Nadel  im  Momente  der 
Verbindung  der  Spirale  mit  der  galvanischen  Kette  aufspringt,  und 
in  der  Axe  der  Spirale  den  Gesetzen  der  Schwere  estg^en  sebwe- 
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beod  bleibt.  Diese  ErHcheinnng  zeigt  sich  selbst  bei  senkrechter 
Stellung  der  Spirale  ^  uod  man  sieht  a«f  diese  Weise  eines  schwe- 
ren Körper  ohne  materiellen  Zasaminenhang  mit  andern  Körpern 
gehalten  durch  eine  unsichtbare  Kraft  nie  die  fabelhafte  Statue 
des  Dinochaxes.^' 

Ich  wiederholte  nun  diesen  Versuch  mit  meinem  Magnetisir- 
cylinder.  einer  Spirale  aus  30  Fuss  Kupferdraht ,  welcher  auf  einen 
hohlen  hölzernen  Cylinder  von  1  Zoll  Hohe,  11  Zoll  innerem  Durch- 
messer und  geringer  Wanddicke  gewickelt  war,  und  den  Strom 
eines  Platin-Zink-Elements  leitete,  und  fand  die  Beschreibung  al- 
lerdings mindestens  ungenau.  Eisenstäbchen  wie  Magnetnadeln 
blieben  ruhig  auf  dem  untersten  Theile  der  Windangen  liegen, 
wenn  die  Axe  der  Spirale  horizontal  lag.  Bielt  ich  ein  Eisen- 
stäbchen mit  dem  einen  Ende  an  die  innere  Wand  des  Cylinders, 
so  wurde  es  im  Momente  der  Schliessung  der  Kette  lebhaft  nach 
innen  gezogen  >  so  dass  es  zu  beiden  Seiten  gleich  weit  aus  dem 
Cylinder  hervorragte,  blieb  aber  wiederum  auf  dem  untersten 
Theile  der  inneren  Wand  liegen.  Als  ich  die  Axedes  Cylin- 
ders  vertikal  stellte,  schwebte  der  Stab  in  dem  Cylinder  in  verti- 
kaler'Lage,  aber  immer  sich  an  die  Seiten  wand  anlegend, 
und  jeder-  Versuch,  denselben  in  der  Axe  des  Cyfinders  frei 
schwebend  zu  erhalten,  war  vergeblich,  eben  so  vergeblich,  als 
wenn  Jemand  versuchen   wollte,   einem  Magneten   seinen  Anker 

ferade  in  der  Entfernung  darzubieten,   in  vrelcher  die   anziehende 
Lraft  des  Magneten  und  die  Schwere  des  Ackers  im  Gleichgewicht 
sind,    so  dass  der  Anker  frei  in  der  Luft  schwebte. 

Diese  Versuche  nun ,  sowie  der  Umstand ,  dass  die  Dicke  eini- 
ger von  den  zu  magnetisirenden  Stäben  bedeutend  geringer  war 
als  die  innere  Weite  des  Cvlinders  fährten  mich  zu  der  obigen 
Frage ,  deren  Beantwortung  lur  die  vortheilhafteste  Benutzung  sol- 
cher Spiralen  zum  Magnetisiren  nicht  unwichtig  ist.  Da  ich  weder 
in  Poggendorffs  Annalen,  noch  in  Gehlers  Worterbuche, 
noch  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  Auskunft  fand,  so  versuchte 
ich  selbst  die  Beantwortung  >  und  theile  diesen  Versuch  hier  mit. 


§.2. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  wir  uns  auf-  den  Fall 
beschränken,  wo  der  Stab  mit  der  Axe  des  Gylinders  parallel  ist» 
so  wie  dass  wir  statt  des  spiralförmigen  Drahtes  uns  die  Periphe- 
rie eines  Kreises  als  Leiter  des  eleetrischen  Stromes  vorstellen. 

Als  bewiesen  wird  vorausgesetzt: 

1)  Ein  geradlinigter  electriseher  Strom  wirkt  yertheilead  auf 
ein  ausserhalb  liegend^  mi^netisches  Theilchen  in  einer 
Richtung,  welche  auf  der  durch  dies  Theilchen  und  den 
Leitungs^aht  gelegten  Ebene  senkrecht  ist» 

2)  Denkt  man  sich  mit  dem  Strome  schwimmend  und  das  mi^- 
^  netische  Theilchen  anblickend^  so  wird  in  der  bezeichneten 

Richtung  der  Mordpol  links,  der  Südpol  rechts  bewegt 

3)  Die  Wirkung  eines  jeden  Elementes  des  Stromleiters  ist  der 
Länge  dieses  Elementes  direct,  und'dem  Quadrate  des  Ab- 
Standes  dieses  Elementes  vom  magnetischen  Theilchen  um- 
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gekehrt  proportional ,  ausserdem  aber  noch  direct  propor- 
tioiuU  dem  Siniis  des  Winkels,  welchen  die  Verbindungslinie 
jenes  Elementes  und  des  magnetischen  Theilchens  mit  der 
Stromesrichtung  bildet. 
4)  Bei  einem  krummen  Leitungsdrahte  wird  als  Richtung  jedes 
Elementes  die  entsprechende  Tangente  genommen. 

Nun  sei  (Taf.  II.  Fi^.  5.)  A  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  dessen 
Peripherie  den  Strom  leitet,  B  der  Punkt  seiner  Ebene,  in  welchem 
dieselbe  von  dem  Stabe  durchstochen 'wird.  Das  Element  D  des 
Kreises  wirke  auf  den  Punkt  F  des  Stabes  vertheilend.  Durch  F 
und  die  Tangente  ED  lege  man  eine  Ebene,  und  auf  dierser  sei 
FG  senkrecnt,  so  wird  aas  nordmagnetische  Element  des  Punktes 
F  von  F  nach  G  bewegt,  wenn  der  Strom  von  G  nach  />geht, 
wie  die  Pfeile  andeuten,  und  die  Bewegung  in  dem  obern  Tneile 
des  Kreises  von  hinten  nach  vorn  geschient.  Es  messe  FG  die 
Intensität  dieser  Zerlegung,  und  Ga  sei  senkrecht  auf  J?F,  dann 
misst  FH  die  Intensität,  mit  welcher  das  Element  bei  D  den  Mag- 
netismus in  F  in  der  Richtung  der  Länge  des  Stabes  zerlegt. 

Bezeichnet  man  nun  den  Radius  des  Kreises  mit  r,  AB  mit 
r',  und  den  zum  Winkel  DAC  gehurenden  Bogen  des  Normalkrei- 
ses mit  tp,  endlich  mit  c  eine  konstante  Grösse,  welche  von  der 
Intensität  des  Stromes  abhängt,  so  ist 

vr'    'g « y<^y '  sin  FDE. 
^^ DF^   ' 

und  weil  FÄ=  FG. cos  GFH  ist, 

c .  rdfp .  sin  FDE .  cos  GFH 


FH= 


DF^ 


Vermindern  wir  den  Abstand  J?F,  so  wächst  sin  FDE  und 
cos  GFH,  während  DF^  kleiner  wird ;  also  wirkt  Alles  zusam- 
men, um  den  Werth  von  FH  wachsen  zu  lassen.  Es  ist  klar, 
dass  von  allen  Punkten  des  Stabes  der  Punkt  B  das  Maximum 
der  Wirkung  erfahrt.  Nun  zieht  man  aber  in  der  Praxis  den  Stab 
in  dem  Cylinder  hin  und  zurück,  so  dass  abwechselnd  das  eine 
und  das  andere  Ende  des  Stabes  in  den  Punkt  B  kommt,  mithin 
jeder  Theil  des  Stabes  die  Wirkung  erfahrt,  die  in  B  ausgeübt 
wird,  und  dann  die  hier  hervorgebrachte  Vertheilung  nach  B&ass- 

fibe  seiner  Coercitivkraft  beibenält;  also  haben  wir  nur  nöthig, 
ie  Wirkung  des  kreisförmigen  Stromes  auf  ein  in 
seiner  Ebene  in  B  befindliches  magnetisches  Theil- 
chen  aufzusuchen,  und  dann  zu.bestimmen,  welche  Lage 
der  Punkt  B  in  der  Ebene  des  Kreises  haben  muss, 
damit  die  Wirkung  ein  Maximum  sei. 

Das-  Element  bei  D  wirkt  auf  B  mit  der  Kraft 

.  iy_  crdq> .  sin  BDE crdq),cosBDA 

^  '^~"  DB^         ""  DB^         ' 

denn  die  frühere  Ebene  FDE  ist  jetzt  die  Ebene  des  Kreises, 
und  das  Loth  FG  fällt  in  die  Richtung  BF,  mithin  ist  cos  GFH—i. 
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NuD  ist 

n^  .     A D-^AB. cos DAB     r — r' cos q> 
cos  ßDA= ^5g =  —DS~' 

und 

Z>Ä=  {r*— 2rr' co8  9)+r'«}^ 
folglich  . 

l)  dW^     crdq>ir—r'cos(p) 
{|.2_2iT'cos9)+r'«}| 

Wird  dieser  Ausdruck  integrirt  und  das  Integral  von  9=0 
bis  q)  =  27C  genommen ,  so  erhält  man  die  gesammte  Wirkung  des 
Kreisstromes  auf  den  Punkt  B,  und  kann  nun  die  Veränderungen 
aufsuchen,  "vveiche  mit  diesem  Werthe  vorgehen«  wenn  man  die 
Lage  des  Punktes  B  in  der  Ebene  des  Kreises,  also  r ,  sich  ver- 
ändern lässt. 

Es  ist  gut,  gleich  von  vorne  herein  auch  den  Fall  ins  Auge 
zu  fassen,  dass  r^'V  mrd,  das  magnetische  Theiichen  also  aus* 
serhalb   des    Kreises,   aber  doch    in  seiner  Ebene,    etwa  in  B^ 

STaf.  IL  Fig.  6«),  liegt.  Man  ziehe  von  B"  die  Tangenten  B'M,  B'L  an 
en  Kreis,  und  verlängere  B'A  bis  zur  Peripherie  in  P;  dann 
wirken  die  Theile  MÖL  und  LPM  in  entgegengesetztem  Sinne 
auf  das  magnetische  Theiichen  in  B",  und  zwar  ist  die  von  LPM 
bewirkte  Vertheilung  des  Magnetismus  gleichartig  mit  der  von  dem 
Kreisstrome  bei  dem  innerhalb  des  Kreises  liegenden  Punkte  B 
bewirkten  VertheUung,  die  von  dem  Bogen  mCL  ausgeübte  ist 
die  en^esengesetzte.  Ueberwiegt  die  letetere,  so  kehrt  sich  in 
dem  Punkte  B'  der  Südpol  dem  Beschauer  zu,  während  in  B  der 
Nordpol  der  zugewandte  Pol  ist.  Da  in  L  und  M  die  Tangenten 
mit  den  Verbindungslinien  B'L,  B'M  zusammenfallen,  so  ist  die 
von  diesen  Punkten  auf  B'  ausgeübte  Wirkung  Null. 

Unser  Differential  (1)  wird  nun  für  alle  Funkte  auf  MCL  ne- 
gativ,  weil  r — Vcostp  negativ  wird,    dagegen  für  alle  Punkte  auf 

T 

LPM  positiv,  in  L  und  M  dagegen,  wo  g)=arc(cos  =  -7)j    wird 

dasselbe  Null.  Die  Integration  zwischen  den  Gränzen  0  und  2n 
liefert  uns  die  algebraiscbe  Summe  der  Wirkungen,  mithin  die 
resultirende  Wirkung  der  Grosse  und  Richtung  nach.  Es  ist  näm- 
lich die  Wirkung  des  ganzen  Kreises  offenbar  das  Doppelte  der 
Wirkung  des  Halbkreises  CLP,  mithin 

dW^^I  dW=2   j    /  dW  +/  dW 

9P=0     %J  9=0.        (•-/  <p=:0  JP  9>=arc(co8=~)] 

§.3. 
Wenden  wir  uns  nun  zur  Integration  der  Gleichung  1) 

aw^      cr(r-/cos<p)     ^^ 
(r2— 2rr'cos9+r'2) 
Theil  Vn.  /  13 
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Dieselbe  wird  sich  ausführen  lassen »  wenn  man  im  Stande  ist, 
den  Werth 


(r*— 2rr'cos9+r'?)« 

In  eine  nach  Potenzen  von  cos  9,  oder  noch  besser  in  eine  nach 
den  Cosinus  der  Vielfachen  von  q>  geordnete  Reihe  zu  entwickeln. 
Denn ,  wenn  man  hat 

1 

— 8  =  -^  +  Äcos  9-|-Ccos2^+Z)  cos39>-h**** 

'2\« 


(r«_2»ycos9+r'2) 
so  wird 

r — /cosy  (ilr+Ärco8  9)+CVcos2g)-f  l>rcos3y... 

^    ,  ,-»^1        •— ^r'cosop — £r' cos <p . cos o 

(ra^2rr'cosg,+r'a)*       (  ^c/cos2<p.cos^... 

und  wenn  man  hier  überall 

cosp9.cos9)=icos(p +1)9  +  1  cos(;>-- 1)9 
setzt,  so  erhält 'man 

2) '•-''' ^°^^       .=    (Ar~lBr^ 

(r«_2rr'co89)+r'«)' 

■j-(Br g — /)eoBq> 

+  (Cr— ^^^')coa2q, 

u.  s.  w. 
Mithin  lat 


-KG—  ^^^')  cos  29) + (Dr  ~^^^^  cos  3^. 


also  das  Integral 


W=cr(Jr-~iBr')q,+cr(Br—=^r')Bia(p 

+  icr(Cr ^r')s\n2g> 

+ icr  (Dr  -  ^^0  sin  39) 

-f  H.  8.  W. 
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Da  dies  Integral  swtechen  den  GrSnzeii 

9>=0  und  g>=z2n 

zu  nelimen  iut,    so  reducirt  sich  dasselbe  auf  deu  äusserst  ein 
fachen  Werth 

3)  W=2crn;(Jr^lBr'), 
in  welchem  die  Grussen  A  und  B  noch  bestimmt  werden  müssen. 


§.  4. 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  A  und  B  gescMcbt  durch 
die  Ausführung  der  Entwickelung 

(r«— 2rr'cos9+/«)~''=^+Äcos9+Ccos2^+.^., 

welche  am  schnellsten  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  und  den 
bekannten^  Reihen  fur^  die^  Potenzen  der  Cosinus  sich  ausführen 
Hesse.  Die  Notkwendi^keit  aber^  zur  Beantwortung  unserer  Fräse 
rasch  coovergirende  Reihen  zu  gewinnen^  erheischt  einige  Umwi^ 
in,  d^en  Windungen  die  Darstellung  von  Lacroix  in  seimm 
TraitiJ  du  caicul  diflärentiel  et  du  calcul  integral. 
S.  112.  ff.  mir  als  Wegweiser  gedient  hat 

Bezeichnet  man  VZ^  durch  t,  so  hat  man 


'r  1  ^  — '9 


cosgo= 2 , 

wo  e  die  bekannte  Bedeutung  hat.    Dann  ist 

4)  T«— 2iT'cos9+r'«=r«— rr'(c'^+«~"'^)+/« 

=  (r_rV>)(r— /«-'>) 

Nehmen  wir  zunächst 

r»— 2rr'  cos  9 +/«  =r  (r^r'e^)  (r—r'e  ""  '^) , 
dann  ist 

(r«_2r/cos9)  +  r'2)""'"=(r~rß^)-^'".(r— /e*^^"^*", 
und  nun  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 


+        1.2.3 \rj  ^       -  }• 


IS* 
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,_«,,_m       -m,|  .       r'     -M,     m(»4-l)/r'y  -2.» 
(r— r'e     '^)        =r       ll+i«--.«       +     1,2    V/ 

.  ro(m-H)  (m+2)  ^r'Y -aü, 

Mnitiplicirt  man  diese  beiden  Reihen  mit  einander,  nnd  setzt 
man  in  dem  Resultate  fiberall  wieder  «''*+«"*'' =2  cos  y  nnd 
e'"'»'+e""'"''=2cosp9),  so  erhält  man 

(>+-.©v(=^)-(0+(=^=S^)'(9*i 
5,.-W+...(=j!)(t;)-+(=?^y=^9.-.,c«^ 

(+  Pcos  2q>+Q  cos  Sq>  +'i2  cos  4q).... 

wo  die  CoefficienteD  P,   Q,  12......  nicht  entwickelt  sind,    da  wir 

ihrer  zu  unserer  Aufgabe  nicht  bedürfen.    Bezeichnet  man 


6) 


dieRelhel+m^(yV(^^y  (O'--  ^'  « 
u.  die  Reihe 2(wi .  -+«1« .  -^— ^7^  +V"T"."2~y  "3"  Vr>*^      ^' 


so  hat  man 

(f3--2iT'cosg)+ra)""'"=r'"^'"{a+/Jcos9...), 
und  da 

(r^— 2rr'  cos  9 + r '*)■"  ' = -4  +  J8  cos  g>  +  Ccos  2g?.. . . 
sein  sollte  9  so  hat  man 

wenn  man  in  den  Reihen  6)  statt  m  den  Werth  |  substituirt,  und 

T 

a  und  ß  dann  berechnet.    Sobald  aber  —   nicht    ein   sehr   kleiner 

Bruch  ist 5   convergiren  die  Reihen  in  6)   nur  langsam,   wesshalb 
man  so  unmittelbar  nicht, zum  Ziele  kommen  kann. 

Jene  Reihen   convergiren  nun  viel   schneller,   wenn    man  in 
denselben 

setzt,  mithin  (r*— 2it' cos g)+r'^*  =  r(a  +  |S cos  9... .)  gewinnt. 
Konnte  man  aus  den  Coefficienten  dieser  Reihe  die  Coefficien- 

ten  der  Entwickelung  von  (r^—2rr  cos  q>+r^)     ^herleiten,  so  würde 
die  oben  erwähnte  Schwierigkeit  vermindert  sein. 
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§  5. 
Dies  wird  sich  thun  lassen,  wenn  man  aus 

(r*--2iT'cosg)+r'*)'"'"=r'"*'"(a+i8cos9)+ycos29....) 

herzuleiten  weiss: 

8)  (r«— 2iT'coS9+r'«)-(«+i)==r-«(»+^)(ai+ftcoS9+yiCOs29..), 

so  dass  man  c^,  ft,  yi....  als  Functionen  von  «,  ß,  y....  erhält. 
Denn  alsdann  kann  man  auf  dieselbe  Weise  von  —  (m+1)  zu 
—  (111+2)  übergehen,  mithin  von  i  zu  i— 1,  von  da  zu  i—2  oder 
-^|.    Nun  ist  aber 

,-v    f«4.n      fr«— 2rr'cosg)+r'5-* 
(r'-2»T-cosy+r-«)--^'»^-^^=^   r*-Wcosy+y«     ' 

mithin  auch 

y-a»(tt-f  gcosy+ycos2y...) 
r-2  («•+!)  {«t  +  A  cos9+yi  cos29...)= fi^^r/coa\p+r'^        ' 

und  wenn  der  Nenner  weggeschafft  wird: 

r-«  [oi  (r^+n^+ßi  (r^+ri^  cos  9+yi  (i^+fi^  cos  29.... 

— 2airr  cos  g? — 2j5iiT  cos  9)  cos  9— 2yirr'  cos  29  cos  y ....( 
= «+ j5  cos  9 + y  cos  2g)  +  5  cos3g).... 
Setzt  man  in  dieser  Entwickelung  statt  cos  pg).  cos  9  seinen  Werth 

i  cos  (p  +  l)g)  +  i  cos  (p— l)g>, 
und  bringt  man  dann  alle  Glieder  auf  eine  Seite,  so  erhält  man 

+  (ßi  (r*+r2)— 2aiiT'— yiir'— r«iS)cosg) 
+  (yi  (ra+r«)— ftrr'— Äiir'— r2y)cos2g) 
+  u.s.w.=0. 

Dies  giebt  zur  Be/stimmung  der  Coefficienten  «i ,   ßi,    yi  •  •  •  •  die 
Gleichungen 

«1  fr«+ r  *) — ftrr' — r%=0, 

ßi  (r«+r'«)  — 2«i1t'— yiir'  -  r^/J =0, 

yi  fr«+r  «)— ftrr'— «irr'— ray=0, 

u.  ö.  w. 

durch  deren  Auflösung  itian  erhält: 

«i(r«+/«)-0T^ 
9)  Pi= Jy > 


198 


10)      _fe  i^+r'*)—^irr-r^ß 


IT 


Oi=* --7 , 


u.  s.  w. 


Es  kuonen  also  die  Coefficienten  ßi,  yi,  tf|....  der  Ent^icke- 
vo»  (f^— »aiT  co89+/*)-t"»+i)  durch   die  Coefficienten    der 


Inog  von 


gäbe  seiD. 


§.6. 


Kunnten  wir  die  Relation  finden,  welche  zwischen  den  Coeffi- 
cienten «, /3,  y,  Ä....  der  Entwickelung  von  (r^ — ^2rr' cos ©+/*)—*" 
besteht,  so  muss  dieselbe,  nach  Sabstituir|ing  von  m-f  1  statt  m, 
auch  gelten  fir  die  Coefficienten  otj,  ßt*  ^i9  ^•••*  der  gesuchten 
Ent^vickeluDg.  Liesse  sich  z.  B.  y  durch  er  und  ß  ausdrucken,  so 
hätten  wir  auch  y^  durch  «j  und  p^  ausgedrückt,  und  da  auch  die 
Formel  10)  ups  /j  als  Function  von  cr|  und  ßi  liefert,  so  eiebt  uns 
die  Gleichsetzung  dieser  beiden  Werthe  von  yi  den  Werth  des 
Coefficienten  of|. 

Nehmen  wir  nun,  um  jenen  Zusammenhang  zwischen  den  Coeffi- 
cienten cc,  ßy  y....  aufzufinden 5  von 

(r* — 2iT'cos<p+r'*)7"»=r"-2m(ß^j5cos9)+ycos2go....) 

die  Logarithmen,   und  darauf  das  Differential  nach  9>    so  kommt 
zunächst 

^mr/  sin  tp /gsiny+2y8ingy+3Jsin3y,.> 

r* — 2rr'cosg)+r*~"a+ßcos9  +  ycbs29  +  Äcos39?...' 

Wenn  dann  die  Nenner  weggeschafft,  statt  8inq>,co8p(p  und 
statt  cos  9> .  sin  097  ihre  Werthe,  nämlich  i  sin  (p+l)^— J  sin  (p— l)g> 
und  i8in(p-i-i)(p  +  lsm(p  —  l)q>,  gesetzt,  und  alle  Glieder  aiu 
eine  Seite  geschafft  werden,  so  erhält  man 

{2iitiT'ö— (i»~2)r/y— (r»+i^a)/J}'sin  g> 
+  {iiiiT'iS  — (wi-^)rr'tf— 2(r2+r2)y)sin2g) 
-f-Psin3y  +  Qsin4g)  +  ...=0. 

Der  Coefficient  von  sin 9^  den  wir,  wie  die  übrigen,  gleich 
Null  setzen  müssen,  liefert  uns 

2mrr'cf(r^+r'^ß 
l-*)y-         (m-^2)rr'       * 

Vertauscht  man  m  mit  m-f  1  und  a,  /},  y..«.  mit  a|,  ßi,  yi«.<*,  so 
hat  man 
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* 

*^^  ^- — '■ — (^i^:^iy^ ■• 

Setzt  man  nun  die  beiden  Werthe  tod  fi  in  10)  und  t3)  gleich, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  fflr  «i>  |3|,  und  aus  derselben 

*^>  Ä= 4^4rj«) • 

Allein  es  war  nach  9)  auch 

Pi~  -^  > 

folglich  kann  man  beide  gleich  setzen,  und  erhSlt  eine  Gleichaog« 
hl  der  cr^  die  einzige  Unbekannte  ist.    Daraus  erglebt  sich 

15)  «1-^^. ^CJHT ^ 

und  wenn  dies  berechnet  ist,  aus  9)  oder  14)  auch  ßi. 


§.  7. 

Nun  verfahre  man,  wie  §.  5.  schon  angegeben  ist,  indem  man 
auf  dieselbe  Weise  von  der  Entwickelung 

(r^— 2iT'cosg)+r'*)-(»»+i)=r-a("»t'i){ai+/JiCOS9+yiCOs29...} 

zu  der  Entwickelung 

(r«— 2iT'cos9  +  r'*)-T"»+2)=r-2(m+a){o^^^cos9+yaCOs2y...} 
übergeht.    Man  erhält  nach  Analogie  .von  15),  9)  und  14) 

4ßx  ^  -^  mrr-fe+(m+1)(rg+r>t 

1/;   pa—  Jy  > 


**>  1^=^      (m+l)(7^V^)      • 


In  unserm  Falle  sollte  nun  m  =  —  l  gesetzt  werden,    damit 
m-|-2=|  werde,  und  aus  der  Entwickelung 

(r*— 2rr'cosg)+r'*)'=r(a4/5cos9+yco82g)...) 
die  Entwickelung 

(r*— 2rr'cosg)+r'*)    *  =  r      (ai  =  /5aCos9>  +  )%cos2g)...) 
hervorgehe. 


-> 
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Fährt  man  dies  aus,  so  erhilt  man  aus  15)  u.  9),  16)  u.  17) 

"— ;? ' 


19)  '  "• 


L  _  (^+r'«)«t-rr'ft 

IT 

f  4/****i*'' j4^**i  ™*°  ""  *°  d«n  '^«Weo  letzten  Werthen  überall 
statt  Ä  *  ft  pj©  durch  die  beiden  ersten  Formeln  gegebenen  Werthe 
zu  substituiren  und  die  Reductionen  auszufahren,  um  foleende, 
sehr  einfache  Werthe  zu  erhalten: 

Es  sind  mitbin  von  der  Entwickelung 

22)  (i^-2iT'cos9+/2)-*=r""^{c^+|?jjCos9)+yaCOs29...! 
die  ersten  Crlieder  gefunden. 

§.  8. 
fcf  ?*3^^Xf  "f!?®^®'"  ^^S^^^  hatten  wir  davon  abhängig  gemacht 


(/2— 2iT'cos9+r'*)* 
die  Reihe 

-4+Äcos9+Ccos2g).... 

gefunden  würde.    Dies  ist  in  §.  7.  geschehen,  wenn  wir  die  Paren- 
these auf  der  rechten  Seite  von  22)  auflösen ;    mithin  ist 

oder  mit  Benutzung  der  Formeln  20)  und  21) 

2S)  A=       "^ 


(ra_y^2)2^ 


^  «=^E^- 
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Uue(  Integral,  welehes  di«  G««ammtwirkuDg  des  krabförmi- 
gen  Strooiea  aosdröckt,  war  nach  §«  3. 

» 

dieser  Werth  verwandelt  sich  jetzt  in 

26)  fr=2er%p5±^. 

I 

Drfickt  man  die  Entfernung  /  in  Theilen  des  Halbmessers  r  aus, 
setzt  man  also 

so  verwandelt  sich  25)  in 

Die  Reihen  aber,  welche  ynr  der  Kflrze  wegen  mit  a  nnd  ß  bezeich- 
net haben,  sind 

27)  «=l+^pH2i.4«PH2a.4*.6aPH2«.4«,6».8«P-' 
28)  /J=2(— 4fl+^.il>»+2i^.Jp»+2Jr4S7^.{p'....), 

■ 

indem  man  in  §.  4.  Nr.  6)  nur  m= — ^  und  -=j9  zu  setzen  hat 

Für  p=:0,  d.  i.  r'=0>  also  für  den  Mittelpunkt  des  kreis- 
förmigen Stromes,  ist  a=l  und  /3=0,  mithin  reducirt  sich  das 
Integral  auf 

2c» 

r  ' 

was  der  bekannte  Ausdruck  für  die  Einwirkung  des  Klleisstromes 
auf  ein  In  seinem  Mittelpunkte  befindliches  magnetisches  Theil- 
chen  ist  Diese  Einwirkung  ist  nun  ein  Mini  Daum  im  Verdeich 
mit  derjenigen,  welche  alle  andern  Punkte  innerhalb  des  Krei- 
ses erfahren.    Denn  die  Berechnung  des  Integrals  26)  giebt,  w^pn 

2c9C 

wir  den  gemeinschaftlichen  Factor weglassen : 

für  den  Mittelpunkt  des  Kreises    1,000000 

für  r'rrxicr  dagegen 1,000075 

r'=^or 1,007572 

r'=Är 1,245620 

r'=T%r 3,9256 

r'^r. unendlich  gross. 

Es  wächst  also  die  Wirkung  vom  Mittelpunkte,  wo 
sie  ein  Minimum  ist,   bis  zur  Peripherie  des  Kreises 


9» 
99 
99 
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coDtinnirllchj  und  würde  bei  ^ebSriger  Annftberung 
an  die  Peripherie  über  alle  Grioceo  binait»  wachsen, 
wenn  ein  Leitungsdraht  von  unmerklicher  Dicke  einen 
starken  electrischen  Strom  leiten  konnte. 

Ffir  das  Magnetisiren  ergeben  sich  dann  folgende  Regeln : 

1)  Hat  man  nur  Stahlstäbe  von  constanten  ^Dimensronen  zn 
magnetisiren  5  so  gebe  man  dem  Magnetisircvlinder  eine 
solche  Weite,  dass  der  Stab  so  eben  in  demselben  sich  hin 
und  herziehen  lässt. 

2)  Ist  die  Dicke  des  Stabes  geringer  als  die  innere  Weite  des 
Cvlinders,  so  bewege  man  den  Stab  so  in  dem  €ylinder 
hm  und  her,  dass  er  die  innere  Seitenwand  immer  berfihrt, 
und  lasse  diese  Berührung  nach  und  nach  jeder  Seite  des 
Stabes  zu  Theil  werden. 

Femer  ist  aus  dem  Bisherigen  offenbar,  dass  bei  gewöhnlichen 
Electromasneten  der  Magnetismus  in  der  Oberfläche  des  Eisens 
ohne  Vergleich  stärker  entwickelt  wird«  als  in  dem  Innern. 

§.  9. 

Es  ist  von  Interesse,  auch  die  Intensität  der  Einwirkung  eines 
Kreisstromes  anfeinen  ausserhalb  des  Kreises  in  seiner  Ebene 
gelegenen  Punkt  zu  untersuchen.  Die  bisher  gefundenen  Formeln 
scheinen  diesen  Fall  nicht  mit  zu  umfassen,  weil  die  Reihen  ffir 
er  und  ß  in  §.  8;  nicht  convergent  bleiben ,  wennp>t  gesetzt  wird. 

Nun  sind  wir  aber  bei  der  Enhvickehms  von 


(r«  — 2rr' cos  g?+ r  2) "  • 

in  eine  Reihe  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  g»  im  $.  4. 
von  der  Betrachtung  ausgegangen,  dass 

i»a — 2rr'  cos  9 +/*  =  (r — rV*^)  (r — r'c""'^ 

gesetzt  werden  könne;  es  wurde  aber  dort  schon  bemerkt,  dass 
mit  demselben  Recht 

r»— 2rr'cos9)+/2=(r'-rc''')(/-^re"^'^ 

gesetzt  werden  kann.  Man  kann  also  in  der  ganzen  Eniwickelung 
r  mit  /  vertauschen  und  wird  dies  thun,  wenn  />r  ist>  dasmag^ 
netische  Theilchen  also  ausserhalb  des  Kreisstromes  liegt.  Dann 
hat  man  zur  Berechnung  des  Integrals^ 

lF=:2cr»  (Jr — J  JBaO  >:, 

welches  die  IntensilSI  der  magnetisirenden  Wirkung  angiebt,  die 
Formeln 

29)  «=1422(y)  +25^(7)  "^2^0^(7) ;•••' 

30)  /3r=2|-i.~,+2ä.j(^-/J  +2*74« •  6 V7y  ••••*' 

31)    -^=^^'«_^j2» 
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und  das  Integral  nimmt  jetzt  die  Fonn  an 

33)  w=2cn,.^^. 

T  1  . 

Setzst  man  jetzt -7= »,  also r'=—.r5   mit  o  einen    fichten  Brach 

bezeichnend,  so  ergeben  sich  für  a  und  ß  aus  29)  und  30)  diesel- 
ben Reihen  9  welche  wir  im  §.  8.  Nr.  27)  und  28)  erhalten  haben. 
Man  kann  also  jeden  der  dort  fiir  a  und  ß  erhaltenen  Werthe  un- 
mittelbar benutzen ,  um  die  Einwirkung  des  Stromes  auf  einen  aus- 
serhalb liegenden  Punkt,  dessen  Abstand  vom  Mittelpunkte 

,     1 

ist  5  zu  erfahren.     Das  Integral  33)  nimmt  durch  die  Substitution 

von  -r  statt  r'  die  Form  an 
P 

Die  Ausführang  der  Rechnung  gieht,  wenn  wir  wieder  den 
gemeinschaftlichen  Factor  —  weglassen: 

für  p=^0,    also  r  =  (X     die  Grosse  der  Vertheilung = 0> 
»  /'=Tffö>    *»   r=100r    „       „       „  „         =—0,0000005 

„  pz:zfg,     „    r=10r     „       „       „  „         = — 0>0005056 

5,  />=r*a*      «   »•'=2r       „       „        „  „         =—0,08622 

«  p  =  To>      y»  r'=l{r      „       „        „  „         =—2,227. 


Das  negative  Vorzeichen  deutet  an ,  dass-  die  Pole  des  mag- 
netischen Theilchens  ausserhalb  des  Kreises  die  entgegengesetzte 
Lage  haben.  ,  ^ 

Besonders  bemerkenswerth  ist  die  Ver&;leichung  der  für  r  =0 
und  /cr:^^  eefandenen  Werthe,  wonach  die  Einwirkung  eines  Kreis- 
stromes aul  einen  um  den  Radius  von  der  Peripherie  entfernten 
ausserhalb  liegenden  Punkt  beinahe  9  Procent  derjenigen  Wirkung 
beträgt,  welche  der  Mittelpunkt  des  Kreises  eiftiirt* 


§.  10. 

ich  habe  das  Integral  noch  für  einige  andere  Werthe  von  » 
berechnet,  und  lasse  die  Resultate  in  Verbindung  mit  d«n  §.  §. 
und  §.  9.  gegebenen  hier  folgen,  indem  ich  die  Entfernung  r'  als  Ab  - 
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2cn 


stand  vom  HIttelpuokte,  den  tod  dem  Factor  —  befreiten 
Werth  des  Integrals  als  magnetiscfaie  Vertheilung  bezeichne. 


Abstand 

Magnetifche 

vom  Mittelpunkte. 

Vertheilung. 

0 

1 

Ar 

1,0076 

fV 

1,0288 

Ar 

1,0731 

Ar 

1,1413 

Ar 

1,2456 

Ar 

1,4105 

Ar 

1,6922 

Ar 

2,2569 

Ar 

3,9256 

r 

unendlich  gross 

lir 

-2,227 

IJr 

—0,7896 

l?r 

-0,3621 

l?r 

-0,1776 

9r 

-0,06622 

2ir 

-0,03891 

3ir 

0,01502 

5r 

-0,00419 

lOr 

-0,00051 

Allgemeine  fi(ätze  für  eine  Theorie  der 
itSlieren  Differential -Cluotienten. 

Von  dem 

Henm  Doctor    O.    Schlomilch, 

Priratdocenten  an  der  UniTersität  zu  Jena. 


Man  kann  von  der  Theorie  der  höheren  Dlfferenzial  -  Quotien- 
ten ohne  Uebertreibung  behaupten ,  dass  sie  den  unvollständigsten 
Theil  der  Differenzialrechnung  bildet  >   welcher  einer  Begründung 


205 

ans  allgemeinen  Principien  noch  gänzlich  entbehrt.  In  der  That 
ist  für  dieselbe  bis  jetzt  weiter  nichts  geschehen,  als  dass  man. 
eine  Partie  ganz  specieller  Funktionen ,  wie  z.  B. 

1  X  e* 

behandelt  und  bald  durch  diesen ,  bald  durch  jenen  Kunstgriff»  wie 
ihn  eben  die  Natur  der  Funktion  zuliess»  die  Form  der  höheren 
Differenzial  -  Quotienten  bestimmt  hat.  Diese  Betrachtungsweise 
bringt  aber  den  Nachtheil»  dass  man  zu  keinen  allgemeinen  Geset- 
zen gelangt,  die  auf  alle  solche  Funktionen,  welche  die  Veränder- 
liche auf  die  nämliche  Weise  enthalten  (z.  B.  als  Quadrat,  als 
Elxponent  von  e  etc.)  gleich  förmig  anwendbar  wären.  —  Der  hier- 
aus entspringende  Mangel  an  Zusammenhang  lässt  sich  nun  da- 
durch beseitigen ,  dass  man  die  Differenzial-Quotienten  sehr  allge- 
meiner Funktionen,  wie  z.  B. 

f{pß\  /(c*),  u.  dgl., 

welche  die  obengenannten  Ausdrücke  als  spezielle  Fälle  enthalten, 
zu  entwickeln  versucht.  Der  Anfang  eines  solchen  Calcüls  sähe 
etwa  so  aus: 

U.   8.   f.   *) 

I 

I 

Ebenso  leicht  findet  man 


*)  Die  SjmhoU  f'ixi)  9  j"(pc  )  etc.  bezeichnen,  hier,  dass  m«a  erst 
der  Funktion  /  eine  Veränderliche,  etwa  y,  leihen,  nach  dieser  schlecht- 
hin (als  wäre  sie  unabhängig)  differenziren  und  nach  geschehener 

Differenziation  y=x     setzen  solle.     So  wäre  z.  B.  f^t  f(y)=ily, 
der  Sinn  jener  Bezeichnung  völlig  erhellt. 
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^^=e'r(e')  +3c«'r(?')+«»'r(C)' 


n.  s.  w. 


Es  ist  nicht  schwer^  die  aligemeine  Form  zu  entdecken,  unter 
welcher  diese  Gleichungen  stehen.    Bezeichnen  wir  nSmlich  mit 


n   .    B        I»'  fi  . 

n 


(1) 


constante  CoefBzienten^  so  ist 

und 

....+J„e»*/T:«)(e»)  )l 

wobei  natürlich  die  Coeffizienten  A  in  der  zweiten  Gleichung  an- 
dere Werthe  haben  >  als  in  der  ersten.  Aber  eben  diese  Werthe 
zu  finden 9  ist  das  Schwerste  an  der  ganzen  Betrachtung,  da  die 
Rekursionsskale,  weiche  man  leicht  für  die  Coeffizienten  verschie- 
dener Ordnungen  finden  kann,  zur  independenten Bestimmune  der- 
selben nicht  ausreicht.  Durch  eine  eigenthiimiiche  Methode  indes- 
sen ist  es  dem  Verfasser  geglückt .  diese  Schwierigkeiten  zu  heben 
und  die  Resultate  seiner  Untersuchungen  sind  die  folgenden  Sätze, 
denen  ihre  synthetischen  Beweise  folgen  mqgen. 

L    Lehrsatz. 
.  Für  die  Bestimmung  irgend  eines  in  der  Gleichung 

n 

vorkommenden  Coeffizienten  Ap  gilt  die  Formel 

Ap  =  I72ff^ '  (i»^)«-^ (/>— l^)i» Pi  +  (p--2A,)o]»a —  —  ±  hipp^v\    (4) 

wobei /7x>  p%9  etc.  die  Binomialkoeffizienten  des  Expo- 
nenten p  und  {p^n,  (/>— lA)n,  etc.  den  jedesmaligen  wten 
*  Coeffizienten  de)r  Exponenten  pX,  p-^ily  etc.  bezeichnen. 

Beweis. 
I>a  die  Formel  4)  für  n  =  l  ein  Resultat  liefert,   welches  mit 

der  früheren  direkten  Formel  für    '\       übereinstimmt,  so  haben 
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wir  bloM  zu  zeigen,  dass  dieselbe  für  die  (n-\-i}ie  OrdniiDg  gitt«  Veon 
sie  für  die  fite  richtig  ist.  DiiTerenziren  wir  za  diesem  Zwecke 
die  Gleichung  (3),  indem  wir  sie  in  der  Form  von  Mr.  (1)  benut- 
zen, so  kommt 

^^^^fi=(i-«A  a^^ir  (;r^) +(2i-«)  Aar  «*-*-•  r  (**) 

+(3A— m)  Ja  a.»^»-i/'*'(ar*)+.... 

=iir  l  (^«)  Ä  ^r(^*)  +  (2A-»)  2t  w^f^ixi) 


und  wenn  wir 


n        114-1 
n  n        n-|-l 

(3i-7i)J3  +  X4a=43, 


überhaupt 


(pA-.ii)-3p  +U|.«  1  =  ilp     (5) 


setzen. 

Vermöge  der  Gleichung  (5)  ist  hier,  wenn  die  Werthe  von  Ap 

n 

und  ^»—1  nach  Nr.  (4)  entwickelt  werden. 


n+i  1.2.n  p- 

Äp  ==  (pÄ-r«)  j-^  KpA)»— (P— 1^)«Ä  +  (p— a)iipa—  .. } 

1.2...n 


oder 

"+1         1.2...W      I  pX—n ,    .       gl— n. ?„ 
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Nun  Ut  ftberhanpt 


=-J-^P-^*^     n+i    P" 

Nimmt  man  nun  in  der  Gleichuns  (7)  je  zwei  untereinander 
stehende  Glieder  nach  dieser  Formel  für  r=0,  1,  2»....  Zusammen, 
so  ergiebt  sich 

^^"^    1.2."»    Kp^Wi-^Cp^^^WiPi  +(p-^*)«+ift— •••)• 

Setzt  man  aber  in  der  Gleichung  (4)  n-f-l  für  n,  so  erhält  man 
das  Nämliche;  es  gilt  also  das  Bildungsgesetz  der  CoefBzienten 
für  die  (n-fl)te  Ordnung,  wenn  es  für  die  nte  richtig  ist,  w.  z. 
b.  w« 

Anwendungen. 
Setzt  man 


li»  =  1.2...n|(pil^«— (p-U)«Pi  +  (p— 2X)«Pj  — ...|   (8) 
so  wird  nach  (4) 


n  ^  n 


folglich  nach  (3) 


unter  welcher  Form  das  Theorem  zu  den  elegantesten  Anwendun- 
gen fuhrt. 

1)    Es  SfM 

so  wird 
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/(p)(»)=M(»-l)...(<.^+l)g±^; 
,    folglich 

1.2...P    "     V    /  1.2.8...P  '(o+xV 

Bringeo  mr  dies«  in  der  Gleichung  (9)  für  p=l>  2,  3,...n  in 
Anwendung 9  so  ergiebt  sich: 


I 


ein    durch    seine    Allgiemeitiheit  und   Elegatiz    bemerkenswerthes 
Theorem. 

2)  Es  sei 
also 

und 


i:i^^^*^<^')=T:Ä5^^^ 


so  wird 


Ztt  l^eqierken  ist  noch,  das^  es  zwei  Bpezi^llA  FftUe  giebt,  in 
welchen  sich  die  Reihe 


welche  zur  Bestimmung  von-^^p  oder  Ep   dient,    summiren    lässt. 
Man  findet  nämlich  für  il= — 1:  ' 

und  daher  nach  Nr.  (3) 

Theil  Vn.  14 
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<^Ai)_(-l)M.2...(«-l)(iii^/l\       »,  ^/l\ 
~däü  ^=  jar' W  +  l.ar"    W 

+  rfo^*  W  '^ ■''  1.2....(n-l)*-^"'  W  i 

oder  bei  umgekehrter  AaordonDg  der  Reihe 


^=rafE5''-^'^- 


Ferner  findet  man  ffir  l=+2: 
und  daraus  für  p^i,  2y^.».n: 

oder  bei  umgekehrter  Anordnung 

"*" ^^* /v»-2J  (ar*) + ...  I, 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

+3.4.ii4(2jr)»^4/t«"«)(a?«)+4.5.B.iie(2:r)«-«/^»-*K«')+--  (13) 

wovon  die  in  Archiv.  Tbl.  IV.  S.  304.  etc.  gegebenen  Fonneh  nur 
spezielle  Fälle  sind. 

II.'  Lehrsatz. 
Für  die  Bestimmung  irgend  eines  in  der  Gleichung 

~j^=Ai «»/'(e')+A««'r(e')+.-..+Ac"'/t»)(c)    (14) 

•I 

vorkommenden  Coeffizienten  ^Ij»  gilt  die  Formel: 
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^p^iTi::]^ ip"- (;>-*)" Pi +(p-2)"pi- -. ±i"p^i }..,  (15) 

Beweis,. 

Differenzirt  man  zu  Behttf  des  Beweises  vod  n  auf  n-f  1  die 
delchuDg  (14),  so  wird 

#M-f- 1  f(p*\  nun 

Setzen  wir  dagegen 
und  vergieicben  ^diese  CoefHzieoten  mit  den  vorigen  >  so  ist 

n-l-l  n 

n-|-l  n  n 

n-f-l  n  n 

'  etc. 

überhaupt  ffir  ein  ganzes  positives  p: 

«4-1  n  n 

Ap^pAp+Ap^i, 

n  n 

d.  h.  vermöge  der  Werthe  von  Ap  und  Ap-.ii 

'^y'  =  1 . 2...(p-l)  ^P*~(P-^)"Pi  ^^  (P-3)*Pa-  (p-3)«p,+... 
+  (P-I)«  ^  (p-2)«  (p-l)i  +  (p-3)«  (p-l)a  - .... ). 

Nimmt  man  je  zwei  unter  einander  stehende  Glieder  mit  BfiUe 
des  Satzes 

pr  —  (p-r-l)fw  1  =  (p^l)r 
zusammen,  so  wird 

%'  =  ^2...(p--l)^^" "" ^P^^^" ^^^^  +(P-2)n (p-1).«... )  (16) 
Man  hat  aber  bekanntlich 

folglich 

14* 
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und  mithin  durch  Anwendung  dieses  Satzes  tat  p=0>  1,  % 

"^''  =  O^  {p«+ 1  -  (p-l)"+i  pi  +  (p-2)-+ » p^... }...  (17) 

was  das  N&mliche  ist^  als  wenn  man  in  der  Formel  (15)  n  +  i  fSr 
n  gesetzt  hätte.  Das  dort  ausgesprochene  Biidungsgesetz  ist  dem- 
nach richtig. 

Anwendungen. 
Setzt  man 

ip=p«-(p^l)«pi+(p-2)«pa— ...     aS) 
so  wird 

was  tüT  die  Anwendaog  bequemer  ist. 

1)  Fflr  /(y) = /(a  +y) ,  also  /^?)(^)  =  ^'(a+y^  C"  *)' 
und 

erhalten  wir 

d'lia  +  e')      1  »  /   C    \      1,  "  /'e*    V 

•±^ä(^)      (20 


•     '  / 


2)  Fflr  f(y)  =  (a+y)f*  findet  sich  eben  so  leicht 

I 

also  z.  B.  fflr  ft= — 1: 
fi«(a+c*)-i       —1 


dar« 


-M^^|^Ua+W^**fc^/  '*^"' 


(;rfp)"(  ^ 
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Man  kann  leieht  noch  einen  anderen  etvias  symmetriedi^ren 
Ausdnick  finden,  wenn  man  in  (20)  n-f  1  fllr  n  setzt  und  ~   ' 
daas 


ist.    Man  hat  dann 
Ar« 


Ans  der  Ver^eichung  von  (16)  und  (17)  folgt  aber 

l|p.+i_-(p_l).+»pj  +(p-8)-+»j^-....  I 

=P"-(P-I)"  (P-I)i  +(p-2)"  (p-I)«-.... . 
d.  i. 

J'if/=p--(p-l)»(jf-l),-Kp-2)»  (p-1),-.... 
und  wem  wiriür  AbkOizuiig 

setien: 

7j=p--.(p-l)-(p— l)i+(p-2)-(p— 1),— ...    (24) 

Nach  Nr.  (23)  ist  nun  fär  die  hierdurch  bestimmten  Werthe 
der  CoefBzienten  J; 

Nimmt  man  x  negativ,  a=--^l  und  bemerkt,  dass 

fr*  1  1 


ist,  so  erhält  man 

....+/ii4^i^^j3j^       .    (26) 
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Wm  «MohinigeD  (25)  and  (26)  sühuim  mit  denReottltaleD  des 
Herm  MalaisteD  *)  übiBreio,  wenn  man  «tatt 

* 

n,  p,  Jp 
setzt: 

t,  k,  a, 

erscheinen  hier  aber  nar  als  spezielle  Fälle  der  aligemeinereu  For- 
mel (ü).  Man  kann  ebenso  leicht  die  von  Laplace  und  Euler 
entwickelten'  Formeln  aus  denselben  ableiten.  Für  die  weitere 
Ausführung  dieses  Gegenstandes  verweise  ich  auf  mein  bald  er- 
scheinendes Handbuch  der  Differenzialr  und  Integral-Rechnung. 


1Je]bttnfrsaaf(i?ä1»en  für  ikslifiler. 


Wenn  ein  Kreis  uqd  eine  Ellipse^  deren  Gleichungen 

(.r-«)«+(y-/J)'=»*iind  (f)'+(fy=I 

Sind ,  sich  in  vier  Punkten  schneiden ,  so  ist  das  Product  der  Ent* 
femungen  der  vier  Durchschnittspunkte  von  der  Hauptaxe  der 
Ellipse  jederzeit  eine  constante  Crosse,  nämlich  der  Grosse 

gleich. 


Die  Gleichung  einer  Parabel  zu  finden,  wenn  zwei  berührende 
Linien  derselben  als  Coordiuatenaxen  angenommep  werden. 


Wenn  von  einem  ausserhalb  eines  Kreises  liegenden  Punkte 
P  zwei  Taneeaten  PA ,  PB  an  den  Kreis  >  und  eine  dritte,  den 
gegen  den  Punkt  P  concaven  Bo^en  AB  in  C  schneidende  gerade 


*)  Archiv. JTheil  VI.  S.  45.  Hhd  Thrfl  III.  S.  41. 
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Linie  PC  gezogen  sind,  so  schneideo  sick  jederseit  die  durch  C 
an  den  Kreis  gezogene  Tansente,  das  auf  die  Linie  PC  durch 
ihre  Mitte  errichtete  Perpenaikei  und  die  durch  die  Mittelpunirte 
der  beiden  Tangenten  PA,  PB  gezogene  gerade  Linie  in  einem 
und  demselben  Funlste. 


Wenn  man  eine  Reihe  Gleichungen  von  folgender  Form  hat : 


u.  s.  w« 

einen   allgemeinen    independenten  Ausdruck  der  Grosse  ün^i  zu 
finden,  und  überhaupt  eme  weitere  Untersuchung  der  Reihe 

üy     ül,     a^f     a^y     a^y  m,*mam-i-l»  •»•• 

anzustellen. 


Die  Summe  der  Quadrate  der  Cosecaoten  der  drei  von  den 
Spitzen  eines  sphärischen  Dreiecks  auf  die  gegen  überstehenden ' 
Seiten  desselben  gefällten  Perpendikel  ist  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Cosecanten  der  Halbmesser  der  Tier  Kreise  gleich, 
welche  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  (oder  deren  Verlängerungen) 
bedihren. 


Man  soll  durch  gewöhnliche  Buchstabenrechnung  beweisen,  dass 

=  (pPi  ~-^Wi  T  Brri  dh  ABss{f 
+  Apf^i  +  qpi  T  Brsi  T  Bn{f 
+  BiffTi  +  Aqsy^  ±tpi±  Ätq^f^ 
+  AB(psi'-'qri±rqi^spty 

ist»  dass  also  das  Product  zweier  Grossen  von  der  Form 

p^+Aq^+BT^+AB$*y 

wo  A  und  B  coostante  Grossea  bezeichnen ,  immer  wieder  eine 
Grösse  von  derselbeir  Form  i«Pt^    Fir  A^l  und  S=l  ist 
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+  (pTi + qsi  ±  rpi  ±  sqi)* 
+  (psi  —  qri  ±  rqi  T  spi)^ 

d.  h.  das  Prodact  zweier  Summen  yod  vier  Quadraten  ist  wie- 
der eine  Summe  von  vier  Quadraten.  Bloss  zur  Uebung  erster 
Anfänger  in  der  Buchstabenrechnung  werden  diese  längst  oekann- 
ten  aber  wichtigen  Sätze  hier  wieder  aufgenommen. 


Arithmetischer  Satz. 

Es  ist  immer: 

. ab      ,      ftg 

^""a(a+6)+6(6+a)' 

- abc  acb 


a(a+b)  {a+b+cy  a(a+c){a+c+b) 

bac bca 

"*■  b  (b+a)  (6+a+c)  +  b(b+c)  (6+c+o) 

cab j cba 

+  c(c+ä)  (c+a+b)  +  c  (c+b)  (c+b+a)' 

. abcd  bdcd 


t  * 


a(a+6)  (a+6+c)  (a+6+c-i  -Q      b{b+a)(b+a+c)(b+a+c+d) 

abdc bade 

+ a(a-l-b)  (a+6+d)  (a+b+d+c) + b(b+a)(b+a+d)  (b+a+d^c) 

acbd bcad 

^  a(a+c)  (a+c+b)  (a+c+b+d)  +  b(b+c)  (b+c+a)  (6+c+a+c/) 

+  aia-t-c)  (a+c+d)  (a+c+d+bj + b(b+c)  (Hc+d)  (6+c+rf+a) 

adbc 'bdac 

+  a(a+d)  (a+rf+6)  (a+d+b+c) + b(^d)(b+d+a)  (b+d+a+c) 

adcb • bdca 

+  a(a+d)  (a+d+c)  (a+d+c+b)  '^b(bi-d)  (b+d+c)(b+d+c+ä) 

cabd  '  dabc 


•  c{c+a)  (c+a-i-b)  (c+a+Ä+rf)  ^  d{d+a)  (rf+a+6)(rf+a+H-c) 

■  cgd?6 dach  

^  c(c+a)  (c;f  a+dj  (c+o+«f+^ + rf(dta)(d+o+c,)  (d+o+c+6) 
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'  ebad  dbae 

■*■  c(c+A)  (c+6+a)  {c+b+a+d) + d(d+b)idi-Hä)  (r/+6+«+c) 

^  dc+b)  (c+H-rf)(c+6+d+a)  "*■  d(d+Ä)  (d+Hc)  (d+Hc+ä) 

cdab c^eaö  

^  c(c+rf)(c+if+ö)  (c+rf+o+J)  +  <f(if+c)  (d+c+ä)  (rf+c+a+6) 

cd^g dcba _.^_ 

+  c(c+«0  (H-d+6)(c+d+6+a)  ^  rf(d+c)  (d+/?+6)  (rf  fe+Ha)' 

Man  soli  das  sich  hieraus  ergebende  allgemeine  Gesetz  allge* 
mein  beweisen. 


^      ' 


niscellem 


Der  Akademiker  Chasles  hat  bei  einem  Buchhändler  in 
Paris  ein  handschriftliches  Werlr|r:ii-  Desargues,  einem  der 
ausgezeichnetsten  Mathematiker  des  17ten  Jahrhunderts«  aufgefun* 
den:    Brouillon-projet  des  coniques. 


I     »• 


Acad^mie  des  sciences  de  Paris. 

(S6aitce  da  21  jnillet  1845.) 

G^om^trie.  —  M.  Chasles  lit  une  note  sur  quelques  pro^ 
priötäs  des  arcs  ^gaux  de  la  lemniscate. 

La  lemniscate  est,  comme  on  sait«  le  Heu  des  pieds  des  per- 

{»endiculaires  abaissöes  du  centre  d'une  hyperbole  ^quilat^re  sur 
es  tan^entes  ä  cette  courbe.  £n  outre,  les  rayons  vecteurs  de 
la  lemniscate  et  de  Thyperbole  issus  du  centre  commun  des  deux 
courbes  et  de  mdme  direction  ont  leur  produit  constant«  Ces  deux 
proprii^tite  de  la  lemniscate  sont  connues  ainsi  que  la  suivante  qu'il 
est  n^cessaire  de  rappeler :  Le  rayon  vecteur  ou  sa  normale,  menäs 
par  un  point  de  la  lemniscate,  determinent  sur  Thyperbole  deux 
points  qui  sont  situ^  sur  une  m4me  ordonn^e,    c*est-a-dire  que 
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le  point  oü  la  iMmiiale  touche  l'byperbole  est  sor  la  m^me  ordon- 
ni^e  qne  le  poiot  on  U  rayon  vectenr  reneoDtre  rhvperbole*  -*-  Cela 

{io8<$9  les  rayoDS  vectears  men^s  aux  extr^mites  d'un  arc  de  la 
emmscate  ötaot  prolonges  comprenneDt  ud  arc  de  rbyperbole,  et 
les  normales  am  den  rayons  yecteurs  toocbeDt  rbyperbole  eo 
deux  points  qai  d^terminent  un  deuxieme  arc  <$gal  au  premler. 
Cbacna  de  ees  denx  arc8  peut  dtre  considi^rä  comme  ie  correapoD- 
daat  de  Tarc  de  la  lemniscate.  II  y  a  entre  leg  arcs  de  la  lemniseate 
et  lettra  correapondants  sur  Tbyperbole  cette  retation  que  donne  an 
caicul  tr^a  simple:  ä  denx  arös  ^gaiix  de  la  lemoiacate  corres- 
poDdent  sur  Thyperbole  deux  arcs  doot  la  diff^reoce  est  rectifiable. 

Cest  par  suite  de  ce  theor^me  que  les  propri^tes  des  arcs  de 
rb3rp^rbole  .^ont  la  difference  est  recti6able  doDoent  lieu  ä  des 
propriet<^s  des  arcs  ^gaux  de  la  lemniscate.    Voici  ces  proprieti^s. 

Qnand  deux  arcs  d'une  lemniscate  sont  ^gaux,  les  normales 
aux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux  extr<$mit^s  de  ces  arcs 
forment  un  (||uadrilat6re  circonscriptible  au  cerde.  -—  Etant  pris 
sur  une  lemniscate  plusieurs  arcs  ägaux  entre  eux,  si  par  les  ex- 
tn^mit^s  de  cbacun  de  ces  aree  ••  mene  les  normales  aux  rayons 
vecteurs  qut  aboutissent  a  ces  points,  et  qu'on  prenne  le  point  de 
concours  de  ces  normales,  tous  ces  points  de  concours  seront  sur 
une  hyperbole  däcrite  des  m^mes  foyers  que  l'byperbole  ^quilatöre 
qui  a  servi  ä  former  la  lemniscate. 

Ce  theor^me  foumit  une  construction  tr^s  simple  peurd^ter- 
miner  sur  la  lemniscate  des  arcs  egaux  ä  un  arc  donne»  et  par 
cons^quent  des  arcs  multiples. 

Si  ä  partir  d'un  point  de  la  lemniscate,  on  prend,  de  part  et 
d'autre,  deux  arcs  ^gaux  entre  eux,  mais  d'une  largeur  quelconque, 
et  que  par  les  extrdmit^  de  ees  deux  ares  on  m^ne  les  normales 
aux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  en  ces  points,  le  lieu  g^ome« 
trique  du  point  de  concours  de  ces  deux  normales  sera  une  ellipse 
d<k:rite  des  m^mes  foyers  quel'byperbofeöquilat^re  correspondante- 
j^  la  lemniscate« 

•  Par  chaque  point  d^une  lemniscate  oa  peut  mener  un  cercie 
tangent  ä  la  courbe  en  ce  point  et  passänt  par  le  ceotre  dela 
courbe.  Ces  cercles  donnent  lieu  k  quelques  propri^t^s.  **  Etant 
pris  sur  une  lemniscate  plusieurs  arcs  esaux ,  si  par  les  extrömit^s 
de  cbacun  d'eux  on  möne  les  deux  cercles  tangents  ä  la  courbe  en 
ces  points  respectivement  et  passant  par  le  centre,  le  point  d'inter- 
section  de  ces  deux  cercles  aura  pour  lieu  göomötriaue  une  esp^ce  de 
lemniscate  qui  sera  le  iieu  des  pleds  des  normales  abaissäesL  du 
centre  de  la  courbe  sur  une  h3^erbole  «on  ^quilatere.  —  Etaikt 
pris  sur  une  lemniscate  deux  arcs  ^gaux,  si  par  leurs  extr^mit<b 
on.inene  quatre  cercles  tangents  k  la  courbe  en  ces  points  respec- 
tivement  et  passant  tous  quatre  par  le  centre  de  la  coutbe^  ces 
quatrea  cercies  seront  tangents  ä  un  m^me  cercie. 


0  •  • 

In  dem  Journal  des  savants.  Mars  1845.  befindet  trteh* 
ein  Aufsatz  mn  V«  Cousin  über  Rob.erral,  bekannttleb  einen 
der  ailtsgezeicfanietslen  Matbematiker  des  I7ten  Jabrhunderti^,  ms 
wetdiem  fcb  foigeiide  Stelle  entlehne,  die  wohl  in  einer.  Tei%<^? 
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lieh  der  Befiifcteniiig  des  natlMiiHitiflcliMi  Untorriebts  g«widaieCeii 
Zeitschrift  swedanisaic  eioeo  Platz  fiaden  dfirfte«  Ausserdem 
enthmt  der  Aufsatz  noch  maiiehes  andere  Isteressaiite^  jedoch  mehr 
ite  phUosephischer,  als  in  mathematiscber  Rücksicht. 

Roberyal»  qni  avait  tonte  sa  vie  professi^  les  math^ma* 
tiqnes,  avait  empley«^  aes  demi^res  ann^s  de  r^diger  ses  conrs 
sovile  nems  d*EUi|ieDts de  sdomätrie.  Nons  n'aTons  point  k  noas  oceo- 
per  de  cet  anvrage,  qoi  na  jamais  ^t6  pnhli^  et  dont  le  mann* 
Script  suhslste.  Apres  la  mort  deRoberTal»  en  1675^  Lahire, 
ddpeeitaire  de  ses  papiers  et  de  ses  demieres  relont^,  revit  le- 
travail  de  son  ami,  et  y  mit  une  pr^lace  oü  II  nous  apprend 
^el  avait  4te  le  desseio  de  Roberval  daos  la  eomposition  de 
cesElteents.  Cette  pr^lace  de  Lahire»  ainsi  que  ravant-prnpos» 
^crit  toutveatier  de  la  main  de  Roberval,  soot  vrafaneul  aeox 
pi^es  int^iessantes  et  qni  ne  sont  point  ätraogeren  k  la  philo* 
sephie«  Le  bi^t  de  Roberval  avait  ^bi  de  ramener  la  eäom^tiie 
au  phis  petit  nombre  possible  de  principes  eu  de  dädnirions,  de 
denner  aes  dteeastmiions  de  tont  ce  qni  pent  dtre  ddntoDtr#, 
indme  de»  propositioos  qn^on  a  contnme  de  ceosid^ier  comne  lnd#» 
monstrables«  lieibnitz  auasi  s'est  pinint  seuvent  qn'on  n'ait  pas 
et^  assez  loia  dann  i'analyse  des  prineipes »  et  11  n'a  cess^  d'appe- 
ler  TattentloD  des  gdem^tres  phliosephes  snr  la  ndcessltd  de  miS" 
ser  le  moins  d'hypoth^ses  possible  dans  les  fondements  den  seien« 
ces  mathämatiques.  Roberval»  avaot^Leibnitz»  ent  la  mtoe 
pensc^e  et  se  proposa  de  donner  ä  ses  El^^ments  de  g^om^^trie  nn 
caract^re  particolieF  de  rigueur  et  d'evidence  phüosophique.  II 
s'attacha  plus  k  la  soliditi^  qua  T^l^ance,  et  travailla  surtout  pour 
les  esprits  difBciles.  ,,M.  de  Roberval»  d|tLabire,  ayaotfait 
prolessioD  des  sa  jeunesse,  d'epseigoer  les  matheniatiaues  ea  pubUo 
et  en  particulier^  et  ayant  continu^  ces  exereices  penaani  plusieurs 
anales  et  jasou'au  temps  d*uDe  vieillesse  fort  avanc^e»  loa  peut 
dire  que  jamais  hemme <  n'a  eu  plus  de  moyens  de  coDooitre  et  la 
diff^ence  des  gdnies  qul  s'appliquent  k  cette  science»  et  quelles 
sent  les  mt^hodes  le»  phis  UDlverselles  et  les  plus  assurt^es  dont 
on  peilt  »e  servtr  avec  snce^.  Cent  k  ee  propos  qn*il  nous  a  dit 
one»  paraii  cette  ininKd  de  diff^rents  esprits  qu'il  avoit  enseignds, 
it  en  avoit  remarnu^  particuli^rement  de  deux  sortes  qul  Ini  avoient 
do^d'  beaueoup  ae  pme;  dont  la  prepiiitre  dteit  de  cenz  qul  ad* 
mettent  les  propositions  avec  trop  de  Cstcilitd»  et  qui>  sans  beau- 
eoup s'arr^ter  a  examiuer  si  les  d^moDstrattons  que  l'oo  leur  en 
fali  sont  legitimes  en  tontes  leure  parties,  paasent  ontre»  et 
prdtendent  par  ce  moyen  de  s'avancer;  '  Tautrej  au  coutraire, 
dtoit  de  certains  esprite  pointilleux  et  opinifttres»  qut  s'arretent 
partout  et  trouveut  des  difficultes  sur  lexplication  des  th^ord- 
mes  que  Ton  demontre,  et  m^me  sur  celle  des  premiers  prioci- 
pes  qui  ue  se  d^moDtrent  pas;  et  queosuite»  apres  uoe  observ^' 
üon  de  plusieurs  annäes ,  falte  avec  ueaucoup  d'applijcatioD  sur  les 
sncces  ae  ces  deux  esp^es  d'esprits,  il  disoit  que  les  premiers 
rdnssissoient  rarement  dans  rdtude  de  la  mathämatiaae»   la  plus« 

Sart^s'eti  degodtänt  ats^ment  avant  que  d'arriver  ä  la  m^itation 
eä  coDdolssances  plus  dlevi^es»  et  qne  ceux  rodme  qni  continuoient 
de  s'y  appünuer  deveuoretlt  le  plus  souvent  chimi^rques  et  vIsion- 
nair^s  dans  leurs  inventions,  faisant  k  toutis  coups  des  paralogis- 
mes  dans  leurs  rusonnemeots,  et  ne  pouvant  discerner  la  faussetö 
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de  oenz  M*ih  trouToient  daos  ies  ovvnges  d«8  auteurs.  II  ftjoii' 
toit  que  la  plus  graode  partie  de  ceuz  qai  oni  pn^endu  avoir 
trouve  la  quadratore  du  cerde,  ie  mouTenieot  perp^tuel  et  la  röso- 
lutioD  des  autres  problemes  de  oette  oature,  <$toieot  des  esprits 
de  cette  premiere  espece.  11  mettmt»  aur  contraire,  daos  la  seconde 
la  pluspart  de  ces  fi^aods  gänies  qui  out  produtt  de  si  helles  cho« 
ses-daus  les  matb^matiques»  parce,  disoit-il,  que  cette  kunieiur, 
qui  pardit  daos  les  commencemeDts  trop  scntpuleuse  et  importuue, 
veoatit  ä  se  neurir  a?ec  le  temps  et  arec  Ie  pigement,  se  change 
pour  J'ordloaire  en  ee  sein  et  cette  applicatioo  studieuse  qnil 
laut  avoir  pour  bien  ezaminer  les  raisooDements »  pour  bien  cod' 
nditre  la  uecessit^  de  la  cooeluslon  dans  les  prenusses,  et  pour 
ne  se  point  laisser  äblouir  au  brillant  de  Tapparence  sM^ieuse 
d'uD  paralogtsme«  C'est  douc  pour  cette  sorte  d  esprits  qu  il  a  pre- 
tendu  composer  cet  ouvrage,  dans  lequel  il  a  tasche  de  s'expli- 
quer  d'une  mamere  a  ne  laisser  aucnn  doute,  a  'applanir  tout  ce 
qui  peut  faire  nattre  des  senipuies  dabs  Tesprit  de  ceux  qui  com- 
meseent,  k  fnir  les  expressions  qui,  pouvant  avoir  divers  seni^ 
detiennent  obscures  et  «^quivoques,  ä  faire  le  moins  de  suppo- 
sitiens  qu  II  luy  a  ^t^.  posenUe,  et  a  dihaontrer  universellement 
tout  ce^qui  peut  ^tre  d^montr«^,  posaoft  pour  un  principe  im^bsan* 
table  en  matlHhttatiaues  que  rien  n'y  doit  passer  pour  vral  qui  ne 
soit  di^montr^,  s'il  le  peut  etre.^' 


In  den  Blättern  für  literarische  Unterhaltung.  1845« 
Nr.  71,  Nr.  72  und  Nr.  73  finden  sich  in  einem  interessanten 
Aufsatze  über  Claudine  von  Tencin  *)  folgend^  d'Alembert 
betreffende  Stellen: 

,,  Viele  Biographen  der  berühmten  Frau  haben  dem  Gedächt- 
nisse derselben  einen  uiivertUgbaren  Makel  dufch  die  Behauptung 
anzuhängen  gesucht,  dass  dieselbe  den  schuldlosen  Zeugen  ihres 
Verhältnisses  mit  Destouches'^  (Chevalier  und  Previozial-Gom* 
missair.  der  Artillerie)  ^»auf  der  Treppe  der  Kirche  St.  Jean  le 
Rond  «einem  Schicksale   preisgegeben;     mit  aUea  Zeichen. der 


/ 
*)  War  im  Jshre  1681  zu  Grenoble  geboren ,  ward  Nomie  im  Klo- 
ster Montpeari  bei  Grenoble,  in  welchem  jetzt  die  Congr^fstion  der 
Damen  Ton  St*  I^ierre  einer  Erziehung  junger  Mädchen  xom  Stande  vor- 
steht, später  Chanoinesse  der  Abtei  Neu^'iUe  bei  Ljon^  ward  später  mit 
Bewilligung  des  Pabstes  ihre«  Gelübdes  entbunden,  lebte  dann  unter  dem 
ihr  Yon  den  Parisern  beigelegten  Namen:  „In  jolie  chanoinesse*^ 
in  Paris  und  starb  als  Marquise  v.  Tencin  am  4ten  December  1749  an 
der  Brastwassersucht,  nachdem  sie  an  den,  nicht  atif  ihren  Wunsch,  sV^n- 
dem  von  ihrer  Familie  entsendet  ^  mit  den  Tröstungen  der  Religion  an 
ihmm  Bette  erschienenen  PHester  die  folgenden  Worte  als  ihre  letstea 
gerichtet  hatte :  „Mein  Vater,  ich  bin  jaag  und  hübsch  gewe- 
sen; es  ist  mir  oft  gesagt  worden,  itad  ich  habe  die 
Schwäche  gehabt,  es  stets  zn  glattbeo;  nun  richten  Sie  und 
versagen  Sie  mir  Ihren  Segen  nicht!  -<-  IHes.  war  die  Matter 
d'Alemberts. 
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Waltrheit  ausgestattete  Decumente. rechtfertigen  aber  Clandine 
van  Teneio  ge^nden  Vorwarf  einev'.so  voltständigen  Verleug- 
nung alles  väterlichen  Gefühls ,  und  der  historisch  erwiesene  Um- 
stand f  das»  wenige  Tage  nach  der  Gehört  des  Kindes  von  unbe^ 
kannter  Hand  eine  jährliche  Pension  von  1200  Fr.  för  dasselbe 
ausgesetzt  ward ,  kann ,  sollte  man!  meinen»  aliein  als  eine  vollefll- 
tige  *  Widerlegung  der  obigen  Anschuldigung  betrachtet  werden. 
Es  sebeint,  ^s  das  Kind  einem  Polizeicommissair  mit  dem  Auf- 
trage übergeben  ward»  eine  Amme  für  dasselbe  zu  suchen»  und 
dass  dieser  es  bei  der  Frau  eines  armen  Glasers  unterbrachte» 
welche  es  erwiesenertnaassen  mit  der  Zärtlichkeit  einer  Mutier 
aufzog.  Das  Kind  aber»  das»  so  von  seinen  Aeitern  verleugnet, 
in  der  Hfltte  eines  arm^n  Hltndwerkers  ein  dürftiges  Ae^l  fand, 
war  bestimmt»  du^ch  den  Glanz  seines  Genies  das  Dunkel  seiner 
Geburt  zu  überstrahlen;  der  Sohn  Claudinens  von  Tencin 
und  des  Chevalier  Destouehe's  war  d' Alembert.*' 


ClaudiniB  wat  reich  und  öffnete  ihr  Haus  jetzt  *)  allen  lite- 
rarisch und  artistisch  berfihmten  Personen  des  lotea  Jahrhiii^nts» 
ein  Hofstaat»  welcher  den  unvergänglichem  Eigensdmften  dieser 
an  Weihrauch  gewöhnten  Gottheit  D<^ue. Huldigungen  darbringen 
konnte.  In  den  Zusammenkünften  der  gelehrten  Welt  bei  der 
Marquise  v«  Tencin»  in  welchen  Montesquieu»  Marivaux» 
Piron»  Duclos  und  viele  Andere  gewöhnliche  Gäste  waren» 
führte  der  ehrwürdige  Font  enelle  den  Vorsitz.  Nur  Eine  Zierde 
fehlte  ^äter  diesen  Cirkeln »  d'  A I  e  m  b  e  r  t »  welcher  .  sich  durch 
seine  Vorrede  zu  der  v^Encyelopädie^^' als  einen  der  grossten 
Geister  des  Jahrhunderts  angekündigt  hatte»  d*Alembert»  den 
sdine  Mutter  jetzt  aus  demselben  Gefühle  des  Stolzes  zu  sich 
rief»  aus  dem  sie  früher  ihn  als  hülfloses  Kind  von  sich  gestos- 
sen.  Der  Philosoph  aber  soll  auf  die  Anträge  einer  Annäherung» 
welche  Frau  von  Tencin  ihm-  machte^  geantwortet  hal>en: 
Madame»  je  n'ai  ipas  d'aiitre  mere  que  ^a  vttVi^re  qui 
m'a  ilottrri'5.  Und  d'Atenibert  bewies  durch  die  Ttiat,  das« 
diese  Worte  seine  Ueberzeugung  waren:»  indem  er  die  ihtti!ven 
verschiedenen  HOfen  und  Akademien  ge9iachten  glänzenden  An- 
träge von  der  Hand  Wies  und  30  Jahre  seines  Lebens  an 'der  Seite 

seiner  Adoptivmutter  hinbrachte. 

■ .  '  .  '..        .     •  •  ■..{•••• 


'• 


,  Einige  Benie]:kungen  über  die  Wörter  ,,Variätion^ 

variabel"  u.  s.  w. 

Von  Herrn  Doctor  G.  Strauch,  ' 

Lehrer  der  Mathematik  zu  Muri  im  Kanton  Aargan. 

Erstens.     In  jedem   Lehrbuche  über  Algebra   kommt  ein 
Kapitel  vor  mit  der  (Jeberschrift  »»PerAiutationen»  Combintf- 


*)    Dies  bezieht  fich  natürlich  auf  eine  spätere  Zeit  des  Lebens 
Clandinens  in  Paris. 
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tioDen  ntail  Vartationeii''.  Was  naa  niitMr  (IIm0b  Variatioiieii 
m  Terstelien  babe^  ist  jedem  Leeer  dieses  Aufsatzes  bekannt. 
Der  Name  Variatien  konniit  aber  auch  in  der  höheren  Anaiyns 
vor«  Die  beiderlei  Variationen  haben  aber  nicht  das  Allergeringste 
mit  einander  gemeinschafttich.  Zuweilen  findet  man,  dass  man  den 
in  die  Algebra  gehörigen  Variationen  noch  ein  Eigenschaftswort 
beifügt^  und  sie  kombinatorische  Variationen  nennt;  da- 
gegen die  in  die  höhere  Aoalysis  gehörigen  Variatioeen  hat  man 
ganz  ohne  Eigenschaftswort  gelassen* 

Ztveitent.  Die  Aenderungen^  welche  eine  Funktion  erlei- 
den kaiin ,  sind  von  zweierlei  Art ;  denn  entweder  kann  man  den 
in  der  Funktion  enthaltenen  veränderlichen  GrOssed  Werthände- 
mngen  beilegen,  das  nrsprfingliche  Wesen  der  Funktion  selbig 
aber  ungestört  lassen ,  oder  man  kann  irgend  eine  Funktioo  in  eine 
ganz  andere  Funktion  fibergehen  lassen. 

A)  Aenderungen  der  ersten  Art.   'Es  sei  • 

1)    y=9^ 

gegelbeB,  wo  jp  jeden  beliehen  Werth  annehmen  kann,  und  x 
gme  fiber  in  (a>+K) ;   so  bekommt  man 

und  man  sagt  hier;  jf  ist  eine  Funktion  mtt  einer  Tariabeln 
(veränderlichen)  GrOsse*    Man  tOKg^  noch  femer: 

a)  Die  GrOsse  a:^  welcher  man  jede  beliebige  Werthänderung 
(^-f  ^)  beilegen  kann,  ist  die  unabhängige  Variable 
oder  auch  die  absolut  unabhängige  Variable. 

b)  Die  GrOsse  y,  deren  Werthänderung  abhängig  ist  tou  der 
Werthänderung  (op+h)»  i^t  die  abhängige  Variable. 

.  Es  sei  ferner  . 

gegeben,  wo  so\^ohl  as  als  anch  to  leden  beiiebigen  Werth  anneh- 
men künn,  und  or  und  te  giehen  'Desilglich  Mmt  in  (x+k)  und 
(u*{'k};   «0  bekommt  man 

IV)   y+2>y  =  g)[(a:+Ä),(w+i)], 

und  hier  si^  man:  y  ist  eine  Funktion  mit  zwei  variabel n  (vet- 
änderlichen)  GrOssen.    Man  sagt  noch  ferner: 

a)  Die  beiden  GrOssen  x  und  w,  welchen  man  jede  beliebige 
Werthänderung  (x'-{^)  und  (w+k)  beilegen  kann,  sind  me 
unabhängigen  Variabein  oder  auch  die  absolut  un- 
abhängigen Variabein. 

b)  Die  GrOsse  ,v>  deren  Werthäoderuns  abhängig  ist  von  den 
Werthändeningen  (x+h)  und  (w+ß)y  ist  me  abhängige 
Variable. 

Es  sei  ferner       . 

V)    y—qK^,uy) 

gegeben,  während  noch  gleichzeitig 

VI)    w=:fx 


233 

batteheD  «»ll;  so  kann  bier  nur  sb  jeden  beUeMgeo  WivttaDDeb- 
Meo»  dagegen  der  Werth  dea  w  ist  abhängig  Yom  Wertbe  des  ap, 
weil  GleicbuDg  VI)  stattfindet«  Wenn  dud  a  io  (iV+A)  fibeigebt, 
so  geht  GieicnuDg  VI)  über  in 

VII)    w+kr=f(x+h), 

durch  ifelcbe  Gleichung  vorgescbriebeo  ist«  wie  die  Werthände- 
ning  (to-^-k)  abhängig;  ist  Ton  der  Werthändemng  ifp+h)*  Glei- 
chung V)  geht  iSber  in 

und  hier  sagt  man : 

a)  Die  Grosse  y  ist  die  abhängige  Variable, 

b)  Die  Grosse  x  ist  die  absolut  unabhängige  Variable. 

c)  Die  Grösse  w  ist  die  relativ  unabhängi&;e  Variable, 
eben  weil  sie  wohl  von  y  unabhängig  istj  während  sie  vqb 
O!  abhängt. 

,  Es  ist  unnOthiff,  die^e  Betrachtung  auf  noch  ausammengesetz- 
tere  Fälle  auszudennen.  Diejenigen  Zweige  der  höheren  Analy- 
sis,  welche»  wenn  die  in  einer  Funktion  befindlichen  Variablen 
eine  Werthänderung  erlctiden ,  die  aus  diesem  Verfahren  foIgendeD 
Ersebpisse  untersucnen  und  anwenden  lehren,  sind. der  Differenzen- 
kalkul  und  der  Differentialkalkul*  .      .  ^ 

i9).AendeTungen  dfr  zweiten  Art.    Es  sei    . 

IX)  y^q>a, 

und  diese  Funktion  gehe  über  in 

X)    y+^ty^ifs. 
wer  ist 

XI)    Jy'=i^X'^tpx 

und  den  Anisdruck  ^j^  oder  den  gleichbedeutenden  {ypX'-^a:)  pflegt 
man  Variation  (besser  aber  Gesammtvariation)  zu  nennen. 
Es  sei  lerner 

XII)    yzstpixyto) 

und  zugleich  sei 

SO  dass  Gleichung  XII)  gleichbedeutend  ist  mit  folgender 

XIV)   y=f(x,fx). 
Wenn  nun  w^fx  übergeht  in 

XV)   W'\'Jtc—Fx,  ' 
so  geht  dabei  die  Gleichung  XII)  oder  XIV)  über  in 

XVI)   yi^Jy  =  9(a:,Fx). 

Pen  Ausdruck  Jy  oder  den  ^eichbedeuti^nden  [9(^3  Fa^) 
—  f(a?,/a?)l  nennt  .man  auch  hier  Variation  (besser,  aber  Gesammt- 
Variation)*    . 

Es  ist  nicht  nöthig  ^,  diese  Betrachtung  auf  noch  zusammenge* 
setztere  Fälle  auszudehnen.    Derjenige  Zweig  der  höheren  Anidy- 
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sby  w^eher^  Trenn  eine  FunkHon  in  eine  gans  andere  Fmiktion 
überseht^'  die  daraoB  folgenden  Ergebnisse  untersucht  und  anwen- 
den lehrt,  wird  Variationslcalkuf  genannt. 

Drittens.  Ist  es  nun  gleichgUtig»  dass  das  Wort  »^ Varia- 
tion'^ schon  in  der  Algebra  und  dann  wieder  im  höchsten  Zweige 
der  Anatysis  Tbrkotnjnt,  und  so  zur  Benennung  von  zweierlei  Dro- 
gen gebraucht  wird,  die  nicht  das  Allergeringste  mit  einander  ge» 
meinschaftlich  haben? 

Wenn  man  das'  in  Gleichung  III)  vorkommende  w,  welchem 
man  die  ganz  willkürliche  WerAänderung  (w+k)  beilegen  kann, 
eine  variable  Grosse  nennt ;  Ist  es  dann  gut,  dass  man  auch  da^ 
in  Gleichung  XII)  vorkommende  w=fx,  weiches  in  Fx  übergeht, 
ebenfalls  eine  variable  Grösse  nennt? 

So  gewiss  es  buchst  fatal  ist,  wenn  in  einer  und  derselben 
Wissenschaft  durch  ein  einziges  Wort  zwei  ganz  verschiedene 
Begriffe  bezeichnet  werden;  so  gewiss  ist  es  nOthig,  dass  hier 
abgeholfen  werde.  Wo  aber  abzuhelfen  sei,  darüber  kann  kein 
Bedenken  stattfinden. 

Ein  Begriff,  welcher  schon  einem  früheren  Zweige  einer  Wis- 
senschaft an&^ehort,  kommt  auch  in  den  späteren  Zweigen  vor; 
dagegen  ein  Begriff,  welcher  erst  einem  späteren  'Zweige  ange- 
hört, kommt  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor«  Der  terminus 
technicus,  wodurch  ein  einem  früheren  Zweige  der. Wissenschaft 
angehörender  Begriff  ausgedrückt  wird,  kommt  also  auch  in  den 
späteren  Zweigen  vor;  dagegen  der  terminus  technicus,  wodurch 
em  einem  späteren  Zweige  emer  Wissenschaft  angehörender  Be- 
griff ausgedrückt  wird,  kommt  in  den  früheren  Zweigen  nicht  vor. 

Ausserdem  ist  es  Thatsache ,  dass  es  '  viele  Lehrbücher  über 
Differential-  und  Integral  -  Kalkül  giebt,  in  denen  keine  Spur  des 
sogenannten  Variations -Kalküls  vorkomiat.. 

Man  thut  also  am  besten,  dem  höheren  Zweige  der  Analysis, 
dem  sogenannten  Variatiodskalkul^  einen  anderen  mmeb  zugeben, 
der  so  gewählt  ist,  daäs  sich  für  die  daselbst  vorkommenden 
Wörter  „Variation"  und  „variabel"  die  entsprechenden 
Namen  von  selbst  ergeben;    denn* 

.  1)  Dadurch  wird  in  die  früheren  Zweige  der  Mathematik  nicht 
die  geringste  Störung  gebracht;    und  auch 

2)  Diejenigen  Lehrbücher  über  Differential-  und  Integral -Kal- 
kül, welche  nichts  von  dem  sogenannten  Variatibns-KaÜ^al  enth9,lr 
ten,  werden  von  dieser' Namensänderung  nicht  im  Geringsten 
berührt. 

Nachdem  nun  die  Zweckmässigkeit  npd  beziel^ungsweisf  die 
Nothwendigkeit,  dem  sogenannten  Variationskalkul  einen  anderen 
Namen  zu  geben,  dargethan  ist,  fragt  sich:  welches  Wort  soll 
man  wählen? 

Es  wäre  dringend  nöthig,  ein  Wort  vorzuschlagen. 
Dieses  müsste  aus  der  Lateinischen  Sprache  entnom- 
men sein,  damit,  wenn  dessen  Zweckmässigkeit  von 
anderen  Nationen  anerkannt  wird^  sie  es  bequem  auch 
iti  ihre  Sprache  aufnehmen  könnenl  Ich  habe  zwar  schon 
selbst  ein  Wort  gewählt,  bin  aber, bereit,  ein  zweckmUssigeres, 
Wenn  eins  vorgeschlagen  wird,  sogleich  anzunehmen. 


I»    ■  «  ;  ■  ■  1-  I  I     «  II  — — — BMM— ■■— i^f^ii^*i 
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Kur  sphärischen  Vrisonometrie. 

Von 

Herrn  J.  Dienger,  : 

Lehrer  der  Mathemalik  itiid  Fhjailc  an  der  höheffeii  Bärgerschale 

zu  Sinsheim  hei  Heidelberg. 


*  *  t- 


Dr.  AntoQ  Müller  bat  in  seinem  Buche  ,,Die  allgemein- 
sten Gesetze  der  sphärischen  Polygoiiometrie  und  die 
alieemeinsten  Gleichunseii  der  gaiichen  Polygone« 
Heidelberg  bei  €!'roos.  1836''  zwischen  den  Selten  und  Win- 
keln eines  spfaSrtscb'en  Dreiecks  19  Gleichungen  aufgestellt.  Wir 
fi^llen  Im  Folgenden  diese  Gleichungen  auf  einem  dem  dort  betre- 
tenen ähnlicbeo  Weg^ :  abUHen  und.  dann  aeei^eof,  da^s  efgaiktlfch 
nur  sieben  Gleichungen  besteben  und  die  übrigen  12  aus  ihnen 
abgeleitet  sind. 

Wir  suchen  im  Folgenden  die  Relationen^  die  zwischen  den 
ebenen  und  den  FiS^iheDwiokeln  einer  dreiseitigen,  kurperüchen 
Ecke  bestehen ,  da  von  einer  solchen  aus  leicht  auf  ein  sphärisches 
Dreieck  geschlossen  werden  kann. 


§.  1. 

Es  seiPJiAtA^  (Taf.  III.  Fig.  1.)  eine  dreiseitige  korper* 
liehe  Ecke;  man  nenne  die  Winkel  AiPA2  =  ai,  A^PA^^^a^, 
A^  PAi  =  03 ;    bezelehne  ferner   den  Neigungswinkel  von  Ai  PA^ 

und  A^PA^  durch  OiO^,  den  von  A^PAq  und  A^PAy  durch  a^a^^ 

und  den  der  Ebenen  A^PAi  xmAAiPA^  durch  a^ai.  Man  nehme 
Im  Innern  der  Ecke  willkührli«h  eioefa  Pudkt  O  an  und  MVe  von 
ibiB  an«  Senkrechte  auf  die  Ebenen  der  Ecke;  OOi  senkrecht 
auf  ^iP^a;    OO^   senkrecht   auf  A^PA^;    OOz   senkrecht    auf 

TheilVn.  15  * 


A3PA,.  Man  lege  durcb  O^H!t&  ^O,  eine  Ebene,  ivelche  die 
Kante  PA-^  in  A^  schneidet,  so  steht  PA^  senkrecht  auf  dieser 
Ebene;  desseleichen  steht  PA,  senkrecht  auf  der  durch  OOy 
und  OOg',  PA3  auf  der  durch  OO,  und  OO3  seleeteo  Ebene. 
Diese  drei  Ebenen  bilden  abermals  eine  PjTamlde.  Ihre  Linien- 
«Inkel  sind  O,  00,  =  180  — n,7j.  0^00^=^fß—a^^,  O^OO, 
^^ISO—O)«,  ;  ihre  Neiguncswiakel  sind  AtO.Ax^lSO—a,,  A^O^At 
=  180— «a,  J,p,.4,=18Ö-flj. 


5-2. 

Da  in  dem   Vierecke  P^iO»^:  O,^i/'=90.    O,v<,P=90, 
A^PAt-=ai,  AiOiAx=  ISO  — a^,.^o  findet  man: 

PAj  ^^PA^cnsoi-t-A^Oi  sin  n, , 
A,Ot=i:PAt»m<ii~AtOiCoBe,.        ^      ?«.>■.    C 


Desgleichen 


PA^  =  PA,coBtH+A,Otmaa,, 

A^Gt^PAssin  1^  —  AyO^cosof 


PAa  =  PAi  cos a^  +  AiO, sin a^ , 
^03:=P^,slnas — ^jC^cosoj. 


(3) 

ticht,  duss  diese  Formeln  aiich  gelten, 
«1  stiuiipf  sind ;  nur  muss  man  die 
m  Falle  sie  auf  dVe  aeder«  ^^'t^  vbp  p 
tn  ist,  als  negativ  betrachten.  J  '.  ,  ■ 
s  dem  Vierecke  J^OiOO^,  da  ÖOiAt 
3kOOtAi=S0,  Oii4aOj=a^,,  0, 00»= 180— fl^«t 

iJ20i=i4iOaC0sn,O3+  OO^  sin  ai«,, 
OOi=.AiOtsmaitit — OO^coeaio^.   ■> 
Dessgleichen 

JjOi=.43  0i  coswjOs  -f  OO3  sin  0,0, , 
00b  =  ^3  0j  eintfjffj  —  OO,  cosv^j 
und 

.A,0a=Ai0tCoea^i  +  O0i  eiaa^, 
■  ÖÖ,=v<,0,smff^j  — OOiCosffjn;.  '    '■  -  - 

Auch  diese  Formeln  gelten  alleemein;  nur  mussten  Linien,  die 
auf  entgegengesetzte  Weise  raXleo,  als  hier  angenommen,  als  d^^- 
tiv  hetradntet  werden. 
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Dieise  sechs  Formeln  sollen  nim  sur  fierleftungd^V  gestichteii 
Sätze  dienen. 

§   3- 

Man  setze  in  (1)  den  Werth  von  Ä^Qi  ans  (4)y  «o  ^ndet  man : 

PAi=^PA^cos  ai-t-ilsOsOo»«!!«^  sin  a^  +  QO«  sin  cty^i  sin  Oi » 

^-^  \^-N  (7) 

^  Oj  s=  P/Ij  sin  0^ —ila  Oa  eos  dl  «2  cos  «1 — OOa  8ittaj|.«z  cos  «1 . 

In  (7)  sefese  man'die  Wertke  von  PA^,  und  ^sOs  w*  (^)>  so 
erbätt  man : 

*  •         '  *  ".  *  " 

PJi=P^3  [cos%cosa^4- cosa^Ossinaisina^] 
-tils  02[cosaj[S|°^*^cos^2Cos^i  Ossinai  J  -|-  O  O2  sin  «^  c^  sin  a^. 

^i  Oi=:P^3  [sinotcoso^— cosoicosaxcra^incf^] 
+-^3  Oj  [stnoi  sin«P2-l~cosax  a2COSiiiCosa2} — O  0281001^02  cos  Oj^ . ). 

Man  setze  in  (8)  für  A^O^,  und  OO^  ihre  Werthe  aus  (5): 

PAi = PA^  [  COS  Ox  cos  02  -h  cos  Ox  02  sin  Ox  sin  02  ] 

-f^3  0s[cosaisino2cosa2ci3— cos02sinaiCosoxCr2Coso2a3-|~^ina|a2Jsinaxsina^a3]^ 
-|-  O  O3  [cosO|Sino^sino2ii3^siiTericos<f2CO8a|O2Sino2O3-^sin0iSiiiai<r2'coso2«%  J) 
^Ix  Ol :s:'iP^:[Mn d^  cos 02 ««-coi^Oi  co^kiO^ dn  02]  r  (9) 

•4-/l3  0s[sinoisina2Cosa2«^+cosoiCoso2Cosox02Coso203— sinc^^cQ90^sino2a3]^ 

-f-  O  <^  [f  ini^hio^mfr^^iH^'^^o'^^VP^^  ^^'^  0^203  -f-cosox  sin^^  <%C9sa2<%]. 

Hierin  setze  man  fär  jP^s  und  A^O^  ihre  Werthe  aus  (3) 3   so 
erhält  man:  .  . 

PAx  =  P^i  [cosa|Coso2Coso3HrCosoxÖ2'siDaisino2Coso3-|-cosaxsino2COS02a3sina3 

—  cos  02  sm  0|  COS  Ol a^ cos ^03  mn  03  -f-  sin  «r^  sm  o^ 02  sm  0203  sina3 J 

-l-^x^3[^osoxcoso2sino3-|-cosax02sina|sino2sina3— cosoxsina^cosoaOsCOSOsWlO) 

-f-  coso2sinaicosoi02coso2a3coso3  —  sinaxsm«{a2sin«2atffie«ei8] 

-|-  OO9  [cos  Ol  sino2  8100203 — sinox  COSO2COSO1 028100203— sinoxSinox02Coso2a3j. 

^,^Oxz=P^x[sinaxCoso2COsas— cosa]CosoxO2siDO2Coso3-|-sinOxSiH02C0Sa2a3sina3^ 

..  -|~  cos%cos%Gosox  O2C0SO2a3sina^  — *  8ioax02cosax  stno^Ossinos]. 
~f '^1^8 [sinoxcoso2sino3  — cosoxcosax02sino2sino3 — sinoisinoa cott02^ cosog^  (*-*•) 

— cosaxCosa2Cos0x^c^^2^<^osiei3+siBaxaiBCOsaxsmo^O3COsa3j. 
-fÖ()3[siB%sina28ina^4<^0s<riCos%c0saxO2sitto«i^^cnsai$inc^O2Cosa2O3].' 

I5' 
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Id  die  GleichuDg  (ll'>  s^lze  mao  für  ul,0,,  OO^  ilireWertbe 
aus  (6),  so  erhält  man: 

Ai  Ol  =PAi  [sinaxcosuscosaa  — cosoiSina^oea^  cosoi  a.2-\-sinai  sina^/Bina^cosa^a. 

+co8aiGos%sina,co0ai^2<^<i^At^8~^''^B^i^s<^^°s^''^s^^i'>^s]* 
+Ai  Oi[8inaicosa2sioa3c0sa,a£  ^  coaäiCo&aia^&nM^inatQosa^iii 

--sinaisiDa9Cosa243€&s%cosa3ai-*'COsaiCQsa^colKH^9<^P^t<'Ü%^<^£^ 
+siRaii%co9aL8iDiioOBC.osa8cesii3«^-|'slfMitsiQafiSiD  a^»siBa,aL . 

+co8aiCosa2,co8aia2Bina^a3Swatai'j-coBaiSinaia^eo»a^a^sina^ai\      ^  ^    '^ 

-|- OOi[siDiriCOsa2Sina3  siriaani-^cosaxCOS^iff^^iQ^a^^^B^^'^^a^ 

— swaxSioajsCosdsaaCosaaSiDaBai — cosaiCosa2Cosaia2COsi72a3C08aaSina3a| 

,   .     '^  .     '^  .     '-^       .        .        .     '^    ^    V-^ 

-f-sina^  02^080}  61002^3  cosaaSindaai — siDaiSiTia2SiQ£72a3Cbsa3ai 

— cosax  cosa2Cosai  «r2Sinff2<Z3  cosa,  o^ — cosa^  sinai  cr2Cosii2a3  cosus  cr^  J. 


• ; .-    "  i. 


§.4 


respeotive  Beizt: 

and  statt  '  " 


..i 


1       j: 


ai9  a^y  ttif  OiOf,  a^azs  a^Oi 
setzt:  •..';.,... 

09  9  ^29  ^19  ^Osj  ^2^1 9  ai'a3. 

«*  •*  (  •»••vi 

Setzt  man  diess^  so  wird  man  folgende,  den  frühem  analoge  Glei- 
bhtti^en  erhalten: 

Au3,  (1) : 

PAi  :=zPA^  cos  «3  +  A^  O»  sin  a^.  (12) 

♦'-•Aus- (7):  ■  '  '  -..■•.      >.\:.    \~    ■ 

PAi'siPÄ^  cos  «3  +  -ilg  t^,  cos  Cf2<3t3  sin  a^  +  OO^ sin  o^c^s  sin  a«.    (13) 

.,   ^    Aa«  (8):  •■-'.,  •       --.i^.i'. 

P2li:;=:^^2[<^<>sa3€osi02-f  cosa8a2®^ni>8:9ina^ 

-l'il^^tC^^'^^aSLnas — cosasCosasassinotl-^OOsaitia^^i^siBaa* ,; 
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Aiip(lO):. 
P^i^PAj^lc(ma^cosa^ca8äi^cosg2<^^6\na^s\ua2<coBäx+coBaiSiri^^ 

. .  .  .. .         '  .»       , 

i-i  ...  ■  t«  _ 

+^1  Oi  [eoflii«cQiMi^8ioiU];*fco8afta,finDa,»nff^8iDa|  -rfCOfla»8iDffsttb80]}«igeösiii  >  ((0^ 

-|-C08a28ina,  C08a«a8C08ai  a,co8ai-*8ina38iDa9aB8iDaiaaCÖsa,] 


5.  5. 

.  Aus  d^  bT8  jetzt  erhaltenen  Gleichungen'  kann  man  nun  schon 
das  Folgende  entoehmen.  •    '  '■         ^* 

»  •  -  ■ 

ßezeiclinet  man,  zur  Abkürzung^   in  der  Gleichung  (10)  den 
Koeffizienten  von  PAi  mit  h,  den  von  AxO^  mit  A,  den  von  OO3 

mit  n,  so  ist 

•  .      ..V   ...      •_  .  .  •  -  .     .  ...... 

:    pjj±=p^iA+/<iO,Ä+oo,«,  (10) 


1».  • 


Nun  hab6n,Tfir  jähßr  über  die  Lage  de?  Punktes^O  gar  keine  . 
bestimmte  yoraussetzüng^ gemacht,   sondern   ihn  lediglicn  im  f n- 
nem  der  Pyraiiii^e  vorausgesetzt.     Nehmeli  wir  nun  i^«,  .,er  JU^ge    . 
in  der  Fläche  PAiA^ ,  so  ändert  diess  an  den  Winkeln,  die  in  (w) 
vorkommen,  nichts,  sowie,  wenn  Oln  O3  vorausgesetzt  wird,  ni^jhts.j 
l  an  der  Länge  von  PAi  und  AiO^.    Aber  alsdann  ist  OO3=:0ui^d  ' 
folgliek. 


')  -■  I    -■ .  i'     I  •>•..■•.> • 


PAiSs:PJiA>i-Ai0^k.  (17) 

Diese  Gleichung  9  da  sie  in  einem  einzelnen  Falle  besteht,  wird'    ' 
allgemein  bestehen  müssen ,  da  die  in  (17)  und  (10)  vorkommenden 
Grossen' durchaus  diegleidien  sind.    8etzt  man  also  (17)  in  (10)^ 
so  wird  man  haben :    •     J  '     =    ^ 

cosaisinaasinatas— sinaiC0sas€0saia2sina9a3— sinaiSinaiaaCosa,ag=0.    (I) 

Verlegt  man  nun  den  Punkt  O^  in  4i  >  so  wird  an  den  in  (17) 
vorkommenden  Winkeln. nichts  geändert,,  nur  wird  AiO^==0,  also 


i  I» 


PA^^PAih,  .  (18) 

woraus  As=l  und  aus  (17)  A:=rO  folgt    Also  hat  man  noch: 


".'  '  ]i'j 
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l=:cosaiCosaaCosa34<^o8aiassinai8iiia,cosa8+co8ajSina^€Ödti^OBsina3 
«  —cosa^sina^co8aLa^cow%a^^nag+  sinOtBiaa^ßßmna^a^fAa^^''     (II) 


<!.  .    (fercösaiCosaiSinäa+cosfliöaSHiaiSinaaShiaa — coÄdiBinOaCosa^aaCOga» 
'"^''  Hf-sii3äiCosaaCösä^sC06a,d3<io8£^8-^8ibai$iDa/a,«1i)aVa^cÖ6i{     (111) 

Diese  drei  GieiGhungen  drückeii  somt  bestimmte  Bezfehangen 

.  ,; ^wischen  JvJDiQD^ipkelii  und.FlächemvinkelQ  der  dreiseitigen«  Ecke 

aus.    Sie  sind  als  alfgemeiner  Ausdruck  einer  Reifce  Von  ffezieÜun- 

I      gfn,2te.betc»ebien«     äk^diitekli  (Ül)  Reläljonen  ^n«  zwiAchen  Oi, 

}      o%9   Oq  und  den  zwei   dem  ersten  und  letizten   (ot  und  o«)  geg^n- 

iiW     :  ÄberK^geod^n  FläoheDwiqkelB j    sie  wird  also  ;iiuisfi  iBpeh  DeäeiiiBn, 

(wenn  man 
V        •  •        -      r. 

«Ij   Oa»   «3*   «1^2*   «203 

vertauscht  mit 


«3,  Il2>  «1*  <'2fls^  OiOa* 

Aehnliches  gilt  von  den  •findern  zwei  Gleichungen. 

Untj^rsucht  man  die  Gleicbiing  (11))  89  si|ekt  maa  xuerst,  dass 
der  Koeffizient  von  PAi  Null  ist,  indem  er  iaus  (III)  entstebt, 
wenn  man  die  eben  erwähnte  Vertauschung  vornimmt.   , 

Mail  findet  danh  wie  oben:   '  *    ' 

i=sinajC0saaSinasC0saia3—- cosaicosaia^sina^cosnias  sm  a« 

— Sinai  Sinaacosa2a,cosa3cosaia3~cosiit2cosii.^oosaid3cosa«a8cos«iscosa8a,t 
-fsinaia^cosa^siao^a^cosasCOs^sC/i-fsinaiSma^sinasaaSina^ai  ' 

4-costficosa^eosd0ias8inci2a3sinii^ai4-cosaisitfai«^eMAsifs8iDOa^i.  r^     • 

0==sinaiC0ßa2^lnd^8in'a3aiT-coöai'codaia^sina^8in^^  '  .n  -i    ..  i.. 

^sinaiSinaaCosasOsCosasSinasai — cosaiCosagCosaiaaCosas^asCosaaSlMaftj 

.     o  .     ^  . .   '^  .      .        .        .^  <-^  ^  ^  (^) 

-|-sina'i  <4cosai  sina2a,cosa3SiQ^s  ati— #inai  smoBS^tui'ftaa  cosa,  ai 

— cosdiob8a«do$0i4i^8ttia)i«äjcdsa0ai-t*H)od«]-slii4hift3CQsabiii  ' 

') untersucht  nuap   di^^CJIficbune  (juSj^ä;»»  eiebt  waÄRv4^^<^io 
identisch  ist  nach  (II),  (III)  und  (1),  wenn  map,.¥«rjt|mfiöWl.n ,-  1 . 

mit 


Diese  Gleichune  giebt  also  nichts  Neues. 

'  Aus  (12)  folgt  ein  WerÄ  Von  PA^ ,  der  dem  in  (9)  gleich  ge- 
setzt werden  kann.  Beachtet  man  die  Gleichung  (I),  so  ergiebt 
sich  daraus  auf  die  oben  angefiihifte.Wdse: 


t  - 
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'     CÖd<li=^C08aiC0S«fi+Ä<M5«iaiSlll«i8lD02-      .    *    '    '.    iV^' 

8iDa,=co80i8iDa«cosasa3 — cosa^BinaiCO^aiO^cosa^as 

-{-Binaia^BinaiSina^a^»    (^H)  . 

Eben  so  ßndet  man,  wenn  man  die  Werthe  von  PAi  aus  (13) 
nn4^^  glfficb  ^etzt  und  (VI)  be»chjtet:  .  .       :,..;,« 

V   '     *  co8a»a38inn,=8cosai«hia*^— coifTaCoisaiaasItotti.  -     (Vtll) 

8in«aa, sina^ &r simix a«8ii>ä, .  . .  >    . .  v      (IX) } 


'I '/ 


iv  Vergleicht  man  die  Werthe  von  iPJ«   an»  (14)>iiiid  (7)>   ae 
^erhält  iniii  (VI),  (V),  (CS);  durch  (15)  und (1) aber:  a),(vn),  (VI). 

: » 

§.  6. 

•*  Setit toan  ferner  in  dre  Gleichungen  (1) ,  (7) ,  ^)i'(d).  Vif), 
(11)  die  Werthe,  wie  sie  für  die  andere  Folge  in  §.  4.  bezeichnet 
wurden,  8o  erhält  man: 

A^Os=^PJ^  sin  a^-^AsO^coB^i.             <'  (18) 

iji  03=P^)8ina3 — Ai  O^cosaaajGosa^«— OOssinotaaCOsa^.  1(19) 
^,(73=Äl«[8ina3Cosaa^osa3Coso,a3sina,]    *           *    l-    « 

".  ^-JijO^'f^iii^asiiMrs+^oefisaseosci^ccmff^^  (20) 

^lOa^aR^jfeiwüfcdeoi— K!esaiee8i»20»»iiwt]  ,i.;...  ;   .' 

-f-^9  0,[sina38ina2COsaiaa-H^osaaC08a2Cosff2a3<:osailx2^sinasaaCo8ä3SinaiaJ 
-|-OOi [sinassinossinaz^^lifco^aacosa«^  sJBaj^jiiia-l-cosasSinaaaaCosaia«].    (21) 
Ai03=PAi\8\na^cosa^coaai — cosaiCosa^aiSina^coBai+sma^Anß^efoshi^^s^inai 
-fcosaaCOsa^cosa^a^co^MiutaftSri^H^rT^inaaa^cmiiasinaiaaSinai] 
+Ai  Oi[8ina,cos<is8iBci]L'-^os^3COS<r2a«sina2sinai'^6inaasinaaCOsaiaaC08ai      )  (22) 

— cosagCOsasCosa^a^cosaxOsCosai-f-sinasasCosaa  sino^aacosaij 
-|-OOx[sina«8ina«8inaiaa4-co8a3Cosa,cosa2a3sinaiaa-|-cosa2sina2a3C08aiaa]. 
^i^3=^4^['?!°?f^.^®^«^^.'^*^"~5^®®^,äCpSö^a;^sin 

-fcosascosaacosa^agcosoi  assino^^-isina^a^cosa^sin  eti  o^sinai] 
+ lili  O JsinagCoiät^BiQiijiCO^i  a3--«^P9a:,ipii^^0Uifta28iiHii€98a^   )        I 
^)8ipa  ^stp  ^aposa^  Oacosr^  cosaa  Oj — cq^as  Co^a^cosOflitlCQsiZj  ^sposo}  cos«^i 
f -fsinasa  jcosa  asin  Ol  o^cosctx  cosfix  a  3-f^n  ^  »^in  ^asi  n  ajt  a^sin  a  8  Ol 

-fcosaaCoscrsCosflraasSinaidssinagai-fcosa^sinasasCosaiciasinaTaj] 
-i-iOOa  [8ina3Cosa2$in%4^'-rC0sa4<xNsa2Ci.;|8iQ£t26iii%siD%a^ 

— sWasincfaCosaiGgiCoswisiDaia;^— cosaacosoacosögagtosajl^^ 

•    +siner2Ct3Cosausinaia2CosaiSinaia3— atnaisinoasina^^a^^osa^i 
—cosÄsCosaaCostta^tasinÄiaacososr/i— cosri8sina^cosfliöaCOsai'ö3]. 


(23) 


• 
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Diese  letztere  Gleichang  Ut  nach  (IV),  (V),  (III)  ideotisch,  giebt 
also  nichts  Neues. 


; . 


•    .1  •  '  *•    '  •  •• 

Da  die  Flächen  im  Punkte'  O  ebenfalls  eine  Pyramide  bilden, 
in  deren  Innervi  der  Punkt  P.  lijMpt,  so  gelten  alle  SSt^e,  die  wir 
im  Vorstehenden  für  die  erste  Pyramide  i^bgeleitet  haben,  auch 
IQr  (diese  zweite.    Man.  wird  4i^. neuen  Sätze  widen,  wenn  man  statt 

setzt:  ^ 

.» 

und  statt''    ••        ••••'■•■•••■    ■'■■  -     >'  ■••      •-•••    'I-.-.'i 

180— ajOs,  180— Oa«^,  180— «,a^,.  180-02,  180— a,,  ;180r-:ai. . 

Setzt  man :  diese.  Wertbe  iudie  GMebiiQgeii  (D.bisvflX)^  so 
erhält  man  aus  (I),    (IV) >   (IX)  Gleichungen,    die  durch  einmche 
Vertauschungen  zusammen faillen  mit  denen,  ans- welchen  sie  abge-' 
leitet  ^md;    indepima^  vertauscht  ,     , 


^9  ä^9  »3*  öifla>  ^%^y  ^^l 


mit  (resp.) 


*  *  .^l^  .^f^^  .^i^ 

^9  «d*  ^a>  öi<*fta  /'a*'«»  öl «2» 
o^9  OuMi9  OiO^,  a^ai," 


=  1.1 


>.    '•'"•|i 


was  man  offenbar  darf.  ^ 

Die  $  andern  Gleichungen  geben  folgebde  neue  Bezi^Kungen : 


»^ 


.-fsinaiassfna^naftSina^Oi. 


« .» .  t 


/ 


0=cosaia2C08a2tVdS>^^söi***<^<>^^sniöi^2^>n^ö^sineif«r|         *     > 
-fcosa^c^sinaaa^cosa^cosagaiH-'SinaiajBCosi^aiCosäsCosa^cosa^c^WXI) 


»        ! 


-fsin  Ol  o^sin  c^stna  (Cosa  3  Ol . 

.     ' '    •    '  >    j.   ,  .  ..  .       .       *.    '.    »       •  •) 


333 

+sina2Cosaia2SiDa3C08a^siDa|4-sioaia^siDas'aa8inaB008ai  ( 

— cosaia,cosa«aaC08a,8ino3C08ai+co8äi^,8iDa«co8aaC08ai. 

-rt/(^^^4a^t  2=  o<^8^ai  cosAiA^-^cbeiä,  8Ib  «ja,  shi  a^ai.  (XIII) 

siDatai=cosaias8ioa9a3C08aA-fco8a^f8ina^aC08a,co8aft 

;•■•<•*•  ,  '    ^  '      j     ^   ^  (XIV) 


§.  8. 

Setzt  man  in  die  Gleicliupgen  des  J.  6.   die  Werthe, '  wie  sie 
zif  ElDganj*  dö8^^:'7.  Äöl^gfebiBtf  Vruirdeit •  so  fibdet  man:      ^ 


Aus  (18):  •';./  . i. „;>"'.. .V.  i:  ••>r'.^  •  •  •-'  .•••! 

'  ^1  Ol  ä?  00,  «iÄiaÄ^.^Q^cäa«i^.  r  | 

Setzt  man  diesen  ,Wertli:i^jQ«;^^  tdem  in. (IIT)  elteieb,  8o  fiodet 
man  ^ie  Gleichungen  (III)  .und  .(XlVi  und ,  .     . 

cosa3^=9naiCosa2sinaaT7iCO8«^ca8aiia^ifuij|si{)0srV8 

-^cosaiCososCosiEt'^cosa^scbflWt^sinif^^MäiSb  ) 

Aus  (19):  *A:-— :  ...:■>.-•.•..:-  ,-  '*  -'     •  .V, .-.  ..•';■-   » 

a:^xOi^  OOs sib ä^Oi  —  J^ O^ cos«i8*cosd3öi4/^^3sina3Cos^'^ . 
(xiv)  ISd  '^^'^^  7^°  A^^  *?. . (öJ  €J?i<*.gwt^t,  giebt  ,(VIII), 

-<;ostt^i668ae3c4==«intii8iiia^c61^<t^-^  '^''* " 

•— sinaiOsCosoisinaaaB.  (XVU) 

Aus  (äöi)  folgt  ein  Werfe  von  AÖ,,  der/  Äem  in  (S)  glÄ' 
gesetzt,  führt  zudea« €Heieftifligeb  <VltI>>  (XV)  und ^^   >  — 

Binq^ai»ina^a^-^'^eoaa^eo»n^ai^9&a^^siaAnaiB^^  (XVIII) 

Aus  (21)  folgt  dberifalls  ein  Wertfa  v<m:2<i^;,  der,  Ten^ibben 
mit  dem  in  (7),  zu  den  Gleichungen  (VII),  (XVII),  (XV).mhrt. 

Endlich  ^giebtMel>>  ^1^.(22).  ein  Wetth  ¥OB\jtf|Ot ,  ^^^  '^^ 
glichen  mit  dem  in  (1)  zu  (VII),  (XI)  führt^  und  ^Vh   ..    \   ■ .  - 

co8ai=sinai  asCosasOssinasOi  -fsina^  «^sincr^cososcosi^ai  \ 

-t'8m<iia8Sina2A8Costf2Cosaia2— cososdicosaa^cosc^cosaacosaiasr  (XIX) 
•— sin  itg  cos  ObOi  810^11  cos  Ol ttfl.  <  •      ^  j 


) .'/ 
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Hiennit  tet  die  Reibe  der  tJntersacliiingeo  gesdUo^sen  und 
als  Resultat ^aben  wir  19  Beziehungen  erhalten;  diese  selten 
^D  so  gut  fibr  ein  sphärisches  Dreieck,  j»ls  fifi  dftehoqieilwbeEeiier< 


;i'  t 


♦) 


§-.  9. 


Bezeichnet  jvian  die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Dreiecks 
(Jin  Oraden)  mit  4Lf  :6>  .«3.  4ae  diei  g^enAberhe^endeD  Winkel  mit 
A,  By  C,  so  hat  man  fliatt 

«1»  (1^9  Ö8»  «1««»  ai«i,  Ö3**i 
zu  setzen 

und  man  erhält  somit  folgende  19  Gleichungen : 
I=sinacos6s|ncqo9i?— cosacos  Csin^cosi^sinc,      . 

— SinOSlQi^S^COSCCOsffrr-'fUlfiiaCOi^OsCcfl^Sy^^  : 

-|-sinCcosasinilcosccosi?-|-sinasinteini4sinJ? 
•fcosacos6cos4Sn«iisinB-^ce^qsi|iOJe&/l^bff.i^^  *- 

Oab^MCcA9AkinBB\j»a^0»AC^QSi^\mA^if^^ 

— sin  Csin^^cosccoSuSmha  4-  cos  Ccbs^cos&cosccös  jffsina 


(i) 


\ 


.1) 


•V  ^Mtxm  C^^netösBsitka  ^  B\isChib'As\üie6^a 


(^ 


y   A 


I  • 


0=sinacos6sincsin^ — cosacosCsin^sincsinJET 

— sinasin^cQs^f  cf h^JB,;^  co?<f  co^fepaCcSö^^cpsfl^ifi  JB      ( t 
sinCcoscrsiD^coscsin^ — sinasiD^sin^^cos^  ,      ..^        .1 

'  -^coSÄCoisÄcöWCslDlicds^—  6osaslii Ccos JcosJ5^.'  ^ "  j  . ,!  ,7 '  i  /  . 

cosa=  sin  (7c,9^^fii^,  j;^|\p,t^^R^o^^^ 

•— jcosi^cos^cos^cos^eosC — sinccos^sin6cosC 

casJS j==  sipacosösioc — qosapos^s jn6siac  — fiioasii^^^os.^^KMSc .  , 

•^coscfl^fl6c<Q^co«4t(i^THMkiAe^^  :n;j  9 

I  r /l)=^.eosafosAsin<r4'^H^C^fhMEsin5sina«i^)'«s^  -  "'''i^>H\'' 

:  r^^^acoAMosCSM^oesc^T-sioösiirCisitiiiotee.)  ''1    '      ^.uA 

OcBrcosCcos^dl^hi  JS**^  ceb^ib  Osb^sin  JBuf.  eim€^nAe(^ci^dB^  ^  * 
+ sin  CcosAiösbcösccosB-l-siii  CsinbsindcosB.  * 


'  'f    .  '   . •    •..•..* 


1 :3cosacos6coso + cosCsinostnÄcose + eososinftcoSilsrac  . 
•«- cosftsinacosCcos^sinc-|- siDasinCsinilsibc*. 


I* 


23$ 

~HC68€eo8 AisisinasiDfeo^ii-Hois^acosfeos^eos  C-^cosdsln  JäiaC  (10) 

sinjBsiD^ — cosccosJScos^ = sinosini  -f  cos Ccosacosi.  *  (II) 

8incs=cöf8ctsin6co8ii*-->öO80mnacosilcbsC-f«iDasiDil8in6\  (12) 

sin^ = cos  CsiD^lcosc + cosAsmGtoBbeoBc-i-BinMucem  C.  <I3> 

0  =:  cososin&siD^  —  sinacosAcos  CsinA  -^  sinosioCcos/l.  ,      (14) 

cös jf dhic=;;=cosa^n6-^co8&co$Csina:              ,1  '  C;^) 

-^^^si^tiieosiioos'C^'iosiftsiB^i^siQC'.                .  ^  (16) 

c«»€«iiijB^casC4iiir4+cosJ.sin.Ccp86.  (17) 

cosc=cosacos64-^ii^.ajsin6co6C.  ,  !  -(lÖ) 

sinilsiDC=:sinasinC.                                                       *  (W) 

Diese  (19)  merkwü^digeoi  BeUitioBeD.  finden  'ib  jedi^m  «spliSri*: 
adi€üi;Diiei0ek<)  «tatt^  IM  ^«B  drei  ^ge\HSue^  Stüfikf^;  di)D}drei 
andern  müssen'  gesucht  werden  können  und  von  diesen  dr^iep  iomifil' 
Sin.  und  Cos.  gesucht  werden  muss^  so  sind  6  Gleichungen  zur 
AunösiMig:tt3thig.  D«:  aber :  di^s^t  ^eichuDeen  tfli^ht  tom:  ersten 
Grade  sind^  so  ist  eine  weiter^  «liobentenutnig^  um  die  Bestim- 
mungen unzweideutig  zu  machen!  *  Im  Allgemeinen '  werdet  also 
,fur  ein  sphärisches  Dreieck  "tSUben  ,<  alle  .  Winkel  umfassende^ 
'  wesentlich  verschiedene  Relationale  Statt  haben  müssen.  Dijas  wol* 
len  wir  im  folgenden  Paragraphen  betrachten.  Wir  bemerket)  hier  nur, 
dass  die  vorstehenden  19  Sätze  alte  wdir  sindy  wenn  man  vertauscht 

a,  by  c\  A,  By  Ü 

mit  by    Cy  *«,.    By    Cy    A         ' 

oder  Cy  o,  i, 'C,  Ay  p 

oder  a,  c,  6,  Ay  C,  B 

oder  *  Cy  o,  ö,  C,  By  A 

oder  by  a,  c)  By  Ay  C 

'  ...IHe  Vieben  Ghiiiddj^chungeii , .  von  ifi^en  uirjiiii'^rO,  ^ge-; 
fimoch^n,.sindoJirepb«.X^),  (2)»  (3)>  (4),  fö>^  (10,  .(ll).,.4^p  ikhen 
leiten  sieb  alle  anderen,  aJ^,  Auf  .folgende  Axt.k^nf»  ;|panji^e  I^ 
.  anderfsnr  erhalten.       , ..     :   ,    .  .  ...•;•, >  '  .,|,  '-,:  ,^,\,i 

;.  tsAian>iMlli(iliwe(5).nil  eoso  und  addire><lO);,  so  evb^tißia« 
4sAiie  Cüekhmigy  dieänA  (6)  eol»leht,  wenn  .man  aund'i^üeftmi^chts 

(ß>.£9tg!t4$0WS,:(5Mn^  (10).  '        :,...'.       'iur.r. 


•I' 
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Mnltiplldrt  man  (4)  mÜ  e6BB,  trecfasdlt  in  (M)  a  imd  ^-toid 
addirt,  so  erhält  maD  eine  Gleichfu^»  die  (7)  g^bt,  wenn  vaam  B 
und  C  vertauscht;    (7)  folgt  aus  (4)  und  (10). 

Maltii^iBirt  mau  (4)  ]nitsioiiund-adArt(i)/soerhiltiiun<i3). 

Multiplmrt  man  (5)  mit  sin^  nud .  subtcahirt  (3),  so  erhSlt 
ihan  (13).  .... 

Mnltipliort  »mau  (10)  mitco8caod.^^ddixt.(5)i  so.erbätniaiiXl&). 

Hultiplizirt  mau  (10)  mit  cosi?  und  addirt  (4)«  uachdemauod 
tf  gewechselt  wdeD^.sf  ^«rliftlt  maa  (17)«>  j  1.      '     -    _. 

.  Multiplizirt  mau  (13)  mit  cosc  und  subtrahirt  (17)  y  so  erhält 
mab  (14).  ^ 

/i  Setzt  man  den  Werth   von  cgsasioöcos^ — ainasin^sinC 
-f  sin  a  cos  i^  cos  ^  cos  C  aus  (12)  in  (6),  so  erh&It  man  (18).  ' 

Zieht  man  die  Werthe  von  sina  Qnd'«oda..aiCi  j(18)  iiad.(l^ 
und  setzt  sie  in  (L),  so  erhält  man  (9). 

Mnltiplizirt  man  (7)  mit  siirlf  und  (9)  mit  tosB  and  mntnt- 
h\j%,  so  findet  man  (16). 

Setzt  man  in  (1)  die  Werthe  von  slnJ?  an<l  coaB  aus  (13) 
und  (16) ,  so  erhält  man  ^). 

Setzt  man  aus  (13)  und  (16)  die  Werthe  von  sinA  und  cosi? 
id(]l>  und  b^adtet^l^vSoeriiStt  man  (19). 

'Die  Ordnung,  in  der  also  die  GMchungen'des  $.  9.  m  fal(|en 
haben,  ist:    .  •••/.:  ■.■ ,, 

(1),  (2),  (3),  (^,  («),  (10),  (Ü)  ^  GfundgleldMBg«. '  , 
■'  ;  (6)  abgeleitet  aus  (5) 'und  (lOJliV;     .;.  ':    ' 

■  ••••■(7)V.  .,   „        .    „(4)  .'„    (U));_     .Vi  '',"■■••.'•'■    ';  "•■  1 

.:;^^".,;(12)  ,- ,,   :  • ,  „  '(2) . ,,  ■, j;4)^; ,,; ...    ■  ---'^  .-     ._ .     ^  _   • ;' 

.;-..-(I3).  ..„       •.„:  (3)   «   (5i)i;.  ■.-::  •   ■;  .,'■..■'■•••■.    ,;■•>-■  = 

(15)  „  „    (5)  .„   .(10); 

(17)  ,.  „  (4)  .„  (10);  .    \ 
(14)  „  „  (13)  „  (17);/. 

(18)  „  „  m    «  (12);..   . 
(9)  „  •  •     .,  (1)  ,„  (12)  und, (18); 

(16)  „  „  q)  \„  (9)}   , 
(8)  „  „  (1)    „  (13)  und  (16); 

(19)  „  „    (11)  „    (13)  und  (16)  und  (18). 

I 

Dadurch  ist  nun  thatsftchlich  nachgewiesen ,  dass  jene  19  Glel- 
chuDsen  nicht  lauter  Orunddeichün^en  sind.  Aber  .es  hat  Doctor 
A.  Müller  neue,  sehr  scnOne  una  symmeitriische  Relationen  auf? 
gestellt.  Wir  übel^ehen  hier  die  Anwendungen ,  da  sie  nicht,  Im 
Zwecke  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  liegen.  Nur  wollen  wir 
noch 'zeigen  9  wie  die  Gauss  Ischen  Formeln  unmitteHMtr  al^elei- 
tet  werden  können,  nicht  zu  gedenken  der  Sehaar  nevier  Sätze;  <Re 
durch  Kombination  der  19  Gleichungen  g^omi^n  werden  kannten. 


i-»jf 
.1)- 
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•  ■. . 


.    \ 


• .     ,  •        •  •  • 

^«'Gtei^hnng  <i6)  giebt 

— cos  C^coBÄcoaB — cosesin  ^sin  B. 

Addirt  man  nun  die  Oldohiuigen  (18),  (It)  und  diese' Glcftchaag^ 
60  erhält  man 

cos  c + sin  ^  «in  B  -^  cos  c  tosA  cos  B + coSw^coaB — sin2lsin:&cosü = 
cosacos6-f  sinasin6cosC-|-Binasin6-f  cosocosftcosC — cosC 

oder  '  •  ■'  ■  ••.!  i     ••  .•     .;■'...■' 

cosc+c<:^sM*-JffhH»sccos(ii--J*)Ä€Os(a^ft)+qo«Cte^  C 

also  auch 

1  — cosc— cos(.^  — -B)  +  cosccos(il— Ä)=l— cos(a  — 6) 

— c4sC'ces(«-r-6)+cosC 


■..■.■ 


oder 

(l— co8(i<— Ä))(t— cdsif)=5(l  — cos(a— 6))Xt  +  cos  C)> 
d*  i. 


'I 


sin«^^ .  «D  «I  =  sin«  ^ .  cos«  f 

oder 

.  A-^B     .    c       .   a^h         C        . 
sin  — o —  •  ®*»  2  ==  ®*"  "T" '  ^^®  2"'    ^^ 

Aus  den  drei  Gleichungen  (18),  (11),  (16)  ergiebt  sich  ; 

l+cosC+cosacos6+sinasin6ofl#C^inasin6+cosacos6cosC 
=1— coSilcosÄ+sinJsinÄcösc+cosc4-sin-4sinÄ— cos^cosJ?cosc, 

d;  i.    '    *  •"  ^       •     '       ''  '  ■'" ' 

l+cosÜ+cos(a— ^)Ws(a— Ä>>osC==l+cosc— cös(^+Ä)  , ' 

— cosccos(^-f  J?) 

oder 

(l+cos(a-Ä))(l+co»C)  =  (l— cos(^  +  Ä))(l  +  cosc), 


woraus 


sin  -X     .  cos  2  *=^  cos  — ^ .  cos  ^.    (iy) . 
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Aus  denselben  drei  Gieichungen  zieht  man  ferner: 

1 — cos  C'Cosacos^ — sinasin6cos  ^-fsinosinft-f-cosacosAcosC 

=:l-|-cosilcos^'6in^sinJ?cosc--CQ00rfsin4sin^'T*«o^'4cQa£eosc 

oder  .      ... 


•  .•  » 


(l--iooa(p+A))ai-q«lQ=a.+PP»<4+iJ»(l-r«»(f). 

i  . : '  '    '  i  •  < " 


<  ..» 


woraus 

sin— ^.sip-^=cos,-:^-g— ,sin^.    (L^ 

Endlich  aus  den  nämlichen  drei  Gleichungen: 

%''--^cfmC^oßaicoBb^AfMfänbGo»€^'-*^TMj^^  -i 

=l-|-cos2lcos^— sin^lsinJScosc-fcosc— 'Sin^sini?-|-€OSi4posßcosCj 

woraus 

(1— cosC)  (l-f«08(a+*)) = (1+cosc)  (l+co8(i4[+Ä)) , 

d.  i.  endlich 

^   a+Ä     ,    C  4  +  B        e       -^^ 

cös — ^.mr\'^^:^cos — s — .cos-g;    (D) 

welches  die  vier  Gaussischen  Formeln  sind. 


- .  * 


>     « 
*  I 


'.       '  f 


I».      i-i'  *  »     ■'*  •    *     ■    '. 


1  •  > 


•'  »        •       •  .  .      •      »         V  »       ,       .        !  ^      »    ,U        {  .  .1  .       =■      *     .  t         .      t  .>  .      I     -■  • 

Heller  die  in  dem  Aufsätze  Theil  in. 
TSr.  vn.  aufirelSste  ireodfttische 

Aufjpalbe. 

Von 

dem  Herau9geber* 


Die  in  dem  Aufsatze  Thl.  III.  Nr.  VII.  aufgelöste  geodätische 
Aufj^abe,  für  welche^  wenn  man  sie  aus  einem  rein  geometrischen 
Gesichtspunkte  auffasst,    auch  Herr  Oberlehrer  Seydewitz  an 


(St 


I  Gymoi 


LI.  eine  Äuriüsung  durch  Constraction  gegeben  hat, 
scheint  mir  [St  dlvl'tsfzt«  «cht  unwi^tig  zn  »«üa  und  zuweilen 
eine  vorthe)lliafte,Ann'eDdung  in  tf^rselben  ^.geB^tfitten^  Und  wenn 
mir  nun  auch  jetzt  noch  die  ä.  a.  O.  gegebene,  ein*  doppelte  An- 
nenduDS  des  gewSlintieh.  nach  Pothenöt  'benannten  Problems  in 
Anspruch  nehmende  AuflSsung  gerade  für  dj^  Praxis  .die  zweck- 
mSssigste  zu  sein  scheint,  so'  will  ich  doch  jetzt  Im  Folg^uden 
noch  eine  analytische,  die  Annendung  des  PothetiDtschen  Pro- 
blems nicht  voraussetzende  Auflösung  dieser  Aufgabe  geben,  ' 
welche  mir  niaht-okite  Interesse  m  sein  schsiit.    '     >  ' 

Es  seien  also,  indioii  wir  uns  Jetzt  theilweise  ^iner  anderen 
Bezeichnung,  aj^s  in  dem  Aufsatze  Tbl.  lil.  nr.  VII.  bedienen,  M 


Ooordinaten  der  Punkte  M  aaä  M,  tespecüye  durch  :i^,«  und  Xi, 
V, ;  die  unbekannten  Coordinaten  ((er  Punkte  M',  Mi',  M,'  reapec- 
live  durch  y,'  y';    x/,  *';    x^  y,'.  ■ 

Durch  den  Punkt  M  denken  wir  uns  ein  dem  primitiven 
3^leB>ä  paivUeles  Coordinateo^steiii  der  in  getegtl  una  beaeicfc- 
nen  in  Bezug  auf  dieses  neue  System  die  Coordinaten  der  Punkte 
W,  Ml,  Mj  respective  durch  | ,  ij';  li',  Mi';  J»',  «,';  .so  haben 
wir  nach  der  Lehre  von  der  Vemandlung  aerCabfdTW^ir  diei  fol- 
genden allg^qieiiLgfilti^iGl^if^upgep;:    -    .      -i.i:     ■■■.:,:■■    '   ;■ 


1)    j  xi=3:+^i',  2/i=^2f¥vi'; 


offenbar  in  vSlliger  Allgemeinheit: 

2)    l  li'=ei':osC<)>+«),  Vi'=VtB'm(ip+a); 
(  ^/=3p,cos(9+j3),  7,,'=(.,8in(9.+^; 


.  V 


2«0 

OinWk   1)  ■.  ■  ■..■•>;■:.;. 

1  folglich  dnich  ETimiDatioD  von  p,  Pt>  9fl;      ■■-■.   ,. 

IiiwiiiflS-TjWOflqo  =ysm^5— j'cosflj,;    '        ' '  '' 


wir 

[ein 
als 

laoz 

aas.  denen  «ich  ferner  dnn^  IHuninatinn  ron  «',  ^',^'  die  4ilel 
ohnogwt.  .  ..,•  1; 

iCisin(Ti+A)— 3r,cc(s(5Pi+A)=jr,8lo{5Pi+A)-y,'c(»s(,i+ft) 
«geben. 

Bezeichnet  man  nnn  di«  Seiten  M'Mi',  M'JW,  des  Dreiecks 
M'Mi'JHJ  respectiye  durch  r,  r,  uad  die  von  diesen  beidcD  Sei- 
ten mit  dert  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  den 
Pnnfet  M'  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  paralleleii  Systems 
eiagescMoasenen ,  gan»  wie  vorher  dieWinfeel  y,  y  +  o,  ^-f-äund 
9i,  fw+Oi,  ?i  +  ft  genommenen  Winkel  dnrcb -y,  v  +  y,'woy 
offenbar  immer  aus  dem  gemessenen,  180«^  nicht  dbersteigehden 
Wokd  M^'SFM;  des  Dreiecks  MMi'M'  teicbt, gefunden  werden 
kann ;  so'  bat  man  snf  gane  Shnlicbe  Weise  wie  vorher  die  Glei- 
<Aang«i: 

i  a;i'=a:'+rco8^, 
ffi'=y'+*"slnt 
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Weil  aber 

1- :  ri = slB  Ä' jir,'J!f/ :  sin  üf  ilfi'JJf,' 

« 

Ißt,  und  die  Winkel  des  Dtelecks  WM^M^  gemesgen  worden  sind, 
so  ist  das  Verhältniss 

r-sinÄ'ilf.'ilf/ 

bekannt,  und  w  k5nneD  folglich    . 

9)    T^—yLT, 

wo  fi  eine  bekannte  Grösse  bezeichnet,  setzen,  wodurch  die  Glei- 
chungen (8)  in  die  folgenden  iibergeben: 


10)  j^{- 


x^r=.  x' + fir  cos  (^^ + y) , 


Nach  4),  6),  7),  10)  haben  wir  also  die  zehn  folgenden  Glei- 
chungen : 


_f  _• 


orsin^— ^cos^  =a;siD9> — ^coS9, 

a;sln(y+«)— ycos(9)+«)         =  x^  sin  (9+0)  -yi'cosC^+a) , 
a»in(9+/J)-^cos(9+/5)  =  ar/  sin  (9+/»)— y,'cos(9+i3) ; 

ar^  sin  9^  — yi  cos  9i  =  ar'sin  9^  — y'cos  91 , 

arisin(9i+ai)— ^icos(9i+ofi)  =  a:/  sin  (91+aii)  — yi'cos(9i+ori) , 
a:isin(9i+ft)— yiC0s(9i+ft)  =a:a'sin(9)i+ft)  — -y/  cosCy^+ft) ; 

a:i'==a:'+rcos'^, 

y/=:y'+rsin^; 

ar/=ar'+j»rcos(t(;+y), 

y»'  =  y + f*»"  «»n  ('»f'+  y) 

zwischen  den  zehn  unbekannten  Grossen  af,  y'\  Xi\  y^;  ar,',  y,'; 
^9  9»  9>i9  '^9  AUS  denen  diese  zehn  unbekannten  GrOssen  bestimmt 
werden  müssen. 

Eliminirt  man  aus  diesen  zehn  Gleichungen  die  vier  unbekann- 
ten Grössen  a?i',  ^' ;    a?j|'^  y,' ;  so  erhalt  man : 

(ar— ar')sin9=(^— jf'')cos9, 

(ar— a:>in(9+a)=(5r— y')cos(9+a)-|-rsin(9— yrfa) , 

^    ^  (a?i— a?')sin9i=(yi— y>0S9i, 

(ari— ar0^n(9i+cfi)=Cyi— y')cos(9i+«,)+rsin(9i— v4-«i), 

(a;i— a:>in(9i+/Ji)==^i--^cos(9i+Ä)+f*rsin(9i— V'+A— r)i 
Theil  Vn.  16 
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■ 

welche  seehs  Gleichnqgeo  Uoss^nech  die,  sechs  luibekaoDten  GrOs- 
sen  :k' ,  jf',  r,  q)9  q>i9  ^  enthalten« 

Aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  des  ersten  der  beiden 
Systeme  9  aus  denen  die  Gleichungen  11)  bestehen «  Mgjt 


'^\t. 


(a^— ;»*)  sin  a = r  cos  9  sin  (y— ^a) , 
•]/)  sin  a  =5  i*sitt  y  sin  (9t— ^+ir)  ; 


">\tz 


und  eben  so  folgt  aus  der  ersten  und  dritten  Gleichung  desselben 
»Systems: 

(a:— a:')8ini?=f*rcos9srii(9 — V^+ß — y), 
■^  sin  /S  =  ftr  $in  9  sin  (y — V  +./J  -^y)« 

Auf  ähnliche  Art   ergiebt  sich   aus  dem  zweiten  der  beidenr 
Systeme»  aus  denen  die  Gleichungen  11)  bestehen': 

*         •  ■    ♦  1 

14)    I  (^1— ^')sJn«i=rcos9)iSin(fi— y'+«j^)y 
^  (yi  — y )  sin  cci  =  r sin  y^  sin  (91  —  V + «1) ; 

■     »  » 

und 

(jri— a:')  sin  ft  =  ftr  cos  91  sin  (yj  — ^  +  ftL— y), 
y)  sin  ft  =  fir  sin  ^i  sin  (^  —  V^+  ßi  —  y)- 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber: 

sin  üf  sin  (9 — v4"«) 


15)    j  ^'^'i'"- 


16) 


oder 


17) 


siojS  ftsin(9 — V+j^-^y)*  . 
sino^_  sin(yi — Uf-\^€it)  ^ 
«nft  ""  f*  sin  (91-y+A-y) ' 

sin(y — ^-\-cc)    sine 

sin(9— v'+i^ — y)      '^sin/3*' 

sin(yi— ^y-f-ttt).    sincfi 

sin(9>i-rV'+A— y)~'*sinft' 


und  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  ferner: 

^  sfn  g  sin  j? — fi  sin  «  sin  (ß-r^ 

sV9'"nf'/     "^cosasin/5 — ftsinacos(^^^' 

taner    _  .)—  _  ^'°  «i  sin  fe — fi  sin  «^  sin  (ft ~y) 
g  v9i     W)         gQg  jjp^  siu  jSjL  — ji  sin  a^  cos  (ßi'-^Y 

Berechnen  wir  die  Hülfswlnkel  m,  na^  und  (0|,  c»|^' mittelst  der 
Formeln: 

J-^  jitßin(jS— y)    ^         ,  tfcos(/?— y) 

tang(o=       .    '^.   i",  tangc}=— ^      ,  \o  ^  ; 
°  cotasin/S  *       o  «In/J.  -/ 

tangcgisx*"  .»     .   /^,  tanga>/=:n"        -  a      ; 
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SD  Ist 

B  v*ri     Y/  ^Qg  ^^^ — «)i  )  cos  eoi 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

21)    g?  — *=e,  9>i— ^=©i; 


also 


/ 


22) 


oder 


^  sincrsin^— ^usinasinO? — y) 

^  cosasinpi— fisinacos(p — y* 

tan&e  ^  _  s'^P  <^i  sin  Pi  —  fi  sin  cfi  ain  (ft--y) 
^    *  cos  cfi  sin  ßi — fiain  «x  cos  (ßi — y) ' 

.        ^         sin  («— »)  CO» « 

tang  ö= 7 Tv , 

°  cos  C»^0 )  cos  »' 

23)  1  .  r  N  / 

'^  '  .        -.  sin  (ofi  —  cöi)  cos  Ol' 

tangO,=:- V^-. — *7v *-; 

®    *  cos(ori— Oj^coseox' 

so  erhalten  die  Gleichungen  11)  folgende  Form: 

(a>— a:')sin9 = (y — i/)cos9> » 

« 

(a: — a<)sin(y+a)  =  (y—^ö  ^^*  (9+«)  +**  sin  («+©) , 
«,^    I  (^— ^')sin(y+i5)  =  (y— y^cosCy+ft +  |*r sin  (/5—y+©); 

(:ri— a:')  sin  91  =  (yi-^O  cos  ^'i , 

(oTi— a:>in(yi+aj)  =  (^i— y')  cos(9>i+ax)+rsin(ai  +0^) , 

(ari— arO  Bin(n+ßi) = ^i--y')cos(9>i+ft)+^r  sin(ft — y+0i ). 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 


25) 


und 


26) 


_  (g;— 0?')  sin  (y+«)  —'  (y-*-yO  cos  (r  f«) 
**""  sin(a  +  0) 

(ari— j^QsinCyx+flfi)— (yi>-y0cos(yi-fcx) 
^^^  sin(ai+0i) 


(j?-ar^  sin  (y+P) — (y^-y)  cos  (y-f  jS) 
^—  |xsin(/5— y+0) 

^  (xi^x')  sin  (yi+Pi)— CVi— y")  cosfa  4-g^ ). 


ftsinö?!— y+0i). 


Setzt  man  sowohl  die  beiden  Werthe   von  r  in  25)»   als  auch 
die  beiden  Werthe  von  r  in  26)  einander  gleich  und  verbindet  mit 


16* 
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deD^  bieraiuB  sich  ergebenden  Gleichnngen  die  erste  nnd  vierte  der 
Gleichungen  24);  so  erhält  man  die  vier  folgenden^  die  unbekann- 
ten Grossen  x\  y',  ^,  q>i  enthaltenden  Gleichungen : 

(:r-* j/)  sin  9) = (^ — y )  cos  9) , 

(ari— a:')  sin  q>i  =  (3^— y')  cos^i , 

(a:--^  sin  («i+Öi)  sin  (tp+a)  —  (oti— a:')  sin  (a+©)  sin  (g>i+«i) 

— (y— yOsin  («i+Öi)  cos  (9+a)  — Oyi-yO  sin  (a+e)  cos  (9i+a,), 

(a:— a:')sln05i— y+Öi)sin(9+i5)-(jri-a:08iti03-y+e)sin(9i+ft) 

=  (y-y')8in(^i-y+ei)cos(9)+ft-(yi~y>in(i5-H-ö)cos(9)i+ft). 

Bestimmt  man  aus  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  x^  und 
y',  so  erhält  man,  weil  nach  21) 

2^    g>— 91  =  0  —  01 
ist: 

!_^__  (j?sin  y— y  cosy)  cosyi  —  (ar^  sin  yi  —yi  cosyi)  cos  y 
I  8in(ö-«.)  ' 

y  _  (:r sin  yy cos  y)  sin  y|  --(0^1  sin  y^  —  yi  cos  y^)  sin  y 
2^-  sin(e-eA)  .      V 

Bekanntlich  ist  aber 

2  sin  y  cos  yi  =     sin  (y  — 9i)  +  sin  (9+yi) 

=:  sin(e-öi)+sin(y+yi), 
2cosy  sinyi  =— sin  (y— yi)  +sin  (y+yi) 

= — sin  (Q—Sj)  +sin(y+yi), 
2  sin  y  sin  y^  =    cos  (y — yj) — cos  (y+^i) 

=  cos(ö— 61 )  —cos  (y-hPi), 
2  cos  y  cos  ffi  =    cos  (y — yi)  +  cos  (y +yi) 

=    cos(ö— Oi)+cos(A+yi); 

folglich  nach  29): 
'_,_  (ar+a:i)8in(e->ei)— (y-yi)co8(e~^i)-f-(ar-ari)sin(y-t-yi)Hy-^i)cos(y+y,) 

r  —     ■  2siü(0-^i)  -~  ' 

I  y     (a?— ari)cos(g-0i)+(y+yi)sin(<9~0i)— (jr-<rt)cos(y-|ryi)— (y— yi)sin(y+yi)  ^ 
^y—  2sin(6>— ©i)  ^ 

Aus  der  ersten,  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen-  27)  er- 
hält man,  wenn  man  zuerst  3(— y'  und  ^i^-y'*  dann  x — x'  und 
Xi — x'  eliminirt>  ohne  Schwierigkeit  die  beiden  Gleichungen: 
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(^— jp')  sin  a  sin  («i+ öj)  coa  fi 
=  (oTi— ar')  sin  €Ci  sin  (a+Ö)  cos  9 ,  ^ 

(y— y^)  sin  asin  («i+öi)  sin  ^x 
=?=(yi"^)  sin  «i  sin  (a-f  9)  sip  9 ; 

und  eben  so  leicht  erhält  mati  aus  der  ersten ,    zweiten  und  vier- 
ten der  Gleichungen  27)  die  beiden  Gleichungen: 

(A'^jf)  Kln  /Ssiu  0?!— y+Öi)  cos  9% 

(»— 3^)  sin  /5sin  O^i— y+Öi)  sin  fi 
=  (yi— y')  sin  ft  sin  (/J-*t+©)  rfny. 

Aus  31)  folgt. 

,     ar sin  «sin  (ai+Qi)cosyi  — ari  sin  ai  sin  (o^f  6)  cosy 
J^  "*      sin  Äsin  (a^+Öi)  cos q>i'^ii^(Hi  8in(a+8)  C0S9      * 
T   f  _y  sin  «sin  («1+61)  sin  y^ — yisin  Oi  sin  (g-f  6)Tain  y 
^  sinci;sin(ai-f^)sinyi — sin<i^sin(a+Ä)wny    ' 

« 

und  aus  32)  erhUt  man: 

> 

.  ^  _y sipPsip(j3t>*-*y4-Q|;cosyi-^jrx8in  ßi  Bin(ß'^+B)  cos y^ 
.  ^  ~  sin^sinOSi— y+0i)cosyi— sinftsinC/J— y+ö)cosy  * 

j     y  sig^sin  (fa:— y+<9i)  sin  yi — yi  sinft^  sinQ? — y-|-Q)sin  y 
2'^^    sin/isin(ft--7+ei)sinyi--sinftsiaO?— H-0)siny 

Se^zt  man  die  beiden  Ausdrucke  von  or'  aus  30)  und  33)  ein- 
ander gleich^    so   erhält  man  nach  einigen   leichten  Reductionen, 

wenn  der  Kürze  wegen 

■ « . 

ii  ==  sin  er  sin  («i+^i)  {(ar— ^1)  shi  (Ö^^i)+(y  — yi)cos(d— di) ) , 
.     lÄÄ^ittflfi  8in(H-©){(a:— ÄTi)  siii  (•— ^i)-(y-yi)cos(e-öi)}, 

'C=sin«sin(a2 +^i)j  :. , 

D:=sin  ofi  sin  (a  +  0) 

gesetzt  wird^  die  Gleichung: 

-_  ^cosyi +JBcosy      .  x./.xr  \/i\ 

Well  aber 

und  folglich  offenbar 

9=  4(9'+9'l)-H(ö— ©1) . 


37)  I  *^'^^ 
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iat,  so  ist  nach  36) 


38)  («— a;i)sin(9+^pi)— (y— »i)«<w(»+#i) 
'(C-/>)co«K»-»i)coaK9+n)-KCfI>)«inK»-«i)««nKHlPi) 


oder 


30)  (d;-^)sin(9>-ff>i)-.<iy— j^)*o^9-HPi) 

(■^+g)cogU»-^)4<^— g)*iBKg-«i)tal>gKyf<^) 
— (C-/))co«i(»-«i)-KC'+Z))  mdKö— ei)tang4(9.-tt>,)' 

WeO  nnn  aber  bdEanntUch 


+teng4(»+9i)' 
ist,  80  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

^    2  (a?— JTi)  tang  i(y+9>i)  ~  (y-yi)  { 1 — tang  tfa+yi)^      » 
^"^  l+tangi(9+9i)» 

(^+JB)  cos  K^— ^i)  +  (^— ^)  8«  t^— ^)  tang  K9-H1) 
-(G-Z>)cosi(ö-ei)+(C+Z>)sin4(©-öi)tang4(9+9iy   , r 

und  enthält  unter  dieser  Form   bloss  noch  die  eine  unbekannte 
Grosse  tang 4(9  ^-^i)* 

Ordnet  man  diese  Gleichung  gehörig,   so  erhält  sie  folgende 
Gestalt:       : 

41)  0={A+B+(C-'D)(3-yi)]coBi(9~-ei) 

-H(^+Ä)cosi(»-ö,)— 2(C+D)(ar-a;i)siDi(«-Tei) 

+{A-B-(C+D)(y-yi)]8\ni(e~^i)tang\(9+n)K     , 
Es  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

^  +  .ß+(C^Z>)(y--yi)-    ' 
= sin  «  sin  («i+0i)  {(o?— 0:1)  sin  (0— ©i)  +  (y-yi)  (1 + cos  (Ör-^i)) ) 

+ sin  «1  sin  (a+Ö)  {(ar-oTi)  sin  (0— ©i)  —  (y— yi)  (1  +  cos  (©— ©1)) } 
= 2sinasin(ai+©i){(a:— ari)sin  J(ö--©i)+(y— yi)cos  J(ö--0i)lcos  J(e7:0i) 
+2sin«isin(a-|-ö)  {(ar-a:i)sin  J(©-Öi)— (y-yi)co'si(Ö-©i)}  cos4(0--^i)t 

und  auf  ähnliche  Weise: 
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=sinasin  (flfi-|^){(a:— ari)  810(0— 0i)—(y—yi)(t— cos  (ö—©i))J 

—  sio  «i  sin  (a+0)  {(^— äTi)  sin  (^--01),+  (jT-^i)  (l^*-tios(0— ©i)) } 
=±2«in(«in(«i+0i)i(:^--^)cori|(0-0i)-^(y-^3ri)sinKö— 0i)}8inJ(0-^^ 

--2sinaisin(a4^)i(a?K->'i)coflK0--^H(y-^ft)«nUö--0i))s>n2^ 
Ferner  bt,  vrt«  niata  leidit  findet; 

(^— B)sini(Ö— öl)— 2(C^/>)(a:-ari)co8i(«--Öi)+(C+^)(y-y».)*'"4(*~^> 
.       .  /    ^  J(«-a?i)(8in(©-e,)ÄnJ(9-ei7-2cöd^Ö-9i))) 
=8in  «^^pf «^^^.  1^  ^__^j  ^j  ^  jj^g  (®-©i))  sin  Kfe-0,)  ) 

"!^^ T;^  ■^^.|-,(y-r:»i)(l+cos(0-0,))8inl(0-%)    .; 

=— 2sln«sin(«i+0i)  {(a>- jri)cos  J(0— ©i)— (y— yi)sini(0— ©i)jcosi(9— ©i)« 
+2sin«isin(«+0)  { (x—Xi)  cos  J(0— 0i)-Ktf— ^)sin  i(0— ©i))  co8i(0-€^)*, 

und  auf  Shnlich^  Art 

(-4+Ä)co8U0-0i)-2(<^i?X^-a^itti{0-r0i)-:^-/))(y-jfi)cosK0-0i 

K  x— JCiK8in(0-0i)  cos  J(0— ©i)— 2sin  i(0— ©i)) 
+sin  «i  sln(«+©)  I  [^.(jfZy^)  (i_cos(©— ©j))  cos"^  (©-©i) 


>% 


(    l\y^>      . 


=— 2sinasin(ai+0i)  { (ar— ari)sin  1(0— €|i)+(yr-yi^  cosi(0-.0i))sinj(0-0|)« 
— 2sinaisin(a4^){(^— ari)sinU0-^i)— (y--yi)cosi(0--0i)}sini(0— ©i)^^ 

setzen  wirdet  Kurze  wegen 

42)  K=  sin  «sin  (ttxT®i)  {(^-^i)sin4(ö-®i)+(2r-yi)cosi(e-ei)} 
+sintfisin<a+e)  {(:r— 4)«p^«--öi)T-(yr^i)^^^ 

und 

4ap|  i?;=sin«8in (a,+ei) K:r-^i) cos J(»-©j)- 


•    . « 

f     -.1 


ääifat 


,'V';»' .'/l      ,    ;••:,  '!■ 


•  '.;  •'■':•;    j  •.   ;  'ui   v 


i*+B+(0-Z>)^— :^)='2Xtosi(8';*^ij '  " 

(^-fi)8in4(d-öi)-2(C-/))(a;-a;i)co8i(e-©i)-KCfD)(yr^i)sinKe-«,) 

=— 2LC08HÖ— »i)', 
(^+fi)cosK»-Öi)-2(Cf/>)(«-ari>mf(Ö^©i)^(C-Z>)(^-3(,)cosi(Ö-ei) 


.*  (  ••/•.>! 


■'m 
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Ffibrt  man  diefc  Anadrfidc«  in  Ae  d^hang  41)  tin,  m  wird 
die«ell>e: 

44)0=   KeoBl(9—9i)* 

-reo«  K«— «,)«tang  l(»+ffi) 

-iTrin  l(e-«i)«tangKrN»)* 
+Lsln4(«-ei)»ti«ig4(»+»,)», 

oder 

4S)0=K-Ltang\(q>+iPi) 

od«r 

*  *  * 

46)  0=a-tangJ(»-Öi)*taDgi(9+9'i)1(Ä-Iitangl(gH^)}, 
oder 

47)  0={l-taDgi(«-©i)tangK9»+9>i)) 
Xll+tangi(«-»i)tangK9+<(.,)J 

-    •  X{Ä^-£tangi(^»+9>i)}. 

~  Die«e  Gleicfauiig  des  dritten  Grades  zerfSIK  «Lmi  in  -  dl*  dr«i 
folgendeii  Grlmcbangen  des  ersten  Grades;      ' 

]  1— tangi(e-0i)tang4((p+9>i)=O, 

1 + tang  i(d-«i)  tang  i  (9>+9i) = Ö, 

ans  denen  sich  die  drei  folgenden  Werthe  von  tangK^i-f^)  ergeben: 

-coti(e-e,) 
X 

Wir  Wolfen  nun  die,  absolut  genommen,  kleinsten  Werthe, 
welche  0  und  6^  in  Folee  der'  Gleichungen  22)  oder  23)  haben 
können,  respective  durch  d  und  ^x  bezeichnen.  Dann  ist,  wenn 
n  und  ni  zwei  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, nach  den  genannten  Gleicbuogeii  allg^nein 

49)  d=d+n«,  0/^*1 +ni» 

und  folglich 

50)  ö^eiÄ4_ii+(n— iii)jp- 

Also  ist  nach  36),  wie  mm  leicht  findet,  wenn  der  Kürze  wegen 


2^ 

lA'=^Binasin((ti-\4i)  t(a7-*ari)siD(9'-d|H<jH3fi)<^o^('-^))  * 
jC'=8ioa8in(ai-|-d|) , 

gesetzt  wild: 

52)  ii=il'(-l)-,  il=Ä'(^l)-*,  C=e(-l)»s  1>=1>'(-1)-. 

»        •    •  • 
Setzen  wir  oiin  zuerst 

tong  4(9^^g>l) = cot  l(»— ^i) 
oder 

so  ist«    wenn  A  eine  beliebige  positive  oder   negative  ganze  Zahl 
bezeichnet: 

l(9'+*i)=(*+i)»- i(»-»i) ; 

und  weil  ood  nach  2S) 

l(9-ft)=^i(»-»i) 
ist,  so  lat  '  . 

alao  nach  5Q) 

54)  tp=it\-\)n,  g>i=(Ä-irHii+l)»-(«-«i), 
und  folglich 


.  *  * 


rinij=Hl)*,  co89=0j 

I 

Zur  Bestimmvnff  von  afmad  '^  hat  man  non  nach  31)  und  35) 
die  folgenden  Gleichungen: 

C(3>-^x')  cos  q>i  =  D(a?|— a:')  cos  9 , 

also  nach  52) 

55%  I  C'(a:— 0?') cos g>|==(— !)■-"*.  Z)'(irj—a/) cos 9, 
I  C'(y-y)sin9i  =  (-l)«-»i.Zy(yi-y)sin9. 


Ffihrt  man  aber  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  von  sin  9, 
coe9«  sinqi»!,  cos^i  aus  55)  ein;  so  erhält  man: 


j     •  .... 

C(ar-j/)  «in  («— «i)=i). 


*^   '  e(y-y)co8(«-^)=Z>'(^,-y'); 


•j. ..  '  » 


aus  welcben  uleicliiiiigea  üc^  und  y*  bestimmt  werden  nrüssetr,  was 
keine  Schwierigkeit  hat. 

Zur  Bestimmung  von  r  würden  sich  ans  dem  Obigen  verschie- 
dene Ansdrficke  ableiten  lasf^en*.  Plach  der  sswetten  der  Gleichun- 
gen 12)  ist  aber  z.  B.  • 

(y—yO  sin  ff = r  sin  tp  sin  (9>— ^-fa) ; 

•  ;  .  '  • 

4 

jEUid  weil  nun  nach  21),  49)  und  54) 

68)  ^=(A— n+l)»-d, 
also  I  . 

ist«  sa  ist«  wie  man  le}dit  findet: 

59)  (y-yOsina=(— l)H*.rsin(afd), 

^mittelst  welohei^  Ctteichung  fr  bestimmt  wcirden  iiiuss«  Da  r  stets 
^eine  positive  Grosse  ist«  so  lässt  sich  mittelst  dieser  Gleichung 

auch  oeurtheilen«  ob  k-^  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  idt* 
Hat  map  r«   so  ergiebt.sich  r«  mittelst. der  aus  9)  bekannten 

Formel:      •'^: '~"'~  ■--'    »  i\       "^-     iv  .  .     r- 

60)  Tx^iiT\  .{.;i;  .;  j  '.  ,„ 

und  zur  Bestimmung  von  a^',   jJt'iQnd  ^«S vy^Lbat^ap  .endlich 
nach. 7)«  8),  58)  die  folgenden  GnleichuDgen:  rs, 


61)    ,  ^'=^  +  ("l)*^-''«»** 

•■'.  '»'iir  'Jii  jl-i  .r.  fiih/  :rl  '3fi*cdy\*J-'(tr,l)*-»wircosd; 


.'■"•<  • 


•  *  ■  »  . 


« .    » .      ^ 


und 


62) 
Weil  aber 


ya'  =y  T  (—  !)*"■•  n  cos  (*— y). 


(-l)*Hi 


( 


=f(-l)-a"s=l  -     t 


Ut,  80  tot 


(--J)t— =(-l)t+«; 


.  : '  I 


« 


m. 


und  folglich 


{i 


Iyx'=y' +(-!)*♦*•  »-cos«; 

und 

,    (  W=/4-(— l)H-.riCos(*-r)');  .        ,. 

* 

welche  Forinflp  keipe  Zweideatigkeit  sEalasse^/^eillBiannacbdcfni 
Obigen  Wcilsit/ ob  ^4^^  gerade -oder  ODgetade  M<' ' 
Setzen  wir  femer 


» 


oder 

tang  a(g)+9i) = tang  \  \  (©^61)  -  « } , 


>A 


SO  ist,  wenn  wieder  kj^v^ei I^eliebigq  pjositive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet: 

und  weil  npn  nach  28)  .,     , 


»  •  <    ■  ■.>.•.* 


ist,  SO  ist  ,,  .„'.\ 

65)  y  =  (Ä-i)«+(eT-©i),  yi  =  (A— i)«; 

66)  9'=(Ä4«-»ii~l)«+(3— ^),  9»i  =  (A-l)«; 
und  folglich  /     .       ^ 

*  *    •  ■ 

(  sin9)=— (— l)*+»-^»i.cos(*-^),  cos9=(— l)H^HHi».sin(*HHf).; 
(  sin9i=rr;-(-;..l)*>  C0S^^i::;=P.  ,      . 

Zur  Bestittitnutig  Toa  ^  und^  y  hatxTnaii  pun  nach  31)  und  36) 
die. Gleichungen  .     .  

C(Ä>i-ar')eos^3=l])(aPi'^-a/)cos9V  '  '    -       '   "i»* 
C^(^-yO  sin  9i  =  Diyx'—y')  sin  9 ; 
also  nach  52) 

ogx    (  C'(:tS-ÄjOico89]i==(^l)»*-»i.l>'(j?i-na/)co«>^^ 
(  C'(f-y')ßin^=(-l)"^^-^'(yi-»0sin9. 

Fährt  man  aber  in  diese  Gleichungen  dle'Wertho  von  sin  97, 
cos  9,  sin^i,  cos9>i  aus  67)  ein,  so  erhält  man 


252  ~ 

0=(— 1)* .  D'(a?i-a!')  «io  («-^) , 
-(-l)»-  C(»-y)=-(~l)».Z)'(yi-y')908(«-Jj)-; 

d.  I. 

09)    (  />'(ari-^8in(»— «i)=0, 

(  ^(yi-:30  cos  (*-li)  =  CCy-y)  j 

aus  welchen  GleichuDgen  V  und  y  bestimmf  werden  müsseD,  was 
keiie  Schwierigkeit  hat.  ; 

Zur  BestimmuDig  von  r  kann  mau  wieder  d^e  Gleichung 

(^^— y)  sin  a=:  r  sin  g)  sin  (9— '^a) 

benutzen.    Weil  aber  nach  21),  49)  und  66) 

70)  ♦=(Ä-ni-i)»-.«i, 
also 

ist,  so  ist 

71)  (^u-y)  slfa  Ä =  —  (-  l)*^i .  r  cos  (a-^i)  sin  (««+«) , 

mittelst  welcher  Gleichung  r  bestimmt  werden  muss.    Weil  r  stets 
positiv  ist,  so  weiss  man  andi,:  ob  A^^rni  gerade  oder  uneerade  ist. 
Hat  man  r,   so  ergiebt  sich  r^  mittelst  der  aus  9)  Dekannten 
Formel : 

1     .  7504?!  5=^;      «. 

und  zur  Bestimmung  von  x{y  y^  und  x^y  yi  hat  man  endlidi  nach 
7),  8),  70)  die  Gleichungen: 


'     _ 


^j.    ^  ii'=ar'+(— l)*-«i.rsindi. 


V\  =y — (- 1)*-"' .  r  cos*i ; 

und     /'f'    »  * '  •  •  i         \  •  '  '  ^^ '-  • '  *  )  -    -•  i 

74)   Ut=^'  +  (--i)*^»-risin(*i^--       ) 

■      :(»i'==y-(--:l)*^^^rlCos(4^)J 

wo  keine  Zweideutigkeit  bleibt,  da  man   nach  dem  Vorhergehen- 
den weiss,  ob  kr^n^  gera4e  oder  ungerade  ist« 
Setzen  wir  endlich  * 

jf 

tangi(9+9Ji)=-g^, 

^{^  ist  nach  35),  43),  43),' wie  man  leicht  findet: 

.  _w   .  „  .     (C|-l>)(^~a:,)sini(e--e,)+(C^Z^(v-yi) cosK^-^i) 

tang,(9i-9i;-j^=::j5(S^:S0^^ 

und  nach  50)  ist 


253 

Ist  nan  n—tii  «ine  gerade  Zahl,  so  tM 

(C4-Z))(a!^-a^)sini(ö— »i)+(C-'D)(y-»i)  cos  i(*-^ 

r4C(-l)"'  +D'(— 1)"  1  (a?-ari)  8lni(*-Ä,) .  (-1)«»-*.) 
+ 1  C(-l)-— D'(- 1)» )  (y-«i)  CO»  i(«— «i) .  (-1)«—.) 

nnd 

(C-  /))  (ar— a^i)  cos  i(ö— ©i) — (C+D)  (y-y,)  sin  K»-«») 

= { C(_l)«.  _  /)'(— 1)" )  {x-xi)  cosi(«-A)  •  (-  1)K— "■' 
—  I  C(-l)»'  +  lyi—  1)» )  ^-»i)  sini(«-^)  •  (—  l)«*-"'). 

Weil  aber  in  diesem  Falle 

also 

(-!)-=(— I)». 

ist,  so  ist 

(C+D)  (x-xi)  sin  i(ö-ei)+(C-D)  (y-yi)  cos  l(ö-öi) 

=  (C+i>')  (a>-<ri)  sin  i(*— ^)  •  (— 1)«-+"'> 
+(C-Z)')(y-^i)cosi(5-«,).(-l)«"+»') 

und 

( C^D)  (a>-;B,)  cos  i(«— ©i)  —  (C+D)  (y.-yi)  sin  i(ö— ©j) 

= (C'—D')  (J>-^)  cos  4(*-^) .(- 1  )*(•+«  J 

-  (C+  Zy)  (y-yi)  sin  U«-*i)  •  (- 1)«»*".) ; 

also 

75)  tang,(9+9i)=  (C'-/)')(a;-;ri)  co8i(^-*i)-  (^'+^)(3^--yi)siDi{Ä-«i)- 
Wenn  n — n^  eine  ungerade  Zahl  ist«  so  kann  man 

setzen,  und  es  ist  dann 

(C+/>)(ar— a?i)sinj(0— 6>i)+(C-2>)Cy-yi)cosKö-©i) 

=— {C'(-l)«i  +Z>'(-1)«)  (a:— ari)cosi(d*-«i) .  (-l)iC«-«.+i) 
+ {C(-l)«i  -IXei)«}  (y-yi)  sin  4(Ä--*i) .  (-!)*(«-«.  +  D 

und 
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={C(— l)«.--D'(-l)-)(a>-;ri>aini(d-a»).(-t)l(— <^»+W 
+|C(- 1)«. + jyi—  1)-}  (y-yi)cosl(d-^) .  (—  l)K«-».+i) 

Weil  dier  in  diesem  Falle 
also 

•  •  -  ^ 

ist>  so  ist 

(C+J»)  (4?-a:i)  sin  4(0-0i)  +  (C^D)  (y-^0  cos  l(er-e{) 

=  -'(C-D')  (X—Xj)  cos  4(a-tfJ .  (-  l)i(n+n,+  1) 

+(C+Z>')Ör-yi)sin4(*-*i).  (-l)i(»+«*+i) 
und 

(C-  D)  (a^-a?i)  cos  i(0— 0i)  ^{C-{-D)  (tf-^i)  sin  i(0-0i) 

=  (C+IT)  (x-^xi)  sin  K*-*i)  •  (-  l)i<»+»i  + 1) 
+(C'- IX)  (y-^i)  cos  J(Ä-di).  (-l)i(»'+«i  + 1); 

also 

...  '  . 

Bezeichnet  man  den^  absolut  genommen  >  kleinsten  Werth 
welchen  die  Formel  75)  für  4(9+91)  liefert,  durch  tj  so  ist,  wenn 
X  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet; 

77)  ii9+9i)^i+X7c; 
und  weil  nun  bekanntlich 

K9'-9»i)=i(©-0i)=4(d-^)+i(«-Bi)» 
ist,  80  ist 

78)    i  9'=t+J(«-«i)+{l+i(n-«i))«, 
(  9'i=i-i(a-«i)+U-i(«-Mi))^ 

wobei  man  zn  iMacItfon  hat,  dass  in  diesem  Falle,  wo  n— n<  eine 
gerade  Zahl  ist,  i(n—ni)  eine  ganze  Zahl  ist. 
Also  ist 

sin  9) = (-  l)Hf  («-»i).  gjn  j,.^  t(5_^)  j  ^ 

^gy   ^  cos9=(-4)^+*("-"P.cos{»+;,(«-*,)l; 
sin  91  =  (-  l/-ä(«-"i),  sin  {,•_  j(^_5j) }, 

cos  91  =  (-  l)*-K''-»i).  cos  {»•  -  J(d-«i)  |. 
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,  I 


B^kamitiicfc  hat  man  «aber  aagli  dfm  Obige»  snr.  Bestinunang 
von  ai  uDd  y  die  Gleichangen: 

.    Cipc^x*)  cos  9^  r=  (—  l)»^f .  Di^-^aTi  cos  9 , 
oder,  weil  in  diesem  Falle: 

(-1)— .=1 

ist :         .    .  • 

Cr(a:— arj)^08^=/y(Äi— a?')  cos  y,  , 
^'(3^—^  sin  g>i  =  /^(yi— yO  sin  9. 

Fubren  wir  oun  in  diese  Oleichupeen  die  Werthe  von  fAi^kip, 
cosq>p^  BVfiq^j  cos^x  ^us  79)  ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

QQ.    |C(a:— aOcos{i— i(5~5i))=/y(ari— ar')cos{t  +  i(*-Äj)}y 

aus  denen  x'  und  y'  bestimmt  werden  müssen,  was  nicht  die  ge- 
ringste Schwierigkeit  hat. 

Zur  Bestimmung  von  r  benutzen  wir  wieder  die  Gleichung 

(y— y)  sin  cir= r  sin  q>  sin  (g^  —  1/; + «). 

Weil  aber  nach  21),  49)  und  78) 

81)  i/;=i~J(Mi)+U-i(«+»i)l«. 

also-  .  ..'»•. 

ist,  so  ist  .  • 

(y-.y')3in«=  (-l)^+iC"~">)+^rsin  (a+d)sin  {i+ |(«-*i)}. 
Es  ist  aber 

(_  1)HK«— »»1)+»  -.  (_  i)Hi{«-«i)^  /     i^n 
=  (—  |)Hi(«— «1)^  (_ l)"""r=V-.l)^~«("+"»), 

und  folglich 

82)  (y-y )  sin  «  =  (-.l)^-iC«+»i)^ ,.  gi^  (^  ^  jj  gi^  jj»:,.  1  (a-*i)). 

I 

Da  T  immer  positiv  ist ,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Gleichung, 
aus  welcher  r  bestimmt  werden  muss,  zugleich,  ob  >t— i(^~f^i) 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Wenn  man  r  hat,  so  findet  man  r^  mittelst  der  Formel 

83)  ri  =  ftr ;  •  1 
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und  flor  Beittimmwig  von  wx\  gi  wid  a^'»  ffg  eriSK  man  dia  fol- 
geodoD  GleichuDgen: 


84) 


und' 


86) 


^i'=:<^+(-l)*"-4("+«»>.rco8{<-i(«+«i)), 
y/=:y+(-l)^-i(«+«»>.r8inU-4(«-Hi)); 

a^'=a/+(-l)^-*<'*+«i).riC08lt+y-i(*f«i)|, 

y«  =y + (-l)*~*^''+"»^.i^8in  {i+y~l(«-Hi)}; 


ab8olute 

DUO 


wo  eine  Zweideutigkeit  nicht  vorhanden  i8t>  weil  man  nach  dem 
Vorhergehenden  weiss^  ob  l***i(9t-Hti)  gerade  oder  yngerade  i8t 

Bezeichnen  wir  den^  absolut  genommen,  kleinsten  Wertfa»  wel- 
chen die  Formel  76)  fär  i(qyt-g>i)  liefert,  durch  i|;  so  ist  nach  75) 
und  16) 

* 

cötii= — tangt. 

■  • 

Jenachdem  nun  i  positiv  oder  negativ  ist,   ist  der  ab 
Werth  von  i—^x  oder  i-f-i^  nicht  grosser  als  In;    und  weil 

cot(ii^4^)=— tang£ 

i8t,  so  ist  offenbar 

86)  ii=»+i»,      . 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,   jenachdem  i 
positiv  oder  negativ  ist. 

Ueberhaupt  ist  nun  wieder,  wenn  li  eine  beliebige  positive 
oder  .negative  ganze  Zahl  bezeichnet: 

87)  l((p+q>i)=h  +  h^p 
und  weil  bekanntlich 

oder 

ii^P—^i) = U^-  ^1+^) + 4(«— «1— 1)« 

> 

ist,  so  ist      ^ 

wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  in  diesem  Falle,  wo  n— 9i|  eine 
ungerade  Zahl  ist,  l(n—ni^i)  eine  ganze  Zahl  ist. 
Also  ist 


257 

siD  %  =  - (-  l/>-JC«-»l-»)  CO«  {/i-i(«-«i) ) , 

oder  nach  86) : 

stn  9i  =  T  (- 1/*  ■"*^"'""*""^^  ein  {t-.i(«--«i) } , 
cos  9>i  =  T  (—  l/'  -iC"-»!-!).  ^^^  {£_!  (^_^j  I . 

VFO  die  obera  oder  anteni  Zeichen  za  Dehmen  siDd,  jenaehdem  i 
poeitiT  oder  negativ  int. 

Zur  Bestimmung  von  a:'  und  ^  haben   wir  bekanntlich  die 
Gleichungen : 

C(x — a:')  cos  gj^  =  (—  !)•-«» .  -©'(^ — äT)  cos  9 , 
C(y— yO  sin  9>i  =  (— 1)*""* .  i>'(yi-- y')  sin  9 ; 

oder,  weil  in  diesem  Falle 

ist>  die  Gleichungen: 

0^(0? — oT)  cos  9>i  = — />'(^i-"^' )  cos  9 , 
C'(y— y)  sin  9x  =  ^  ^(&i"-!f')  sin  9. 

Führen  wir  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  Ton  sin  9  9  cos  9; 
siir^i  5  cos  9]  aus  90)  ein ,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen : 

91)    (  C(x-x')  cos  {i-i(<y--tfi)j  =  Zy  (oTi-ar')  cos  {»+i(«-*i)}* 
(  C'(y-3f')  sin  {t -  U^-di)) = /y  (yi-yO  sin  1»'+  4(«-«i)} ; 

welche  von  den  Gleichungen  80)  nicht  verschieden  sind.  Die  Be- 
stimmung von  X  und  ^  mittelst  dieser  Gleichungen  unterliegt 
keiner  Schwierigkeit. 

Zur  Bestimmung  von  r  benutaen  wir  auch  jetzt  die  Gleichung 

(y  — ^  sin  «£=r  »in  9  sin  (9  —  ^  +  «). 
Weil  aber  nach  21),  49)  und  88) 

92)  *=h-i(H*i-»)+{*i-i(*+^+l))». 

aim  .  ' 

TheUVIL  17 
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ist  9  so  ist 
(y-yO  sin  «  =  ±  (- 1)^  i+K«-«i-0+«.  rsiii(«+5)sin{t^l(«-^i)}  > 

wo  das  obere  oder  uotere  Zeichen  za  .nehmen  ist,  jenachdem  i 
positiv  oder  negativ  ist.    Es  ist  aber 

und  folglich 

93)  (y-y>in c.=±(-l/^"*^"+"^+^^rsin(«+^sin{t+i(^--^i)|, 

immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

Mittelst  itm^T  Gl<»ichung.  ist  r  zu  beistimmeii,  und  oa  r  Immer 
positiv  ist,  so  ergiebt  sich  aus  derselben  zugleich»  ob  Ai— i(»+tii+l) 
gerade  oder  uä2;ef ade  .ist.  •         '  ;      i:,         i   ' 

Wenn  man>  hat,  so  6ndet  man  r^  mittelst  der  Formel 

94)  ri?=f»r; 
und  zur  Bestimmung  von  a\',  yi   und  j^.'j  y,'  ba*miwi  die  Formeln : 

und 

^;  =  a:'  -(-  l)*i--i("+"i+*>.  r  sin  t«i+/-4(«-lA))  »• 

j,;  =y  ^  ( _  i/i-i(«+» .+»).  r  cos  {4+y-i(«+«f)l;      . . 

oder  nach  96): 

tand..  .,     •  . 

■'■•    ■• 

'  ^'j  a;,'=«'±(-l)*'**^***'+*^rco8{.-+j^KH^)}» 

^^  {  y/=3^'±(-l/'~*^*^'''+'^.rsintt+f-i(Ä+«i)); 

•    .     <  ......       •♦«;;.• 

WO  die  obern  oder  untern  Zeichen   zu  nehmen  sind,  jenachdem  t 
positiv  oder  ne^altiv  Ist.      .  .  .  -  .( 

Eine  ZweiaeutigKeit  kann  nicht  Statt  finden,  weil  man  nach 
dem  Obigen  weiss,  ob  Ai«.— i(«+ni+l)   gerade  oder  ungerade < Ist. 


kt  •      I 


..    '     i     •  • 


2lf9 


Ans  den  Gleichungen  82)  und  93),  welche  fllr  r  offenbar  gansB 
denselben  Werth  liefern,  erhellet,  dass 

wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem  i 
positiv  oder  n^^tiv  Ist,  stets  gleiche  Vorzeichen  haben.    Und  da 


aus 


nun  auch  die  Gleichungen  83)  und  94)  f3r  r^  eanz  denselben  Werth 
liefern,    so  erhält  man  offenbar  auch  fOr  Xi,  y^ 
den  Gleichungen  84),  85)  und  95),  96)  sanz  diese 

Daher  fönren  überhaupt  -die  Formeln  75)  und  76)  ganz  zu  den- 


selben Werthen  von  x',  grfT^i  ^';   x^',  yj;  und  man  braucht 
also  in  allen  Fällen  bloss  die  erste  dieser  neiden  F 


Formeln  anzu- 
wenden! d.  b,  irfbsd  ^ 

♦on^v  ,  _x  _(C'+^(^~^i)«faK*-^i)+(<y-/y)(^yi)cosU»^) 
tang,C9-hPi)  ~<o^/r)(;r.  ^i)cos4(J-d,)^(C'+i!y)(y-yi)«ini(*-3r) 

oder,  wenn  der  absolute  Werth  von  i  nicht  grosser  als  In  ist,  bloss 

m  setzen. 

Diese  Gleichung  kann  man  auch  auf  die  Form 


98)  tangt=: 


bringen;  .  und  berechnet  man  nun  die  Hfllfswinkel  Sl  und  Sli  mitr 
telst  der  Formeln 

99)  tangßsrj^,  tangÄi=g±^tang !(«-«,); 

SO  erhält  man  nach  einem  bekannten  goniometrischen  Satze: 

100)  tangi=tang(Ä+Äi)- 

Mittelst  dieser  Formeln  kann  t  ohne  Schwierigkeit  gefunden 
werden.  Hat  man  aber  t,  so  werden  mittelst  der  aus  dem  Obigen 
bekannten  Fomieln  auch  die  gesuchten  Coordinalen  af,  vf ;  a^V  y^\ 
^%%  y%  leicht  gefunden,  was  nun  keiner  weiteren  Erläuterung 
beilarf. 


/^ 


1. 1. 


IT  ♦ 


2eo 


«  «'.:•/  -j 


.  i 


filchreljben  des,  Herrn  Professolr  filtiei- 

elieii  an  der  IBcole  mllltfiirje  Belf^que 

zu  Brüssel  aa  den  Her^usgreber. 


V    , 


-  Je  vietis  maintenaDt  compMter  ce'  qne  j^ai  d6}k'  eu  rboiiMStti: 
de  vöVLa  communiquer  sur  un  cas  paKticulier  de .  t'attractioD  des 
points  materiels  par  un  eentre  fixe,  ä  l'occasion  de  que.laues  jp9^ 
sages  de  Touvrage,  de  Mr.de  PoDtecoulant.'  La  disoussion 
rottlera  principalement  -sur  la  proposition  32.  Nr.  204.  page 
103.  T.  1.  de  la  mecanicnie  d'Ealer,  iotltiilee:  Mechanica  sive 
motus  scientia  analytice  exposita.  Petropoli.  1736; 
et  sartout  il  s'agira  de  redresser  quelques  inexactitüdes,  qui  se 
trouveiit  exprimees  aux  Nr.  269,  270,  271,  272,  273,  relatife  a  la 
prOposition  citee. 

Dans  ce  qui  suit  je  supposerai  le  texte  latin  de  Tauteur  devant 
les  yeux  des  lecteurs,  et  au  besoin  je  pourrais  le  transbrire .  et 
le  communiquer.  Mais  comme  cela  ne  nous  senible  pas  necessaire, 
je  me  bornerai  ä  traduire  l'^nonce  latin  du  probleme  qui  forme  le 
poiut  de  d^part  d'Euler,  et  de  Dotre  discHssioo: 

Soit  C  un  eentre  de  Forces  qui  attire  d*apres  "TA 

la  loi  d'une  pul^saoce  «quelconqu«  d^a  djsta.Q/-  ,\i\ 

ces;    si  un  corps,  d'abord  au  reposen  un  point  T^ 

^,  vient  ä^tre  atlir^  par  ce  point  C  9i|  demande  -j-p 

quelle  sera  sa_vitesse  en  un  point  qnelconque  1 

de  Fespace  ^^C?  '  -L^^ 

Pour  nous  conformer  le  plus  que  possible  aux  notk?-  j 

tions  m^mes  du  texte,  supposbns  le  mobile  d^^a  anfiv^  de  Lq 

A  en  P  et  faisons:  APzzzx,  AC^=za,  CP=ff,   partant  1 

L'energie  attractive  sera  cens^e  en  raison  de  la  n'^"^  paissanee 
des  distances,  et  Ton  designera  par  f  la  distance  ä  laquelle  le 
Corps  tendrait  vers  le  eentre  C  4ivec  une  force  ^gale  au  poids  p 
qu'il  aurait,  s'il  ätait  plac^  ala  surface  terrestre;  v  dänotera  la 
vitesse  du  mobile  en  P  entre  A  et  C,  et  u  sa  vitesse  variable^ 
quand  il  est  arriv^  en  Q ,  au  dessous  du  eentre  C,  si  toutefois  ce 
cas  est  possible«    On  aura  d'apres  ces  notations: 


^dfi^ifr     /^  '     Ott  .tJcfo^^tf  •  — ^.cljr  eiitte  J,(;; 


>i»    » 


X  desigDADt  dans  ces  deui  derntöres  ^uatioDS  Ja  distance  du 
mobile  ä  son  point  de  d^part,  c'est-ä-dire  la  iigne  AQ,  tandis  que 
dans  le  l»"  caa  x^^AP. 

Si  Ton  iot^gre  la  valeur  de  vdv  et  que  Tod  d^tennine  la  con- 
statite  d*apr^s  la  coodition  de  i?=0,  pour  ;r=0,  od  obtiendriä. 

■ 

«*2S2o. — ; — ■  ^ w;j OD  2». V     ■  iv     u2       '  »  . 

^      («  +  1)/"  "^         (»+1)'/* 

^quatlon«  qui  devieot  identiqne  au  r^sultat  dTuIer,  si  Von  convienf 
avec  lui  de  mesurer  la  vitesse  par  la  racine-quarräe  de  la  hauteiir 
düe',  '  oct  mA  reivient  k  prendre  pour  unit^  de  yUeseee  la  quantU^ 
2i/  ou  le  aouble  de  Tacc^l^ration  de  la  pesanteur  terrestre.  l^aU 
remarquoDS  en  passant  que  plus  tatd  dans  sa  m^eanique  des  corpd 
rigides  l'anteur.a  lenonci^  k  oette  maol^re  de  .mesurer  les  vitessea 
pour  ^tablir  des  Conventions  auiourd^tiui  plus  g^nörälement  adop- 
Mes  et  plus  commodes,  quoiquun  peirpfiis  loneues. 

£n  int^grant  la  valeur  de  udu  ötabiie  plus  haut,  od  a 

ie»:i=Const--%.    (w+1)/^  ^ 

^qitatioti  danis  labile  la  coifstante  äment^epar  riAl^atlM  "^^rime 
^idemment  la  vitesse  du  mobile,  partenu  au  cenfre  d^ttractiei» 
iQ^me^  Mals  c^tte  vitesse  doit  se  aMinte  aussi  de  la  valetir  de  Vy 
ek)  y  prenapt  y^O,  ce  qui.donnera  parconst^quent : 

.     .     «»+1— (af — o)"+i 
et  partant:    tt«=r2flr.- — ^qi^ys ■ 

«  .  .  .  ■  •  ■ 

Aiusi  la  pl«s  graiide  valeur  de  x^a  est  j;=:2a,  de  sorte.que  le 
mobile  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  altematif  de  ^  en  C  de 

C  en  B  pour  ÜS^=  CA ,  et  puls  de  £^  en  ^ ,  et  qu'il  a  des  vites<» 
ses  ^gales  de  part  et  d*autre  du  centre  d*attractioo  C;  c'est  ce 
que  ^montre  la  comparaison  des  valeurs  de  e ,  u,  Mais;  si  le  mo» 
bile>  ärtiv^  une  V^  tbisen  Cy  se  trouvalt  repovss^  de  C  en  Qi 
t'esi-ä-dire  si  la  force  centrip^te  conttnuait  a  a{|^r  sur  lur  dan«  le 
tn^me  sens,  les  accroissements  ^l^mentaires  üUj  dx  seraient  de 
kn^e  signe  au  dessous  de  C,  et  Ton  aurait  d^s  lors: 

"•=^' — (mW— 

Ainsi  la  vitesse  du  mobile  irait  .  oonstaittmeni   en  xroissant 
de  Cvers  Qj   depuis  sa  valeur  en  ^jusqu'ik.  VUifini;    et  un  tel 


3«2 


nombre  positif»  ob  aoca: 


Remar 
valear 


■    ^  iura:— -oj* 

•  .V        •  . 

3uons  d'abord  qae  coDfonnömeot  anx  notations^  la phis  iaible 
le  0?  est  ici  x^^a:  or  en  ]irenant  xtzza,  il  taut  qu  od 
retronve  la  vitesse  qui  antme  le  mobile  en  C,  et  ^ui  'devreot  In- 
finie  dapr^s  1^  valeur  de  v,  stabile  pour  n^i  positif  oa  ni^gatif. 
Od  aara  dooe.i  oo^zroD-f-coDst.  et  cette  egalite  se  trevve  yraie  pour 
une  valear  fibie  quelconque  de  la  constante  qni  semble  ainsi  rester 
inconnue  et  ind^termuii^e,  Mais  si  Ton  considere  que  la  vraie  valetir 
de  la  Titesse  acqüise'eti  C  n'est  pas  seolemeot  i  ott  öo^  mais  bien 

j^^it.  .SI.  >j^i^u«*^  .^  ^','et  que  c'est  cette  valeur  totale  qu'ii  faot 

4g^er  A.ce.ai^e  ijLfyieiiti«^  pour  a:=ia,  od  obtieut  r^ellemebt,  ep 

nrii^^g^i^pW^  par  rapport  ä  Hnfini :  Const==^^2i/^. 

et  cette  valeur- doQue^  pour  »*:  ...... 

^qn^til^li,^  ^expEbiie  }e  v^ritabreimony.ein^nt,du.p{»iat  ji^at^pel  et 
aiuipp6ev-qu'il,y:^>  r^Uement  ud  mouvement  re^illgn^  alternäUf 
CQimae  pyfur  le.oas;  de  n-fl  po^itlf.  .Du  teste  Ja. necessit^  du  mou- 
vement alternatif  .^  con^oit  directemeot  et  Sans  aucuif  calcul,  ;soit 
que  TattractioD  se  fusse  d'apres  la  raisoD  directe  soit  qu'elle  ait 
heu  d'apres  la  raisoD  inVerse  d'une  certaine  puissance  de  l'eloie- 
nement;  en  effet  daps  le,!**  cas  le' mobile  se  precipite  sur  le 
centre  C  avec  upe  vitesse^  finie  de  C  vers  Q,  et  la  force  alors 
nulle  de  ce  point  C  ne  saurait  hii  enlever  cettct  yitesse  instantanö- 
ment.  Dans  le  second  ^as  le  mobile  se  precipite  ävec  une  vitesse 
iofinie,  et  la  force  du  ceotre  quoiquiDfioie  silors,  oe  saurait  d^ 
trulr^  c(»tte  vitesse  d«;  C  Pers  Q  d^veie  :mabi^re^>bru8qiMi  et  liistaii* 
länee  et  encdre  molns  sauräll-it'  la  »reproduire  en  sens  eoftüraim 
de;  C  vel's  A;^  cela  ci^t  :aussii  i^vid^ept  par  b  totr^e  ^oiitjuiiitl^,i.qtt*U 
•st  evideot  qu'ttiie  fofqf}.  finie  ne  aauri^it  impi^in}^'  infttapllüi^iieiit 
une  vittose  nnie  a  une'masse  finie.'  RemArqu^nis»  epG^^fOfOiicf.d^v^ 
fo  cas  qai  n<Mis  octeupo  Itfi.foimules  g^n^ale^  da=^v4t,fmn=EVWi^ 
etc.  n6  $otit  plus  appticables  au  pa^8ag0  du  m^Aiks  par  le  ceotre 
oi  pour  ses  positiovs  iofioiment  voisine«  en  deca  et  aiu  de  la  deoe 
point;  puisque  dans  cette  etendne  de  positions  la  force  infinimeot 
grande  de  C  imprime  et  enleve  ensuite  au  mobile  des  degres  de 
vitesse  finis  ä  cnaqüe  coup«*.  • 

L'bypothöse  sur  laquelle  nous   avous  bas^   Texistence  de  la 
vilesM'tf  eit  de  la  foniittte  uilbtt:;.v.  u'^st 'doncpai$'i«ieiä«  sv^ 
'&  la  mölndt^ 'dil&culi^    '  '    '.  i  '^      v  .'.     -^    » 


2«3 

11  nou«  reste  encore  k  examioef  ie  caa  spikial  oa  la  force  du 
oentre  est  simpleineDt  ep  raison  inverse  de  la  dlstance;  ce  qui 
donne  n-|-l=t).  Mais  ici  eacore  nous  Cerons  uDe  Operation  an^,- 
Idgüei  «eile  d^s  autrescas  d^ja  examln^i^,  c'ei^-i.<^mre  que  nouai 
de  devonspfts  nous  en  tenit  ^ux  ^(jpiätfoas  entre  qnantih^^  ^ies, 
obtei&ücls'dniitte  nkaDtöre  g^n^rale«  mais  quii  fant  rmnonter  äTiSqna- 
•  tioD  diffärentielle  m4me  ^ul  exprime  le  msiiyemetit  povr  n  instattt 
Or  on  obtient  ici  immödiatemeot: 


udu=-g.f.(J^', 


partant :  tc*s=  Const.  —  So . / .  log (0?^-^«)=  C^^^gfiof^ix--^. '  Seit 
«0  la  Titesse  a?ec  laqueile  le  mobile  quitte  le  cenm  O  poiir  de- 
scendre  de  C  vers  Q.  Oo  aara  donc: 

t.«o«:C-2^7.  log  («-«), 

pourvu  que  Ton  fasse  daus  cette  derniere  equatiou  x^=^a,  Mais 
OD  trouvera.  de  meme :  ...  t 


i<5=3^.Alog.(^), 


poühn  que  rou  fiisse  dfttis  ceile-ci  ^=0.     Eh  subsÜtuaDt  cette 
Vftlettf  ou  jdtttöt  cette  fonpe  de  u%  dans  Favtre,  on  a- 

29/.  log  (^)=— %/•.  log(a>-o) +doiwt. . 

^quation  qai  donn«:    ConsL::s2g.fAog.{ -). 

D'ailleuTs  la  distance  nulle  ou  infiniment  petite  a>— a  est  mesn- 
rA»  ide;  C  yers  Q, '  et  la  distance  nilUe  ou  infinimeDt  petite  y  est 
mctor^  de  C  vers  A  en  sens  oontraire.  Mais  comme  oe  sont 
deS'.quantit^.  abeoiües»  attendu  que  les  signee  (<+•-*-)  ont  i^t^pris 

d*abord  en  consideration^  le  rapport  f-— — ^)jsi  toutefois liest d^ter- 

ml«^,  sen  Becessairement  positif.  Je  dis  de  plus  qü'ii,  est  dgal  ä 
l'unit^.  En  effet  si  Tattraction  cessait  ä  une  distance  entre  A,  C, 
^•pszi,  pour  recommencer  quelques  instants  plus  tard  4prd6  que  le 
mobile  >  qui  alors  descendrait  evidemment  veüs  le  centre  eten  des- 
sous,  serait  k  une  distance  au  dessous  de  se  point  ^gale  k  S^=x — a> 

la  constante  de  ce  nouyeau  mouyenent.emtlt:  %/-Iog(~|-);    et 

comme  rlen  n'emp^che  de4)rendre  l'arbitraire  di=z3,  quelque  petite 
que  seit  cette -derniere  ^  on  aura  pour  le  cas  oü  Taetion  du  centre 
C  n'est  pas  suspendue,  Const«=:2^/'.loga;  de  U  on  conchit: 

tandisque  pour  le  mouvement  entre  A,  C  on'troure  ais^ment: 


264 


Qrqomme  icttte  valeur  de  u=0,  pour  ap^zia,  il  y  aura  encoce 

ici  iin  mojavemeot  oscillatoire  de  part  et  d'antre  du  centre  d'attracÜoiL 

,/.  $i|l^  inobiie>  paxvepu  en  C,  contiDne  a  4tre  pooss^  par  la  foroe 

du  centre.«  emvAnt  AC  prolong^  Ten  QB,  «n  anra: 

En  d^terminant  ia  constante  comme  pr^c^demment  od  trouve 
quelle. est  iDfime»  de  «orte  ouaa  dessous  du  centre  Ia  Titesse  se 
compoee  de  detix  parties»  dane  vite«se  infinie  et  d'une  yitesse 
finie  qai  augmente  de  plus  eu  plite^  maia.  doot  lee  aocnribBaemeDts 
voDt  sans  cesse  eu  diminuaDt.  Or  c'est  lä  ce  que  Tod  coD^oit  en- 
core  imm^diatemeDt  et  saas  faire  intervemr  le  calcul. 

Bfontucla  s'est  ^galemeot  tromp^  au  sujet  de  l'attraction  des 
points  mat^riels.  II  pr^tend  d'aprös  Newton  (histoire  des  matli« 
t.  II,.  p.  447.  et  448.)  aue  dans  le  cas  d'une  attraction  en  raison 
inverse  du  quarrt  de  la  distance  le  mobile  ne  descende  pas  au 
dessous  du  centre  ^  tandisque  pour  cehii  de  la  raison  inverse  simple 
il  Jui  attribue  un  mouvement  alternatif. 

Profitovi&Mde  ]a  pr^nte  occasion  pour  expUqueri  an  pr^endu 
paradoxe^  re^marqu^  pav  D'Älembert  et  qui  se  rapporte  eo  entier 
a  la  mati^re  pröc^dente.  Voici  en  resumä  ee  qu'expose  l'autenr  (opus- 
cules  math.  t.  4.  p.  62):  „nn  point  mat^riel  4  est  attir^  par  un 
centre  C  eu  raison '  invetise  du  quarrt  de  la  distance:  od  aura 
d'apr^s  Tauteur  et  dans  les  notations  admises : 


•i  I   •  • 


Or  fiä  on  Slippose  arec  lui  qn'au  dessous  de  ce  ceotre  laforce 
dentripöte  ne  cbaoge  pas  de  signe^  il  s'ensuit  que  cfomme  a?  est  alors 
plus  grand  que  a,  la  valeur  de  e  ou  «  devient  ima^inaire^  ce  qui 
est  ait-il  assez  paradoxe  ^  puisque  la  vitesse^  qui  est  infinie  au 
centre  5  doit  ensuite  augmenter  encore^  car  lorsque  le  mobile  a 
pass^  ce  pöint»  il  regoit  de  nouveau^  coups  daask  m4me  Mos 
qu'aupamvant«  ^' 

'  D'abord  nous  remarquerons  que  I'equatiOD   en  tdt  qui  a  -^tä 

^aiblie  ci-dessus  donne  en  gänäralf 

-■       .  .  ,  *    .  ■  •  • 

1 
:    i?*=2^/». -fCoDst.  .    - 

Si  Ton  veut  avoir  la  vitesse  t^y  entre  4,  C>  onpeutd^temineßla 
constante  par  la  condition  de  i'  =  09/ar=^0  1  ia  fois;  cequi.doiiDe 
en  effet  la  valeur  de  t?^  de  la  formule  {A\  Mais  si  Tonveutavoir 
la  vitesse  du  mobile  pour  une  position  Q  inf(§rieure  ä  C,    la  pr^- 

cMente  dätermination  de  la  constante  devient  vicieuse;    car  oans 

1 
r^quatioi)  .fe*?r  Coust,  —  2fl/*.- — -  il  D'ejst   plus  permis  4^  la 
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d^ftermioer'd'apr^s  la  cendition  de  tf=0  oa  9=:0  et  a;=0  h  la 
fois;  pui8i|ue  Dons  savons  quau  ceotre  C,  oü  a;=a,  cette  vitesse 
est  Infi  nie.  Nommant  doDc  Ui  cette  valeur  infinie  de  u,  od  doit 
aroir: 


,"^ 


Nonmiant  de  mtoe  r^  la  vitesse  acqnise  par  le  mobile  arrivö  de 
A  eo  C,  OD  anra  encore: 


ü'\ 


V=''^/"5i:^-2^/!i.  . 


•    M 


•    ■"  . 


»-  ,   ■    •«  ••       i» 


»■  b.  ii«  K 


AMfe'Mi  mn^tÜ^s  itt  *  ^^  «^^  Morff quemept  Im  :  ii^ques  (;'  <;j^  '^ui 
doDDera:  .... 

1 

On  Toit  doDC  par  Ik  qae  C  a  uoe  vaieur  iofioie  4j^/*.g,laqaelle 
est  äquivalente  a  2^1^.  8i  Ton  snbstitue  cette  valeur,  on  tronvera: 
t|S=2ri^ ^^.  Ainsi  au  deirsaiis  dtt'cevitre  la  yitesse  du  mobile 

ddjä  infinie  aagmeote  depins  enplas;  imai«  eilen' atteindrajamais 
la  limite  infinie  ViY2'  ^^  calcul  n'est  donc  pas  n^cessairement  en 
däfaut ,  comme  le  d^clare  D'Alembert,  et  au  contraire  il  donne  tout 
ce  (]uil  doit  donner;  dösque  Fon  n'admet  phts  gratuit^tneDt  que 
la  vitesse  du  mobile  puisse  ^tre  exprim^e  par  une  seule  et  m^me 
formule  avant  et  apr^s  le  centre  d'attractiony  et  que  la  constante  ar* 
bitnure  doj^ire.  avoir  mne  valeor  qui  .resulte  de  of=  0,  ,:c=:0  h  la fois. 


M 


•      /.. 


Ml 


'.• 


ILXWWM. 

i«wrw  m  Cdcb.  A.  «Spei  te 

AmeL  0r.  E.  G.  BjSitiMg, 


t.    C^  CSpcl  L 


(S)....l.(«+I)»-a.-.+3.(«-lX+«-(»-^.-etc(wqM«d-) 

*■» 

pnAMdM  ristit    Q«u  «t«n  cm  mmmhm  GpecUka  slnt  cwos, 
pi»r<»cto  aba  i«  iami  orit  WHTCfsü«  b«G  «dere  denonstiwidijni 

Thvorema.  **) 

Denatanliliaa  ^^«(=1),  f,,  f,,  «Ic.  nomeroa  W  ordi- 
ala  Itgarataa,  aaiapa 


llw  |M«lMaM  daMriptaa  nwt  at  Ca- 

>  AwvMua  «laiflicMna  aeqne  ac  gtaenli 


dMKMMlnvliaaa  mm  froCecto  Iiac  nti  < 
la  mHUwi  hole  prafaeatte  •npene^iMauw.,  _». 
tlMflNla  N»tU  Acti«Re(.S»ci«t.  Seieat. 


not 

w»Q,  (m+l)i,  (m+JS),^  (m+?)g,  etQ. 

atque  it  numerum   integrum  quemlibet»   habetur 

dub'^')^ä?«st  atttOf « 

i  (I)..-.l.(ii+i«)«--5\(*+i»--tWi+^t(*4:«»-8W^--etc. 

■  ...  "-  — 

■  (nsqae  ad  primum„tenninuin  eTaneticentem)=. 

±=(4).^  j  fi  — i — jp-^= rir — 


'=0  gio 


I  ju'm'vero  m  impar: 


,.;i»fA  J'^Ti" J*»«-!  (»H^-«-!)— a*-i  «"*(" 5^+<+t)» 

=fa)-r*   Ä     :  .^'■.^'  y      "^ :^;^ , 

Sic  habentur  ex.  er.  posito  success.  ifi=0,  1,  2,  3  formulae 
illae  (!)  et  (SO(f<|  praelerea 

(  sin^  8in(n+l)^J  I 

=  i.    («+2),— -+2(«+I)iC06(fi-<)2+3.  ■■•^}| 

f  Sin  7  Bin^ 

^         •'  V  3  3 

(4)....  1  .(«+3), — 4(»i+2)4—  10(n+l)»+20B,  -etc.  = 

•     nn 

=f^(n+3),co8(»i^2)J.+2(n   2)a   -V 
•  *  sing 


3 


+  V(H-l)i  cos  (n— 1)^ + V . 


8in(n+l)rii* 


3  .   w 


2.  Quod  cum Theorema  (itti  licet orobari)  etiamsi  n=0  fudf- 
rit,  saltem  nisi  eodem  tempore  9i=(l^  valet; )  corollarii . iqstai  e|k 
eo  consequitur  haberi,  p  den^tante  num.  integrum  =aut>m,      { 

< 

dum  m  par  est  aut  0: 


■*  j-  < 


9p «al.  (T.  XIL)  dadwri  tt^rtdrifie^- cttniiex^  esset  quodammodo.  Typis 
&^itor  taadem  in  To.  ■eqaeoti  impressam  Theorematii,  de  quo  quaeritar 
demonstrationem  in  hoc  „Archiv o**  condendam  offeranut. 


3m 


rtl)....pw— /i(jt^--l)m+i  +  F,(/i---2)«+a— etc.  (usqne  ad 


3f 


3 


-r  35^^  E— gj — cosCpi-l+Oj- 


dum  vero  m  impar: 


>     r 


(.    k 


8 

1=0 


sing- 


\ 


i         \       <• 


•i 


'  f  ^^Ic  bäbeiitur  ex.  gr;  posito  suqcess.  m^O,  l,4ß,  3,  loco  for- 

mularam  (1)  —  (4),  istae: 

*•  '  *     .  • 


«n- 


V   '     4 


>i-.2(fi^l),+3(p-2)B+4(p-3),+etc. , 


8in 


pn\ 


/>,  -  3(p-l)3  +6(p-2)^— 10(|i-3), +etc. 


.7t      - 


^1 


sin  0» +1)2-  rfn(p+2)^ 

=  -i-{P»' :7— +2(;,-l),cos^  +  2.- 


•    9r 


I».  Tr4<p-1)4+ i0(p-2)5  -  20(p-3)8  +.etc. 

^^„  P^ 


I 


''■'*WH 


r>    i 


o; 


I. 


•1       *' 


+  V(|»-^*<w(>»+5)|.-  Y. 


r* 


)     ■  *- 


•»in(P+i)|| 

y        1    •       »       j  »I 
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3.    Ex  bac  tandem  fonniil&  (II)  habentur,  pociito  }i=/#i,  notao- 
dae  hae  numerömm  figuratonim  relationes: 


> 


1^)   dum  fit  num.  est  integer  par: 


t'- 


.  % 


>  • 


^9je*:j?»^co8(m-l+0" 


:yT 


8 


(III) 


!  =  (-»)  »  .  }  q,.««  l^cosCm+l+t-e 


3 


1=0  SID  — 

«9 


nr  >  • 


■  ■!■ 


1                            ■               r 

:      .          r  ,.            [>   ■:■ 

■  f.    .    . 

1          " 

• 

1     1     > 
■     1 

• 
1 

•    '    ',       ••■•.)     .•...'.      •  •    ■        -1 

J»  . 

1     1.    t 

;MemiDisse  juvabit,   nümeros  m' brdftoU  fi^kto's  (mntim.  ifit 
atit  0)      ' 

co^fBciente«  esse  poteDtiarum  ipsius  x  in  evolata;  functione. 

(1— ^)'-^*+i); 
co^fBcientem  vero  ipsius  o;"  in  evolata  functione 

ipsum  conficere  membram  priiis.  aequationis  nostrae  (I). 


t  , 


i    .  •  . 


t) 


;•-*  '  >.        J 


■  < 


t  t 
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•    :■•;'  -i  ••■   .        kt : :   ..  '       '  ' 


\ 


j  i 


w    .      i 


IFelier'  die  Integrale 

:  -;  ^ 
Ton  dem 

Herrii^  0octor  O.  Schlo milch, 

FriTatdocefiten  an  der  UniTenität  sa  Jena. 


Man  kann  die  Werthe  der  beiden  obigen  Intes^rale  leicbt  mit- 
telst des  von  Laplace  vorzüglich  angewendeten  Kunstgriffes  ent- 
wickeln^ welcher  darin  besteht »  das«  man  dieselben  in  irgend  eine 
Relation  zu  bringen  sucht,  die  sich  durch  die  Bemerkuns,  dass 
d^  9|wute  au^  $ßm,  erste^,  durch  .  «ine  .Diffctre^zi^tioB  abgeleitet 
werden  kann,  in  eine Üifferenzialgleichung  vei wandelt,  durchdenken 
Integration  man  dann  die  Werthe  der  Integrale  bekommt.  Diese 
Methode  lässt  sich  hier  in  folgender'  sehe  >  einfacher  Weise  an- 
wenden. 

Sei  zuvorderet  ^  .  (  :    .    = 

SO  folgt  durch  beiderseitige  Differenziation  nach  f,  welches  als 
unabhängig  veränderlich  angesiehen  <wird^  , 

Um  nun  noch  eine  zweite  Beziehung  zwischen  den  beiden  frag- 
lichen Integralen  zu  entdecken,  wenden  wir  uns  an  die  identische 
Gleichung  —-«««w 

.  ^jrsintr     _     .      ^coste        sintix — a)  .  sinf(:r4-a) 

X* — a^  jr — a'  ar — a  ^-f  a 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  dadurch  überzeugt,  dass 
man  auf  der  rechten  Seite  Alles  auf  den  gleichen  Nenner  al^—a^ 
bringt  und  dann  die  Funktionen  8mt(x — a)  und  Bint(a:+a)  zerlegt. 
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Wir  nfdtiiilisiten  diese  CSkichnng  mit  «Lc-md  bt^ran  isb  Mi- 
flchen  den  GrXnzen  «=0,  x—<o.    Es  ergidit-sich  m.:  •  • 

.:     *     » 

oder  unter  Benutzung  der  .GleMmngen  {^  und  (2) 


(3) 


Kfhinte  mah  nütf  liier  den  Werth  d«i^rec&teti  fi«ltlft  nr'«teb  üuMn- 
dig  machen,  so  wäre  das  Problem  der  Bntwickelung  des  Werthes 
von  u  auf  die  Integratiop  «einer  eeTr4hn)i|dhen  Differenzialdeichung 
zurückgeführt.  Es  bat  aber  nicht  dieminaeste  Schwierigkeit,  den 
Werth  der  rechten  .Seite  von  Nr.  (3)  zu  finden.  Setzt  man  näm- 
lich in  deteet^e<nr  di^i^l' Integrale  :B-^iri=^'«aidi«^^ 
so  ergiebt  sich  sehr  leicht: 


'\  .    *.  --.r  \' 


/»•  sin  (y  . .  .  /*,*  sin  fo ^  , 
oder  durch  Zerlegung 


und  da  in  einem  bestimmten  Integfajf). nichts  auf  die  Wahl  des  In- 
tegrationsbuchstabens ankommt: 

l 

Man  hat  aber  weiter 

J ^a     y,  ^.  J^  y     ^\).       y     ^' 

und  wenn  man  im  ersten  Integrale  y= — z,  im  zweiten  y:p=s  setzt : 

oder  durch  Vertauschung  der  Integrationsgränzen  im  ersten  Inte- 
gral, wodurch  dasselbe  positiv  wird,  .  -  mhI-  j.  i 
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Snbslitainn.  ww  dieM  in  Mr.  (4),  «a  bl  jefst  der  Werth  der  rech- 
teo  Seite  iii»-(3)  ^eioh      * 

Man  kenpt  aber  die  Formel 


/  • 


Seist  man  darin  x=tx,  8q  erhtit  man  imter  der  VoranMetasung 
einis  positiven  t  *) 


u«d  'mithio  iot  der  WeatO^  der, «bebten  Seit^TPn  <3^  ss  sr,  <  So  wird  nun 

f  «  »  > 

•^  ......  .    .. 

— coscf.-nr  — aslncf<^fi=a. 


I  ■  j 


Um  diese  DilereiBEialgleicbung  zu  iotegrir^n»  s^tzgen  ,^ir      • 

U  =  C0Sllf.9,  (5) 

wo  t?  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  <  bedeutet ,  wodurch  sich 
eigiebt 

•— cosa^(cosa<.^— asina^.v)— •asiha<cosa<.e=:5- 


9 


oder  einfacher 


— cos»of.^=2. 


mithin 


—     f?  /*  dt    «  tanjrf     ^ 

indem  C  die  Integrationsconstante  bezeichnet.     Nach  (5)  ist  nun 


2a 
oder  nach  Nr,  (1) 


9C 

«=— örshiö*+  Ccosa^  > 


o 

•         I 

und  ebenso  ist 


,/o    5rLrii**^=~5;^n«<+Ccoeal;  («) 


*)  Für  negatire  ^  wdrden  nibnlich  die  Integtationtgränzen :    0  und 
^  OD  «tatt  0  und  -f  od  . 
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du         %  ^  4      * 

-|^  = — -Ä  cos  at —  aCBxnai  y 

to\^iA  nach  Nr.  <2) 

t.^  jfcAr  =  o  CO«  a^+aCsliuit  (7) 

Um  noch  die  Gonatante  C  zu  befttimmen,   setzen  wir.in  (6)  ^=0> 
woraus  sich  ei^ebt  ^ ..      -/  /' '  /: 


Nun  ist  aber 

folglich  ,,        ,    . 


■=r 


^  fc=0. 


a;^-«« 


.  BeTOtEeni^]Ei1r  dj^eaes.  Resultat  fSr  die*  G|eichuoj^en  (6)  uod  (7) 
ilo^'scnreibe'Q  zusleicb  8  für  t,  so  ist  jetzt;'  ;        .. 


.  ^^  cosAo?.  .         '    7t 


f 

t.:  iin   V-  . 


« •  I 


.ifi   *  'ß  ' 


'•  :i  :■«        -    :<•»;:.;-•        .        •*       '     ;•     :".       -j'.'i.     ■••   .   ■'    *^...l-,i 


,< .  Zubemeikea  isi  noch,  dß^s  man  in  der  ersten  GieicKuBije  a 
otc^^  =;^O^oe|uiien  darf,  weil  Mr  diesen  Fall  die  Bestiminuiig  d^r 
Constf^ite .  sich  ändert.    Es  wird  dann    .     .  .  «  .     . 


4 

und  also  nicht  mehr  =0.    Ebebso  darf  man  b  (das  frfihere  t)  nicht 
Q^^atly;.nehmeq«  weil,  die  Formel  ^ 


'  /»^sinö  ,       n 
t/o       «  2 


I , .  ■ 


•      f 

.11'.  •  ')\'i  *<     '••      *",     ;    :  *^i    O  .  *^  .       ""'  '  '    '       '    '  1' 

Ifär  negatii^e  f  ihrä  Gültigkeit  verliert.  *  ,  s    -  .  •• :   ■-    "► 

♦  ^    •       \      ''!»,:       ;         i  ;    ;'       '  ,  .      .  '  -  •        i     •><•»•',".      • 

•  V     .'.,  \i    '>',   U.  .."«<'"»'»...:..;,  1  •  •  \  '.      .  .  ", 
*»)  -•    ',  t->'i"'^li)     '       .         .   .  ;         :       !i!    .'  ■•            ,     .         .'•••■                 .  ••...••;• 

•;■?;>  f  '  •'h-.s.;»  "!    .  \-:\    •  »'•  •         II    •      •••    ,     ''.         '..•■?        '*        '•'      •■'• 

TheÜ  Vn.  18 


>  ' 


3» 


1  i' ,-'    ^  \\        '      ^1 


<  Tx 


metrische  Bel^ttoiieii  Im  OeMete  der 
perspektiTis^h^n  JProf ekfion. 


Herrn  DoctöV  U. ' S  cfi to ih i  1  ch , 


FriTatdoGCBten  an  der  Univerntät  su  Jena« 

■..    .    :}^       'V-     . 

,.  .  »  » 

-« -^r: rr-\  . 


f\  Ul'  I 


toog  der  perspektivische  Projektiödie^  'v^rschiedeääi' ^ 'Gebilde 
gelangt ,  beziehen  sieh  fast  durengängig  ^iifl  dje  Lage  verschiede- 
•jter  Punkte  9  Linien  u»  s,i >w.  gegeB  efnaa^^r,  vfeniger  dagegen  aut 
metrische  Relationen.  In  der  fhat '  ll^  die  harmonische  Propor- 
tion das  einzige  Verhältniss ,  welches.^  durcfa^  Projektion  nicht  ge- 
stört wird  (die  Projektion wiei,nier  hatfiioiÜsch  gelheilten  Geraden  ist 
wieder  eine  harmonische  und*  ahnlich  >fttr~ den  harmonischen  Strahl- 

ktion.mehr 
'ifii^  aber 

,-.-^-  .—- ^,,  ---  ^-,-j>s*wie|it 

ohne  Interesse  sein  durfte,  diesen'  äh  nhd  tliriilcR'^n^  l^^hlli^n- 
taren  Gegenstand  näher  zu  b^trafE^hten. 


«»        N    » 


Es  mögen  VW  und  uw  (Taf.  l'lT:  Pi^2.)'z!ti^ii  aürmtiäÄ^icat'- 
rechte  Ebenen  sein,  die  wir  kurz  mit  (E)  und  (e)  bezeichnen  wollen. 
Ist  nun  ausserhalb  derselben.- cfo'  fester  i^nkt  O  und  in  (E)  ein  be- 
liebiger Punkt  P  gegeben,  so  ist  offenbar  der  Punkt  p,  in  welchem 
der  Frojektionsstrahl  OP  die  Ebene  (e).  schneidet^  di®  Projektioq 
des  Punktes  P  für  O  als  Projektionscentrüm.    '  '^'  '    »"^  "^'^  •'- 

Um  die  La^e  der  Projektion  p  näher  zu  bestimmen^  ziehen 
wir  die  Perpendikel  O  V  aut  (JE),  Oo  auf  (<?),  Vv  und  o»,  und  set- 
zen   OV=OV=U,    Oo=zVn=pf.jJinrf*fi  woIrliA  rnngfemten  die  Lage 

des  Projektionsmittelpunktes  O  bestimmt  wird,  femer  PM=vT==A 
und  vM=PT=  r.  Legen  wir  femer  durch  die  Punkte  O,  V,  P 
eine  Ebene,  so  schnei(&t  diese  {e)  in  der  auf  (JE)  senkrecht  ste- 
henden Geraden  Np.  Setzen  wir  noch  die  zu  bestimmenden  Coor- 
dinaten  des  Punktes  Py  Np=x,  iVi?=y,  so  Ist: 


<fEE5 

Ir.i.'ifM  .h'-r:, -t". '•  m' • 'l    JRJfc  JfiVV=;  jrt«'lli\fj,.ir::.,/it  I  ;   .«    ,.,  i   '..    .,/. 
;'*iif».:  -v,  (i)  I  )/»!Hi'[  li  m;.i  ■X^,Vrrr^^tt'^$^  :\  Im  .•  'i  .!  »•  m  mjn  /  >  .• 

NllOiH|t||l||Chfii-';i    i,.,ij|'»  i.-.lsM-,    ..:.■.:','»   l-..f..,.;|    ul-iui  •..<:..      t  t 
*-l"V*^^""  '*'     '"!•     J»J:J.    M''ii    !'-  ./:•»/:     ',;.     !>M     i'i)i.,-.Mt    ••  ;•    ':.    ;    :    .     ''X 

i    '   •  •        '  •  •        •  I    t 

VPiPN^Op'ipW 


-\  > 


?^  ••>:;.        4  y^H^f^'^. 


4* 


\ 


folglich  '  :»•.!»';  I  .  ..'-.•  «  ,~ 


I  -, 


Jn.''"l  (i'Mi;  »'/Dir»  is'ilIm'MJi»     yu*Ay.  jj^i^.j-  ;■  {'i   •,  :>  .jfi>  insiio»»,'!  .il  (2) 

^ —      »•'"■  ,  ;.  ^1'»     ,       »'/li./'*     {81«    •  \  n-;    ,(3) 

.;  >iMlt  lÜHlfd  diir.FiM!nielti*(l)1iiid  (^  koitmt  JOAii  roDlidfiii  Gohil- 
deaidet:Bbenel(iS$  aiiCrdto.der  £b<»»^>(0>  ii»d.duiJQb4i^;t0k;eiideiif 
(3>i!  «(4>.v4ia:dSMMDsattf!  Ji»tie*: .  B&metkßuBJMtih  M  -pcicfi;  dana  iii> 
dem  Ausdrucke  für  ^r  aie  Ojedifl4t»;  JP.  »itfbti. »tojckffliyit   I  hwmtA 
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wir  daher  bei  uoTerftod^tten*  ie>  ii'XÜkÜ»  FsichSncleni,  so  wird 
P  als  Endpunkt  von  MP  eine  Gerade  beschreiben,  weiche  -^dw 
Grundlinie  mn  in  der  Entfernung  MP  parallel  läuft.  Dabei  wird 
sich  nun  nach  Formel  (2)  ^  tindenr,  «ber  nach  Formel  (i)  x  immer 
constant  bleiben ,  d.  h.  der  EndpuQkt  p  der  Geraden  x  wird  eine 
Gerade  beschreiben,  welche  der  mn  in  der  EnMCTtt^n^'iVt?  *^idfät'- 
lel  geht.  Also :  die  Projektion  \einer  Parallelen  zur  GrranaUDie  ist 
wieder  eine  solche  Parallele«/   j  ^  ~  \\ 

Um  nun  auch  die  Projektionen  anderer  Geraden,  welche  der 
Grundlinie  nicht  parallel  laufen ,  sondern  einen  belieben  <Willkä 
mit  Ihr  machen ,  aufzufinden ,-  j^raucbcp.  ^|r  bloss  die  Frojektioneo 
zweier  auf  ihr  liegender  PunMe  aufzusuchen  und  die  gefundenen 
durch  eine  Gerade  zu  verbinden.  Denn  man  übersieht  leicht,  dasli^ 
die  Projektion  einer  Gerad0ft  :«felbst  fiq«  Gerade  sein  muss. 

Es  schneide  nun  die  Gerade  CP  (Taf.IIl.  Fig.3.)  dieGrundiiqie 
mn  unter  dem  Winkel  PC9f=q>,  wobei  wir  C  als  Anfangs-, 'il'^^lft 
Endpunkt  der  Geraden XhetMc^t^b'v  -scf/isl  (!\d\e  Projektion  seiner 
selbst,  weil  dieser  Punkt  beid<^B- Ebenen  (£)  und  (e)  zugleich  an- 
gehurt, und  es  handelt  sich  folglich  bloss  noch  um  die  Pr<nektion 
p  des  Endpunktes  der  Gei^^d^ji»  de<^ep'CpQrdJA%|ra^^u^d  J^ 
jetzt  durch  den  Winkel  q>  auszudrucken  haften.  Setzen*  wir  dem- 
nach Cv  =  k,  CP^=Z9  fq  ist\>      /  \^\  \ 

üfJP=:jr=zsi*^V'  ilf»=  F=*+2;cos9. 

DuMh  die»e  Stibi^MMl^n' «tbätt  tt^^iy  aua'lM'Fbrmeln  l^rü.  (ß^ 

tfxsili'^     ''     ■    t  ^    ut 

f/:-f £ecos9    l ,-    .        kt — <*cotg> 
3^=  *+isin9  77^'^?*^+   <+zsin<p  * 

Lassen  wir  jetzt  z  in's  Unendliche! «wltchnivfinid^^h-i.  di0><I4iile  JQP 
in's  Unendliche  fortlaufen,  und  gehen  zur  Gränze  für  z=:go  über, 
so  erhalten  wir  /.  . 

a?:=ff,  y=fcotg7,  (5) 

• }  . 

d.  h.  geometrisch,  die  Projektion  eines  unendlich  entfernten  Punk- 
tes liegt  auf  einer  durch  o  zu  >^n_parallel  gelegten  Geraden,  dem 
sogenannten  Horizont,  und  die.If^oic(|i;tiop  der  unendlichen  Gera-i 
den  CPQ  ist  die  endliche  Gerade  Cfq.  Der  Punkt  q  wirä  'geliifa- 
den,   wenn  man  aus  O  eine  Parallele   zu  CQ  zieht,  welche  dem 

Itorizonte  im  Punkte  q  begegnet. 

-  - » 

Es  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  in  den  Formeln  (5)  das  anfangs 
eingeführte  A;=Co  nicht  mehr  vorkommt,  dass  mithin  diese  Ent- 
fernung auf  die  Lage   des  Punktes  q  gar  keinen  Einfluss  hat. 


tioüeu  eiibeip'tl^ihe  von  PkrkiMliDienv  wttlohb  die  GiuDdlinie'>üntet 
einem.  belieVigi^n  Kinkel  >0^sdn>elden^  bildto«lnei»8tnUbä8cM* 
dessen «Mitie^nkl  im  HtMdzOnttt'tie^v;  '>ih   •..  .' ':    y:r>mU'.\^i.  m'/. 


BWaxJUl  (UbaKh.iiiiwlIibHiiliHkahiliiaiiii'iilMilltthriMt 

U'iW^teob .-.-.i ,„oiij','.i  ■1,1-,. i.  wi.  '.■•r.U.  ,TV™„ 

Wenn  also  -=:-—=tan  Ooö:=t«nq)    gewlzt  wird,    so  ist    auch 

ktttin'nttdWiede^>d(l#lttl*W«»'iJlkPlnljeltt(oWD'det  ^ktetwn<^nW<4vm; 
'"''Uat«!'  d«n  vn^eWi  'wolch«  ai»>hfttteti''kadet  «M  imoaU^'d 

'"■>  9tarl^*ai90<>'erffMt<b)Mi>''flXffia«6>iiftbil''(S)'i  il'^"i'  -'■■'■^J  "■'"■'■*'> 
.-.i'.,  :.-üi".:-.l  :■■  .vrirO',™  --M  .^.1  fIK'  >■.'■. M^l  mrili.l,j.,:-.'|.i-../l 
■i',^.i,.iM,iI,.,h  .  ,  ■,t..y-..l  ^.snii^'-UMtA'l  .Ki!-;|i.„ii-.,l  r,\)  Mi  nr-.(i 
.ii;jn  •■;"  .ihiiilv,iilf,-.  -!■,;,;  >.,  Z  i'^X^i.  ■  -■1,  .;.„„,  .^r,l.l  i,.-,  .-lau 
Diese  x  und  y  sind  die  Coordinaten  des  PuoliJMro,  HtolchMi^aB 
i<l.ldet(PiMat^ltftk  tka.An^tiirpanlcf  izn^nbamniiMegti,:  Als^fc  die 
Projektionen  aller  Geraden ,    welche  auf  der  Grandlinie; irfeHlneithfe 

slflti¥ifi**ei«i"^9^^^<^>''>4*<"P<*'^^"<''.<">--"'-'-  ■'■'  <'>^  '-'^ 
.xiir.teehickiiafci&te^Tl=ni5»'>.>ii  i-r.  -jjI.  .V-.».,   .v-r-  n«   .rt..i,ui:..i( 

i>iiit(())  i9(i.i./iii>,iiiii.iii^; .)-  ■-  M.://  Üiiu  Hi=:i\i.'>  .7/  .\^--.« 

Durch  diese  Coordiaaten  wird  eip  Punkt  V.  bestimmt,  welcher  auf 
dem  Horizonte  in  der  EntftAMutir  oeatiM^t  liegt.  Man  nennt  ihn 
den  Diatanzpunkt.  Also:  dieTroiektienen  aller  Geraden,  welche 
die.€^!flndKflie  JHirtet,#inW-hftt&enj$fl*IM*H  ^AnVtä^M  y^B'gW 
sich  im  Distanzponkte.  :  iüt'Jjin     ii'.'r-- 

Bieraiis  ergiebt  sich  das  gewöhnliche,  sehr  bekannte  verlahren 
zur  Aufsuchung  der  perspelrti tischen  Progektion  eines  gegebenen 
Punktes.  Man  denke  sielf'ininäcfa^'atb'eiräne  (£)  (Taf.IlI.  Fig.4.) 
mn  90*^  nach  unten  zn  um  mit  nerumgedrent ,  so  dass  sie  mit  der 
Verlfingerung  von  (e)  zusajM|(f4Ui^i|.  sfn|ifBm'iI9iAer,,(^S?ftO.>iO 
der  Distanzpunkt  und  in  der  Ebene  (E)  Mi  Punkt  P  gegeben,  des- 
860  Projektion  p  gesucht  »ifd^'jBV'^lfdire  man  lolgendermassen. 

Man  fölle  tod  P  aiü*  die  Grundlinie  nrn  die  Senkrechte  PM 


>  Terlängerl 
P"«  die  Projektion 

i'>l<'^<0i««  e^tfuktlbn  iHHBt  sieh  ebM  äo  tdeht  kttkehrem,  wenn 
)tilu^ng&idttk'<JP  söcht,  «obdd  p  gegeben  ist.  Matt  neht  dann  die 
Gereden  op  und  vp,  verlängert  «ie,'W  «l«'dte  GnuRBlBiä  ftin  (ri 
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M\nwl  if^hadiiMii«bn!^<  «tfflcht#t»lfUHHii>ln(iiMLelhe  SsiknAt«!  auf 
imii,  mai^wmmtr^MPt:z3nP'^i'^vl9t  der  Punkt  P)^JB6m4kp,i4imMta 
RiigbktioD  :/}  8^iD>  >Ä»niM  l^aehiidi^fc  jVwbeieii^^  V^oIiMi{iNte 
nun  verschiedene  metrische  Relationen  untersuchen ,  ihnricktif sviii?' 
sehen  den  Gebilden  der  beiden  Ebenen  (E)  und  («)  statt  finden. 

Es  sei  in  der  Ebene  (c)  ein  t-        -      .    .vw-,^.«,    »^_   ^  . 

Nehmen  wir  die  Linie  j9y  als  Horizont 
m^ll^lrigl  >so  mülmeri^  wq  Misba  aHick  den  Aüffea^bpk|'^\in«))»aniiek4 
men  miise«  die  Linien  ab  und  cc?.  die  Projektionen  solcher  .Geraden 
Äeln;  Wefök  iri  (1B)'  einäÄdeV  WallÖl  laolfci  i  »^'itth''di^BifWW 

aehAlttj9.iiMKi:!a6  iiqd.iQ<fi4ttf»^M  IiQvi9#«tefj|eAfHM«o [/))«#} cINiftm;{ 
liehe  Wird  4mi^  Foa^den9B4ilie|^  ßd^H^d  hf-r^ßiiWstSti  ^^^jalso 
die  Figur  AB  CD  in  (JE),  als  deren  Proie\Efi^.{m^^if^r^kß4 
denken  kann,  durch  P^iral|ietofQfegl9R«mtw.PtBtf^  ein 

Parallelogramm  ist.  Diess  gilt  für  jede  Distanz  ov;  legt  man  aber 
dem  in  (E)  befindlichen  Pai#aü^o^i»oiaie  besondere  Bedin^ngen 
auf,  so  bleibt  auch  die  Distanz  nicht  mehr  willkührüch.  Wie  man 
MMfleich'vMien  <wMUl-n;H  ^.'.h  if^tjiüifi.oo')  olb  buU  ^  huu  'n  orioKi 

'>in  l)^!Manl^eri^Dgtv*itittw^däAnParatt^i^Hi<ijM^^^ 

Es  sei  der  Augenpunkt)  it  i  ytifiMlMH^lkii  < bmariigin  y ^imd  nf  *^S^ 
nommen,  op=v,  oq=^,  die  erst  noclitoiu^lipstiitiitiontfoifintanz 
av  =  t,W.  CAD = q>  und  W.  A'CB  =9)',  so  ist  nach  Formel  (6)  und 
dem  Folgenden  -^  -  -  V.  -  m  --  'i. 

Jijji  vjd-.A'jH  ,\iiiniiSi*.Bi\ts  iAmrl  i|ja  Wurf  nohuiihioo')  Of.eib  iloiuCI 
Ulli  Iiiii9ii  ui>R  .1;^oii  i^fi^'tangjjj-^ttittelJWKi  loh  ni  atnos^nüll  inol) 
•j il •) I *w/  ji i '>I)in f > « )  19 1  Ui f  1 01 1 ; «i / vi r) j Ol ^r 9 i li  nr-al A     .t jI n u <] x n r» 1 8 i ( I  n^b 

sein,  mitbin:  ,  .     ,  .otJffir^xnuf^^ia  rrn  ihit 

n*rnrBlif>  /  oituTij.l'ytt  iiio>.  ,'>{i*>ilf!tir»/r9^  ?.ßb  iroiV.  J(f9i^i9  8nui9iH 
i!  *jj9('!'».'/>ij  ^'xiifi  noijilo^i*!    a9i!:)r'.i7itil9q?/f9ff    leb  ^Siurff'JusliiA  iir& 
v/i-ri  Jii.hiT)  (A)  9ri5lst=^tePf)*fb^m«PTO«  931091)  ncM   .a9*3lnijq 
»9l>  jiiri  ol;<  <..-r.l)  i)^   ,lrfoiho<  üiin'm  suw  in»  nx  n9Jnij  rfoßn  ^^  inw 

iVaia«Ä-ttfen'''Ar«h'»1»f#iifflft^^  (^)  "«'^  s^ninoTinciieV 

hob  .(j'Mi'>;j  i;.»^  )>Ij(nT  lol)  (Ä)  onou3  •!•)!>  ni  bnii  blnjMjsifßi^.KT  10b 

VJ>\  '}«»f'»oi>!;!'#^''   '.mJ»    WSW   'ji»ijif»ainT>  oiTn'^liu;  ^\  nov   olI;;'l  nr.M 

*aVf;  iäsl  W*?''«aiÄ^»dl^.pl9täH«-W  «^?  ipÄlbp^^Pimiftftri^ 
ig^<fh«Ä-4).^'mi4^<;dl!§^^ 


C9dli(^fe 'Soir^!<nt  g^ol^e^\iie^}Mil^Mtft^  BQ^lUttl^ 

2)    Soll  AB  CD  ein  Rhombus  werden,  so  müssen  i^h^dJKtfMjHl' 
ffQii9ien<4(P  «^  A^.re($bt)»rtUk)l;^f)Mltf4miiiiSfj^#ll  wk>reiieder 


2W; 

-  =  taiit(;,  4  =  taiit/;';  *^**'^''   ^ ''''* 

und  da  i(;' :i=  90<>— 1|^  sfefii  ihu§8;\     fi      -x.  "*^ 

-V»   Ulli     .   ,...., ;i:  .     li..''  — Ä.'tilll'tfeS<Ürcdtiilt  '"   •»^«•»••!    t'.ir>/.-i   n.:\f 
M'#fi!')!>l    v)l^    '»^■•nMj!)M.!  ^_^»u    iN^**^  ({.,:..!. ^I-HM,')    oifi    'i.mmP» 

folgt.    WeDD  also  o  WieVig  au^'/^^gen^m^^^ 
Djstanz  0«=  09  die  mittlere  Proportis^pale  zwischen  fo  und  go  seki. 
Beschreibt  man  also  aber  /di^ -al»^l]kikr«;^lin^fser  einen  Halbkreis,  so 
ist  für  jeden  beliebig  zwiscnen  /  vaA  g  genommenen  Augenpunkt 


Bedingungen  ffieicDzeitis 
also  von  dem  Durchschnitte  $  beidi^^  Halbkreise  über  p^  und  fg 
WM  Senkrechte  90  auf  dewHofife&ili,  S9-  |st  o  der  Augenpunkt  und, 
wenn  ov=:os  genommen  wird,  v  dei'* Distanzpunkt. 


M^lpre^»eMeiiidipj0^li7^>'i&.«uflUka«,  .->t!"ii<...;^  «m!»   ,univ*n 


*^WiT  ^TfAUen! .  W?iVtit  mit,  'äen^ ' ttei;;^eTOVtifchra 

y^aW^lSss  aerlrit^ePfitinkV  ?^^  lü'proJUbi^i^deWI^biäi^^  auf 

der  verlängerten  Augenhöhe  liege  (Taf,  IV.' FTg' i^J'^a^M^'H^i^ 


Kreis  die  Grundlinie  mn  barü|ii;^o>  Nehmen  wir,  wie  bisher,  die 
Augenhohe  und  deren  Verlangeruiigr  «ur  Abseissenachse  und  den 
Durchschnitt  derselben  mit  der  Grundlinie  mn  zum  Anfangspunkt 
der  Coordinaten,  so  ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  in  (El) 


wobei  R  den  Halbmesser  dietoelb^iiäzeichnet. 


tili     llr,ilii    si  ;ij 
'Au  i'ij 


1 -•     * 

<iid  nach  einer  leicht^.  ){^fhicKoQ :. 


^  i   (.-:       "'•  \y»'    . 


( 


im 

oder  anch  ''  ,      ' 

Man  erkennt  hierin  soglmch  die  Gleichung*  einer  Ellipse ,  nur^  er- 
sieht man  nicht  sogleich  die  Grösse  und  Lage  der  Achsen.^  Diese 
bestimmt  man  durcn  folgende  Vergleichung.  Rechnet  man  in- wiet/ 
Ellipse  die  Coordinaten  von  eipem  der  Endpunkte  der  kleinen 
Achse  an  3  wobei  diese  did'Ahscissenachse  ist,  und  bezeichnet  die 
SEOSse  Achse  sut  a»  die  kleine  mit  6,  sp  «rhält  man         . 

Nimmt'  man  dagegen  Äit^ferb^se  Achse  als  ÄjÖSfciSitenäcfise  und 
eineniihter  Endpunkte  als.Apfangsppnkt  dei;  C<]iöi!dlnrf.^n-; 'sö  hat 


1)  Ist  q>i,  so  ist  die  kleine  Achse  der  Ellipse  die  Abscis- 
senachse  und  ihr  Endpunkt  der  An/ang  der  Coordinaten. 

2)  Ist  ö  =  l,  so  ist  die  EllJps*  ein  Kreis. 


l>i{n;:[  ./.j:i;it!/.    :f.Mf\     '.^n  ?)ii!i!iHiini)^i'>l>    1i/ir  '.rHfl'»>.'i'»i>  JJinji->'-..':'V{iin 
TA:  '.!  '^vj-'l-ru-  4Vos}-ji!':i;'i  :  --.ob  ':»-:. f|'jr'>iiJ  üil>  i^-i  o^  ,  •"»fi;fiifru;.''  )    "jI» 

genommen  wird.  - 

,  7 ,   1)   Ist  nämlich  ^  >  1  ^y  Jds.<^^ \\ o  .- 1' ( 


laill,   miiniD   aie  Krusöt;  x^^^uöc   u^»    vriuijuaiui^   /#w»    pata,»^«  »cgi..      . 

Die  Werthe  der  Achsen  selbst  sind  sehr  leicht  zu  bcOTimmeA; 
man  erhält  nämliclt^  durch  Vflr^tÄchÄi§\ider\  beiden  Formen  (8) 

und  (9)  \^.-■\^J       s".     ;-'    V-,.M\; 

ft=:  o  p  ■ /' »'  '^^"'^g-ilV  ^^^ '  '*'  ^'****''  *'•*'''  '^'^^ 


gegen 


Besondere  M4A«KIrdi|^:&}tea  M^l^! iiefle^TAFall  nicht  dar;  da- 
m  bedürfen  die  Fälle  (2)  und  (3)  ein^  nähereo  Ansicht. 


^ 


»£ 


9«  0. 


'*IF>  J'iii«|j;t   ^'k»  4tur«;/T»*r  ni   ;••'!•»/.  ji- -;n'     'liS  J;:'^!!.  ivi*^  ^^H^a 


A 


af«=?t5Jr«^*^«  (12) 

znrfickgelieD ,  in  welcher  r  dto  Halbmesser  des  neaen  Kreises 
bedeutet,  oder,  was  da&,N5inIiche  ist,   der  Quotient,  wfitiher  im 

u 
odeP'''M'>x  n::   {\)  «iJ  «i-jl»  i?on..hn)-..io'*    hm'»  *»ii>i'>!    Jii:ii   i'.'-M./r  ^uü 

.■•v\|--i>  t"    '^  •>>♦}«  '«   '*>!'   li»ti  »nni  «'»/.r  !j»{.'»m:'1  •»![>•>  iißiii  Juno/. 

nnd  durch  Vergleichung  von  (8)  mit  a«)     ^ni)  hiü;  mm  liAnm  o^ 

a4) 

wodurch  die  GrSsa^iTeffriA^iBfflL  ^Jf^ife^rifiestimmt  ist  Werfen  wir 
iiwnoch  einen  BKci:  auf-^£r(^tehmg^'<t3}t  I^Wir  hatten  gefragt, 
unter  welchen  Umständen,  dl  nrfar  welches  Verbältniss  zwisclien 

Kreis  werden üonne.  Diese  Frage  beantwortet  uns  die  Gieicnung 
(1^  ,fl^l«ltlflilJdMrfilie^i^fciilfQfeMiHnbik  AistaUz  nfiioh«!  dMttliielbar, 
amr^toch'*birf«|  Relattdn'^miMhebibiMMi  gleU,  'jA^dUi^  MtiifiAeci^ 

WMn  «;  dM^llaJbhbepi  «^^Üe^Dfühateof,  nfiU^^^tBelwä^^mn 
fltbh«ltbl;^  vdaalft)t<bkd«iM«^  ^«e^  ^MmwtriMke  Ovt  «MProjeh^ 
ftoU«ic!4«itH  «Mistivli^  («hl»  gl^idflelS^^|M>ckMt(pHimlcfae»t4^ 
Bfell^e6firti»<dwf|Mi^rojitiiiifnaeti):H 

•l»ii  ]  W«i»/>  dri  iProtektMiÄMbtttnunr-^^tf  I  efaik  {gleiohseitfti^  %F«*» 
««i'bHrüdkd,  tterafr'Bbetib  lienkMeMldwoh^Jiaifl  derifiMhe^Clir 
^i^d)«>rM>tiattJLcfe0e'*:dii0i|iliHij  wi»UeWtf:i^  des 

tlft^lfiiuifefi  ¥lnl  Kreiiirii!  d0is^fl'>Bbilbm 

./w\)  II  i  ^oi 

'dies  >  von  )i|»M  noi! »- =    »"ii.  '    •')  »  :;.  inii'illf.'i  MJf»   i.  'il//  n*>fu«'»'/^ 
(1)  ^M!inli!oli>*i*jJ>  (»Ihif!  ^»'"|Ä«4^'<gJj|>ji«pf-'-  ^''^'«i  o^t  ,s\s\\  oinilFminl) 

St    Wir  erhalten  dann  durch  Vergleichung  VditfK9'Mi'(^    '* 


uqd  hier  .liegt,  die  nossa  Achse  in  der  AusenliShe,  foldlch  die 


=  «p>  so  folgt  jetzt  die  interessante  Proportion:  *'^'^' 


fl 


aus  welcher  man  leicht  eine  Constmktion  der  in  (e)  za  zeichneb^i 
d}»f^  Ellipse  ableiten  kann,    i-^  .  y^^^^^..    ^.^^ 

Nennt  man  cdie  lineare  Excentricitöt  der  Ellipse  c=V^III^ 
so  findet  man  aus  (15)      ^-'^  ^""  (^>  "'>'  ^»(iuibiolv>i^7  Howb  Cini 


(U)  c=:?^ 


JjjiiVI'»^  iiotiuri  11^+^^)  *!!itti['»l^u  yi^lirn  /iHH  ii-xii»  ibon  vWi 
ii*»il'»-.»\/x  >'>.iii1lr;ilr'> V  ^i^dAtn   inl  .fTTT)  . n'jbriiits^m'J  {i'iflol»>7f  i'^lnu 

}L^dt'4y'4'roMm'^qn%WM<'MVY2^S/i^^ 

,iHif tPftteMMtiKiäPifin Stiistß  alHfnUMlnitii^Mi^siiiipi^xdki  ANf^h  dif) 
Aiüffftipmit^  ^Me  MotikmMf^l  alsilKcdASenalli.!«^  i«fa{4e||  jote^M^, 
Mli:  Bei  widU^iin^tifäti ,  atotdt0^'6ro9«MilHiifAi»  ig :£$)liglKlQ$>eR9il 
|äiit9i|Meif»«iftieiü')iol^leoiiter(^ijdlf^  iilkeilf|ei\  jjyM«»A^^@fllÄ^ff 
iito9(*>««toHdktai«Mb«n  jmriiifliln(K«^%  iq  idifeJRÜi^Mfl  dls«M4r 
tioio^kte  A«  odhn'itamdKcfe^tiiMM.  Au^.t^ 

Sste(t«ll^bflAmQIlistib(M^eQ4ij^JAMkt^  aiHl9iadblW4^JU]^  RfiV^dÜJM 
tfiner)bariiitiiaiM«/^Giimdfin^iteMal)#to 

In  (e)  aber  entsprechen  der  vQf](.dei9iKr4lie;i0T^>fh|(;il^JSi^^ 

Mfe  iaifei»4^i^ifoi>iin  iMoIWipfiwigcmdMtMtoii»|(if^4%{)4fm 
Wm  efxtSmtwAy  HtipttLeifeMiblMaiiUiiiiC  dff9i{Hoim«|^tafiM>iir#lc|w 
«Bit  ic4tofo>gB)if«rBuitUeü(dQrBUip^^>in  eiA^ 
«HMl»!  mi()hfideia>i#tMett^iitoolMlrin^isqii«ttifiUiikte^ 
«ulMp^tal^4oidt«rffeai^dPii«bi)'ym(!(ii)[  $enl«(|p^hpj|iiofMDl(ili^ik4Miiltei^ 
harmonische  zu  den  drei  schon  gefundenen  ist,  .d« J|*  (d^^hf^Wi^ 
nische  Pol,  mithin  ist  dieser  die  Projektion  des  Kreismittelpunk- 
tes in  (E), 

•»    jj 

Man  könnte  nun  die  Frage  aitfstellen,  ob  es  nicht  möglich  sei. 

Nennen  wir  x  die  Entfernung  des  harmonischen  P^^eBomwMt 
Grundlinie  mn,  so  lässt  si^hi^itffdhf^.mit  Hülfe  derGleichune  (i) 
finden,  wenn  man  bemerkt,  Aass  rar  aen  harmonischen  Pol  X=iR 

ist.   fWFfW>W^-Jfiudoit>bioy  il-Mub  ntful)  n'jilüavj  li  Vf     J- 


ttt 

Soll  Dun  der  harmoDtsche  Pol  mit  dem  BreDDpunkto  (es  kaoa 
dtesa  Dur  der  obere  sein)  zuBammenfaUeo,  so  muss  !e=a+c  wer- 
den, woraiui  dnrcb  Snbäätntion  der  Wertbe  von  ai  und  a+c  ans 
(17)  folgt: 

B+i M+i 

2B-H 


d.  b:'iii'2iär  •i2?e*=-^i'5?i^;',S{, «"« 

oder  dnrch  Transposition 

.i.i.r.i.>ta  iWff'tfl;mTS?/-^»!ifJaÄ*^^^  st«« 

tili  .t>->i1i;irtl.;ll>lirii;ii,i(ii->il'.i')l^^  <i')il.lll  li-xhl'.]-  Iii:i>  ii'xl'.I.IÜiiiin;» 
«Oknlinblgfciu^  1i...rJ').l -i-.i!-.iil  ■hI-.I->'"  >.■.^|.;-,^J^..^  ^^■..■»■1.  -y^i-yntil 
-noni^.lH  ist.  «d.  iti  '.Ii;  .iii-Miiii!  10^  I-.mI'.I»  -J.  ni  lil'-n  -.il>  ..,(r,!«>. 
nsiii.-l  .tnbi/o(laiii'il>-iiiiiU.'i  nJ^iiiurcaK  . n.iiMl-.j:  .litiiiiiniiiiiinnJ 
T>l,  ii->ilii-^.u/.  .i-.(bsmiilT.;»(w«ii  i-»!.  J^i  .i--:.»-j:1  ii-.w-.il,  iini 
aud  mithin  .oiL'jiit;il)ii'>  Mnn'.J  n.n  Jii«(iJ>ilt.il/'  nuaisi 

irtiaHwii-nl-i^iiii"  >;0  aadi_i*Wili^i»,!Li-i»I>  yi'iiiii'ii;  «i(;^ilT9iMliiA  ,|m 


.twi  ^.iKi.^ii'l  ^-.'ili  v>l>  li'il'.k'  ',>1<>M  »•>'..'M>  hriii  j^.i  acnMiiq  m'«! 

•Twl>('ig(ll->-.(ii'>l»  1107  ,.n  ^-  ."^i'-f  .  nj':  I'>  v-.ii.ri':  iii^  ici  »htU-ii-.iiim 
.ulmiJnyli'jf^  n)l>  ■.laiiiiil  ■i')rt-iin'j  n^iml»  Imu  lli(nf'j=- 


[Iiitil^iliir''  il-niii> 


M  sr —   -  \VÄ 


XXX.  "•'"' 

.   1  l'A': 

itliilKe  nene  'BtJiWetee'Von'IielirgatEen 
ans  «ler'.ailemeiifMt- Stereometrie. 

'"  \  t-A'   '\'~'-,  I  -A  J       ■"■■■'■-  "•'"'  ■"''  '""  ■''  ■'■ 
VoD  dem 

Herrn  Profq«po<',\9z.^]^/itäl-za  Marburg.     > 


IMe  LiMftWoÜt^tfoiimliihalt  d^Karper  iß^  btjfumiäch  auf  deo 
Satz  eegrflDdetJ  .itas  zt^tt4r«Ufd^V  Pj4^i&f  %1i.  g^eicheo 
Gnindflächeti  und  eleichen  UObea  gleicheo  Rauminhalt  haben.  Die 
Beweise  dieses  Lehrsatzes,  welche  bisher  bekannt  sin4sI<itadfKbw 
solche,  die  mehr  in  das  Gebiet  ^r  hübern ,  als  !□  das  der  Elemen- 
tarmathematik gehören,  .stoge^smte-  ExhaustionsbeiveUe.  Einer 
von  diesen  Beweisen  ist  der  ii<  dcitt-Gerlingschev  Ausgaben  der 
reinen  MathemaKk  von  Lorenz  enthaltene.  ludliiir  liiin 

.o..  Aufmerksam  gemacht  durch  G^utM^dass  es  wünscbenswerth 
Ui,    diesen  Beweis    dtmi&'SillSn 'meUr  elementaren   zu  ersetseo. 


pipeäs,  dessen  Grundfläche  doppelt  so  gross'afs'^die'^es'Sr^lifH^- 
gen  Prismas  ist  and  dessen  Hübe  gleich  der  des  Prismas  ist. 

3)  Jedes  schiefe  dreisei^£üna(Taf.lV.Fig.2\<4.)  lässtsic-h 
umwandeln  in  ein  gerades  (Taf.IV,  Fig.  2  B.)  von  demselben  Quer- 
schnitt and  ebenso  grosser  Länge  der  Seitenkante. 


Prismen  bidei  'dbr  paiallWdgmnnktis^  (Seiten^Elfidyei;^  ulfa:  aück 
dann,  wenn  in  beiden  Prismen  die  dreieckigen  Flächen  als  die 
£imndUkfcfib;htf%u«iiMt#etdeift.'.x   :> 


abzuhandelnde  Lehren  an. 

fii  jlfl<ut>:i  EililtäJr4j;rig5,;Mawei  $hqMeh#  gerade  l4;tM<(f: 4^: unS^i 
die  einander  parallel  sind,  si9dty-<>Agl<^lWftii.QicbtiiXie.der|ihn^ 


A\S  äü-f  eyäetlfet'Ä't'Ue  vö'tf  ^'a  l'leg'ei?'*Titid  einander 'zu Üivä 
rtchfeWinÖBW^erjiäiiiiSn;^  gfeiVili  sind,'  >erib  M 

Vedite  ■t^AeT'öncff  Vie  'i^n*  abö^  Tofa  'ötatgegöpgSs^e^ 

Richtung  der  ähnlichen  Enden  (was  dnrch  (3 J5) # (aö)  be- 
zitfiibtfät  Hr^i)den » kann)/  %eiiB}  laie  -  niit  »IM .  g  Lt  I  ciie«  ifn*Q  b  r  elWto  ch  - 
s^lwink4i\£i4aiiAiiimAvhiUfini  USiethA  Taft  IV^fVig.'ävund 

Fig.  4.  .tli;'{Mii  ;.jM'/i 

/;  9^:1!^  CbkiäBttäg.  .dkeShtoUoherdtrifeiflreiiii^e.njlir/aidlden 
siadftaolcike^  tdid  4Atik  «b>  ansiimnieiisMito  .lliflsen«i^!dsMäri  je<h»TKBiU 
Ae^BÜe^dler  i  ehmBii  patalMi  lilft  1 1  flAt^etileii  »Ähr-i  <f»il8pieQl\en.deb  >  iKafi« 

t^l&^^'Sbenblldrrch    ähWIlch  Vv^rgtelch^^^  ii^ 


i-^^E  Ifctfltche  'fTO/gleiÄe^'tiSi'tthtf  H'Wi/'  faTäfflV.  «#■;  6/. 

\s  $..^  h  ß^fc'f  s.J^i%2.>  :;l!^n4  zww  dl^ÄhtHige.Py«i«ii^^  r^qi^^\Hl< 
derselben,  dritten  ebenbildlich  li^^licb  oder  «iad  beide  ^c^r  «^ 
deVsel6eb  dritten  &e^ent)il(UicIia^  so  sing  beide 'eibai)wf  seips 

t\i;ftftit^  ^djb  V  ^WerdeB.die!dr^i  vetgU«heneD.PyraiHiidM/P^'tPv'  i^ 

id  ^oTdUe  ZMtnAkbii^teämig  ^itirä6l/t/'4as^  Ihte  ähnlichbn^kälten: 
linien  einander  pärälleL  isibd^  so  Ut  im  ^r^teii  Falle  jede  SaAtenlitiilE! 
von  P  parallel  mft  dien  eüti^preehenden*  Kantenltnien  v0ii  P  |fiid 


von  P,  Dod  die  Ricfatongen  dn  ähnlichen  EndAiitiM  gki«b,    eo 

4am  auch  j^de  Kf^i«f\\a\fi  |Vfin  P^  parallel  i«t|^fr,^  en^rff^y- 

dw>.||l!»iliiiiliM4  .**' J>  «wl  rtifihf  ^lt»ttbm«kftt»ng  JaighoJidi^ 

Enden  hat.     Im  zweiten  Falle  aber  ist  jode  mtf^linB  XB^'t\^ütih 

lel  nnd  von  eotvt^nftt^miKrHRwhikag-^i^iT&VitmlMkt^  ihr 
entsprechenden  Rantenlinien  von  P  und  von  P,  weshalb  jede  Kan- 

iB]UPdJdnit'iftrgI«i«hM'.Rt()bttM')dniä)nHefttan<£iidhnf>bU.>i'>(:r..h<l 

.?!I.  .1.:    „■Jiiiiil     ,v.J  ,,.,:,.',    -iT,     n    :..:!'l    .i-.l.i->.l     «;    .im-."     .imi:!< 


J.  4.    Erklärung.     Sind  zwebdnete 

K^nMim^  o^y.^er,emefl  ;{ii,X^ng^j  g)ei| 
den  lüiDtenljfli^,|ii,,)V.,   der  Aja^rp  itffl'Jft 


nltfll^.p,(^.,,det  ^a^rp  ;  (fflijKn,  lefly  K^ntciJiiyF,  Jff 
einen    an  l.anire  gleich  der    ihr    entsprechenden   Kantenfinie    der 

*iiAerfa)li'4S  lM'jede"eloiBb'efrbM^'<fei"kWdeiW.  ■■''■•''^-'"  " '■ 


§,  6.  Znsatz.  Jede  dreiseitige  Pyramide  ist  ihrem  Ehen- 
bttde'HDÜfirjMtiiiKali:  gleich  <gt^»bj  ^"ileide laiaeil ^kl  neblEch  in 
cttii^iieiit* 'KuSäJMtBenet^ng  vetwefeeir.  '■■■■■'■■ '•■•W-.i-.'i  i'.l'fMn-r  -ttU 


^g.j8|.J,|ei^4er  gegcDPildlirt  llpIl^c^^  «od-e^j^  ewe .)f aote^li^ 

f,^ejc  einfp.aj  ljSnfre,gleicb|  der  ept^xf^fpä^v  'Kmite^Y\mt  c,0( 
r', andern  iX'P'*???  jed^,^hteiiiirfie,aer  ^lai^n  .glpiflR]  der  eF)'(^PF.?f 

D1I4  der  anaecii. 

il  >  ß,  «Tv  I  -LtsihrsiBf  >J  :  JcUedreiMitiB  PytatDU[0a!<1V..lV,FiH. 
8(i>oder  «tn^*  T^l  Tj^ind  ihrCk^dUM  ft.liBbAi-/gUidk<gr<d8eB 
KOrperinhalt.  ^'' 

„'>l  B««rei-i.'.JMaii-verbiddsA>iibdi(äiSo,.B-ieia  iMjB  (Tai;  IV. 
Fig^'7>Vvei4NNMen.«iBdl,  iriJilf^«»,  das»  die  f^Mchän  KiMeBlitaiM 
cy  ■lna'^,,(f|>i'hi;'«6Rer''iliid)deE8ellMnih'nbdlgl«FlieviLiiiiel*u>4iä^ 
pnd  enfßegeijgesetete  Richtung  haben,  fKäbiend,Vc^x„jSlCtixy 


(ihÄ  ä„^,',x„t„^^^i\i'e6  verhundiV^ii:  PjTaüiid^ti  dar '"ei»' Vef- 
(Shgere  man  di'e'Ebeiie'Äjz  flter  %  ööd  die  Eb6»i'.'i^fii«aw,'fil>f* 
c„i/,  hinaus  und  lege  durch  itr  und  ta„  eine' E)beA6  :««„«'' '»6 
\4ird^eitit\w#MWg'p^inidebföTnign'<Batim  tmB,,ntas:d  he^nzt, 


1)  otn^2x^z„ap„  als  Darchiscbnittslinie  der  parallelen  Ebenen 
.T„m  und  cxx  mit  der  Ebene  xm  und  weil  z„a:„:^2X  ist 

2)  2„m:^ux  d.  h.  ^cx)^^^  Durchschnittslinie  der  parallelen 

#^^    j  I.  XL  >  Ebenen  a:,,m  und  ox,s2„  mit  der 

ox„ü.h.:t^c„ap,j  Ebene  um  und  weil  c,,ar,,i^cd?  Ut 

3)  ann^uz,,  d.  h«  #y//2//)  ^'®  Durchschnittslinie  der  parallelen 

#j   L    XL  }  Ebenen   zm  und  ly,^  or,,  z,,    mit  der 

ox  d.  h,  #3f2      j  £5g„^  ^  „nd  weil  .y,,«,,#yx  ist. 

Da  nun  xm:^uz„:^oz  nuAom^zx  und  z,^m4^tur,  so  ist  omz„ua:z 
ein  dreiseitiges  Prisma»  di|^ijflo-||^l^teht ;  da  ferner  z„tn:^iup^ox 
und  o/it4:^z,,ar,,  und  arm^t^i^// so  Ist  o.2;mz,,^,,tt  ein  dreiseitiges 
Prisma  9  das  aus  ß+d  besteht.   Da  nun  aber  die  beiden  liegenden 

per)  ähnlif^^  zu  nennen  habe,  M!:enn  sie  sich  so^usammensfenen 
lassen,  daiäl^ll  Wugff4lK«^|»^^eMMbn^^  Punkte 

des  einen  parallel  ist  mit  der  Verbindungslinie  der  entsprechenden 
Punkte  des  andern  und  dass  ,die  Aehnlichkeit  eine  ebenbiid- 
1  i  ch  e  Aehnlichkeit  heisse,  wk^titf  (Mfei  jede  Verbindungslinie  zweier 

|>jifUe  fif$  ejl|»n^leMfliR^)ltnffe^^ 

mit  der  ihr  parallelen  des  andern,  während  im  Faile  je  zwei  ein- 
ander entsprechende  paralleildl'>litni4fn  entgegengesetzte  Richtung 
haben,  die  beiden  Vereine  von  Punkten  (und  ebenso  die  beiden 
Körper)  gegenbildlich  ähnliche  heissen.  Daraus  folgt  dann 
leicht,  dass  je  zwei  ähnliche  Vereine  von  Punkten  (und  ebenso 
auch  zwei  ähnliche  Körper),  bei  denen  die  Gleichheit  einer  gera- 
den Verbind|inffslhiie    zw.eier  Punkte   des  einen    und  der  ih^  ent- 

Spri^cbend^'t%rnndtfffdn^fiW^/d^^'attA^I,  <\sai<li.än^  erfeätitit  ist. 
-?T.       .     V       .r        ...  ifj^iij^ij  g|ei«cli  ^ri. 

^  einl,    Wi^e  es  MM 
eb^kiBildfifch  glfci«hie 

___^ , '^b-^'n.;''   ■"  •••',"•  ''^.  '•-• 

'} '  H'^IMbht^l^lättli^>iidii>biir' später  weitere  MHAheilüneen* «M 
dfe'Aff  und'-WifeftBe',  wie^  den:  hier<  ausgesproehehen  Deibittib^ 
efitspr^Mndi    ilii^' Leh^e  von  der  Aehblidikeii   ttbeibsupti  danm» 

8tdfenf'Öf^n'W<lrd!e.'J  • '' •' '  ]  '  ^        '   /    •»•:»     •  '>    .■.:.-y^- 

>,\t,      olnii/f    .IM»!  .,♦    {;'»{!')•:'.••     J..-i:j    r.         •    .--i   ■.;•'!;     .-w  ■•      'ili;- «'.• 
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•  i"-     ''iJ»    J'.'      .;-'««-.       .'     •  .\- \.    onn  »/-..  ^.:       *•.   ^    !•  ii« 

sen  prismaUsclier  KSrper.iiiinier:.  der 

ITjoniiuiSfetimis V  das»  Hl»  spanneiide 
-Krnfl;  •  avsserKalli  der  Seiiwerpimkte- 

{•■»Ijm '.»'»:.;'•«••.•  •    •     i.    ;^    •  .     .      •  •,      1,«..    ).'.;   !  •';    .  ,  •    ••  .;.       ^.  ' 

11*1         ''                       ''•          •                     ••                 I           *•  ■• 

->!  I  TM  •:•,'.(!'.    I'     •      .•       '■'*,<,  I    •.'.-.  »! •         •■  I 

•1  Wm.^x  K,  ......,.:>  .i  •...•  J,      ;  Vom  deiif,,        .-..:,  ..J  «."    !.,/.    •  .'      i 

•i:.    .     J    .   ..  V       M:  M  I      ./,  I     ;  J       ',  //        .     ü      ^     ;•.     >    •!»     M    .f#L,    .r.j       IJ ;  t       "    .,      ij" 

Ü  ,'i'm;I     ',.:■     -i-.r  :     •»     i»  :'»  /      " '!•'•     •?./     '.HTI  ,  .■      Mili.-.s    '»•..  ••-''»•.;* 

•••:».,    >'.'.••  I    -^  •  >  j;": '  '  •         .  "  »'-     !  •  •  I    '♦  -i     .  !  t;  ti,  .',     f I ' •  i  J  I '  :  i  J  i    •;„'•••_  •  '* , 

I   -.1 -,'••    :"Mi)     («:•,..;"   i    1-./     •  .'   •:     V     ".IjÜ.m  ;    :•♦'/'•      ■?    ^^.    }  ,  ,.'.    {..J 

•«...;   '••    '■•)    ii  ff*-'»J  »■    ^   •.>•>.«!';•    j!»    ■"     '    .»«••,•»•/)    ';.!.•;  '.I  .    .»  «'.:.• 

.i.;  JB^T^it^  iiA  vierten  JBUnde  dieses. Arebrnj  SL. 293  u«  f.«  habe 
leb  .# uie^  .the0r,Qti6qb9  UoteisuchuDg  über  ^'^o^eÜ^^pg  pispatiscber 
Sitäbe.adt  ungleicbea  Qvkeri^fJmitten  mitgc^theilt^  »u.  aei*  ^ch  c^rcti 
m^ine  .V«i«ucnf9  M  iCuiii^ich^  6^werbe,riDsl;it^t.Bui;  EnviiÄteioj^ 
def  Eiai)tie|i4l  d^  Scbmiedeeiaenj^  v^rapla^t  W9raeQ.war,,    t^oif 

äMche^  Yecaqls^si^mig  hat  4>6,  vorliegi^iyde,  3^|b«^t«- die  )<^  9i^™|^ 
dP  Oefieotl)cb(:^t  fibemebe  >  da  .dl?  s  R(Bj[iHltate  aerselbeii :  tut  die 
Anwendung  von  Wichtigkeit  zu  sein  scheinen^  obgl^|cI|:  ifi^  A^lbf^ 
vom  wissenschaftlichen  Standpunkte  aus  vielleicht  nur  ein  geringes 
bieteesB^m  Aniäprucb^iiehinea  kaiin,,nlQb^habeiii4pb.ptber>Madurch 
nkblabb^en  laeiaen,  die.. mir  Von.  der.PcaxiS(.^«9telMe<Af^|^abpi 
ganslelenieoiaff  tm  behaindelo « '  und  es.  dürfte  (außp  ?a  bkf^eif<Qin 
sein 9  dass  die  Anwendung  des  hohem  Calcüls  Jo^rjEer  zqm.^iele 
geführt  oder  aligemeinere  Resultate  gegeben  haben  würde«  als 
wie  man  sie  im  Nachstehenden  finden  wird. 

Es  handelt  sich  nämlich  4dEHBL»  bei  prismatischen  Körpern, 
die  nach  der  Richtung  ihrer  Länge  gesjpannt  werden«  die  Dehnung 
und  demnächst  die  absolute  Festigkeit  unter  der  Voraussetzung 


2^9 

SQ  bestinitki«»^  d»^  die  äpannend^iKräft  nichts  ivfe  es  gewöhnlich 
mtraiiBgiis^tirt  Witd/ In  A^  Richtung  der  Schwerpunkis^Achse  des 
Kirp^rs,  (Sondern  in  eirU^m  bestimtiiteri  Afosrtande  ypn  derselben 
paen-pamllefer  Richtung  ^^irkt. 

.Bei  der  gewuhnlicben,  zuerst  erwähnitei;!,  Anoahiue  wexda«  alle 
Fasern  d^s  Körpers  gleich  gespannt;  /ile/erleideD  also,  gleie^ie 
Dehnungen  und  werden  zuletzt.  auc(i  m  gleicher  Zeit  «erretsseu«  -* 
Die  dieser  Anpabnve  etitsprechenden  Gleichangen  sind,  bekanntlich 

Ptfcm.^  undPri=*:F, 

•I 
worin  ,P  die  spannende  oder  zerreissende  Krall,  F  den  Querschnitt, 
/  die  Länge  des  Korpers ,  l  die  Dehnung  innerhalb  der  EJasticitäts- 
erenz^>  rn  dasMaass  der  Elasticität  und  JS  d^  dec  absolutep  Festig-^ 
keft  bezeichnet.  ,.,....  ;. 

Nicht  so  einfach  gestalten  sich  die  Gl^bungen,  wenn  die 
Richtung  der  spannenden  Kraft  ausserhalb  der  Schwerpunkts- 
Achse  angenommen  wird.  •  In  diesem  Falle  werden  die  Fasern  auf 
der  Seite  >  wo  die  Kraft  wirkt «  mehr  als  .die  auf  der  entgegenge- 
setzten Seite  tfes.  KSrperii  ausgedehnt,  und  das  endliche' Zerreis- 
sen  'Wird  'al»Q|  — ^  äüf  älinliche  Wljise  wie  beini  Zerbrecheh  der 
KOrpeir  —  succe^iVe  erfotgen ,  -  indem  die  äus^ersten  Fasern  auf 
der  Seite  der  grussten  Dehnung  zuerst,  die  gerade  entgegenge- 
setzt liegenden  Fasern  aber  zuletzt  zerreissen. 

Es  stelle  A  CBD  (Taf .  V.  Fig.  1 .)  einen  prismatischen,  vollkommen 
ekuM^iscben , Körper  mit  beliebigem  Qaerschnitte  T^y  der  In  verti- 
kuVer-SteUiHi^  seiner  Sehwerpunkts«« Achse  CD  mit  seiner  oberen 
Endfläche  bei*estigt,  an  seinem  unteren  Ende  aber  durch  ein  in  JB 
aufgehängtes  Gewicht  P  belastet  ist.  Ferner  sei  AB  irgend  ein 
Querschnitt  in  dem  Abstände  CG  =  /  vom  oberen  Ende,  und  A'B' ' 
sei  die  Lage,  in  welche  derselbe  durch  die  Ausdehpung  des. obe- 
ren Körperstückes  CÄB  übergegangen  und  darin  zum  Gleichge- 
wichte gekommen  ist.  —  .Offenbar  muss  nun  die  Dehnung  ÄA* 
auf  der  linken  Seite  der  Schvverpunkts-Achse  grösser  als  die  BB' 
auf,  der  rechten  Heite  sein,  dergestalt;  dass  die  Dehnungen  sKmmt- 
llchißr  zwischen  ,A  und  B  liegender  Fasern,  durch  die  UoDvergenz 
der.Ebenein.^^und^'JS'  bestimmt  werden.  Diese  beiden  Ebenen. 
sdkDeiden  sich  verlängert  In  einer  horizontalen  Linie,  die  im  Punkte 
0  projicirt  gedacht  ist,  und  die  nach  Umständen  ausserhalb  oder 
ioiierbal|l>  d^s  Körpers  liegen  kann, 

i  '  Man  kiärrn  dieselbe  als  neutrale  Achse  beträchten,  um  welche' 
dii«  Punkte  des  Querschnittes  AB  beim  Uebereange  in  dic^  Lage 
A'B^  eine»  drehende  Bewegung  gemacht  haben.  Ist  dann  dieElaslV- 
cität  des  Körpers  mit  der  spannenden  Kraft  P  in's  Gleichgewicht 
gekommen,    so  müssen  offenbar  folgende  Bedingungen  staüfinden: 

.  -  «  ■ 

"    1 )' die  algebraische  Summe  aller  Spannungen  in   AB  mtisrs 
gleich  der  KrartP,  rnid 

2)    die  Summe  der  Momente  all»  Spannungen  in  Bezug  auf 
die  bei  O  projicirte  Achse  gleich  dem  Moment  (P  .^O)  der.l^raft^ 
P  in  Bezug  auf  dieselbe  Achse  sein.     '      ' 
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Um  die  diesen  ^^dingungea  i^DtsprechendeD  Gleioliiuifieo?  bu 
bilden ,  sei  a:  der  Abstand  GU  zwischeq.  der  Riicbtiiiigslinie  der 
Kraft  P  und  der  Schvi^rpunkts- Achse,  ^  die  EntfaiDiuig  OCr  4er 
neutraleo  Achse  vom  Schwerpunkte  6  des  in  Betracht  gesogenen 
Querschnittes,  dann  ist  x-\-y=HO  der  Hebelarm  für  die  jCraft 
A  Bezeichnet  fertier  tf  die  iSmanhung  eidär  Faser  von  1  Quadrat- 
zoll Querschnitt»  die  sith  in  dem  Abstünde  ==1  Zoll  vöü  der  neu- 
tnilen  Achse  befindet,  so  druckt  <fz  die  Spanbung  einet'  gleichen 
•Paser  aus,  deren  Abstand  von  der  genannten  Achse  =z  ist. 

In  Taf.V.Fig.  2.  stelle  e  ein  beliebiges  Element  des  Querschnittes 
AB  vor  und  z  sei  der  Abstand  desderoeii  von  der  neutralen  Achse 
XY.  Betrachtet  man  dieses  Element  als  den  Querschnitt  einer 
Faser,  so  ist  dem  Obigen  gemäss  tfz  die  Spannung  dieser  Faser 
ffir  die  Einheit  des  Querschnittes,  und  für  den  Querschnitt  e  ist 
also  die  Spannung  ;=(r2e.  Denkt  man  sich  auf  dieselbe  Weise 
die  Spannungen  aller  übrigen  Fasern  bestimmt,  wobei  der  Factor 
^0  offenbar  derselbe  bleibt,  so  erhält  man  für  die  Summe  aller 
Spannungen  den  Ausdruck 

Nach  bekannten  Lehren  der  Statik  ist  aber  jSez^^^l^;  snb- 
stituirt  man  dies  und  berücksichtigt  zugleich  die  zuerst  ausge- 
sprochene Bedingung  des  GleicbgewictitSy  so  erhält  man  die  ilur 
entsprechende  Gleichung 

(1)  P^c.Fy. 

Ferner  ist  das  Moment  der  Spannung  der  Faser  e  in  Bezi^ 
auf  die  Achse  XY  gleich  i:,  oder,  wenn  ftr  «  der  rori^e  Wetth 
gesetzt  wird, 

also  ist  die  Summe  alier  Spannungs- Momente 

» 

Nach  Lehren  der  Mechanik  drückt  Zei^  das  Trägheitsmoment  des 

Sanzen  Querschnittes  AB  in  Bezug  auf  XY  als  Aehse  aus,  und 
ieses  Moment  lässt  sich  bekanntfkh  durch*  die  Formel  N-\-Fy^ 
ausdrJickeB,  wenn  N  das  Trägheitsmoment  der  in  Rede  befind- 
lichen Fläche  F  für  die  durch  ihren  Schv^^erpunkt  gehende  Achse 
VW  bedeutet.  Ausserdem  ist  P(x -^«)  das  statlsche.Moment  der 
Kraft  P  in  Bezug  auf  die  neutrale  Acnse  XY^  und  da  zufolge  der 
zweiten  Bedingung  dieses  Moment  der  Summe  aller  Spannungs« 
Momente  gleicn  sein  muss ,  so  hat  man  dem  gemäss  die  Gleichnng 

(2)  /^^+2r)=(y(i^+Fy^. 

Setzt  man  darin  für  P  den  durch  die  Gleichung  (1)  g^ebenen 
Werth,  so  kommt,  da  a  auf  beiden  Seiten. sich  hebt, 

Fyix^y)=N^Fy\ 
und  hieraus  findet  man  leicht 
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ein  Ansdrack«  durch  welchen  der  Abstand  -OG  der  neutralen 
Achse  vom  Schwerpunkte  des  Querschnittes  AB  bestimmt  ist«  da 
X  in  jedem  besonderen  Falte  als  gegeben  angesehen  werden  muss. 
imfolge  der  letzten  Gleichung  stehen  die  beiden  Abstände  x 
und  y  in  einer. ri^ciproken  Besiehusg  zu  einander,  dergestalt,  ifauw 

Ihr  Produkt  die  coostante  Grösse  np  giebt .  Nimmt  map  daher  den 

einen  gleich  NuH'  an,' so  wird  der  andere  unendlich  und  umgekehrt 
Für  die  eewuhnltche  Annahme,  dass  die  RichtungsUnie  der  span- 
nenden Kraft  mit  der  Schwerpunkts-Achse  des  Körpers  zusammen- 
fallt^ ist  :r=0,  also  ^=:co;  die  Convereenz  zwischen  den  bei- 
den Durcbschnittsebenen  AjS  und  A'S'  n5rt  also  auf,  und  alle 
F'asern  de&  Korpers  erleiden  folglich  in  diesem  Falle  so  gleiche 
Dehnungen  wie  gleiche  Spannungen. 

'  Vermittelst  der  gefundenen  drei  Gleichungen  ist  es  nun  leicht, 
die  Dehnung  irgend  einer  Faser  zu  bestimmen ,  wenn  der  Abstand 
derselben  von  der  Schwerpunkts  -  Achse ,  oder  — •  bestimmter  aus- 

§edrückt  —  von  der  durch  den  Schwerpunkt  G  (Taf.  V.  Fig.  2.)  mit 
er  neutralen  Achse  XF  parallel  gezogenen  Linie  VW  gegeben  ist« 
Bezeichnet  nämlich  4z a  diesen  Abstand,  jenachdem  die  frag- 
liche Faser  auf  der  linken  oder  rechten  Seite  von  VW  Hegt,    so 
ist  yi^a  ihr  Abstand,  von  AT,  'und  *r=<r(;y4:Ä)  drückt  die  zuge- 
hörige   Spannung    für   d^n  Quadratzoll   ihres   Querschnittes  aus. 

jp 

Nach  Crleichung  (1)  ist  aber  ascjPTf  und  wenn  dies  in  den  voti- 
gen Ausdruck  von  s  gesetzt  wird,   entsteht: 

P(ydb«). 


•     •        •      ■  I  •  f 
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oder,  wenn  man  ftlr  y  den  durch  die  Crleichung  (3)  gegebenen 
Werth  einsetzt,  .  ' 

Die  Cfleicliung  zwischen  dieser  Spannung  und  der  durch  sie 
bewirkten  Debinung  A,  letztere  für  eine  Faser  von  der  Länge  /ver- 
standen, ist  nun  mit  Rücksicht  darauf,  dass  hier  der  Querschnitt 
jener  Fas^r  =1  vorausgesetzt  wird, 

•  •      •      *  ■ 

wo  m,  wie  früher  erwähnt,  den  Elasticitäts - Modulus  bedeutet. 
Hierans  findet  inan  min  ^^=^z,9  mithin  nach  Substitution  des  obir 
gen  Werthes  von  s, 

1      «    W±aFx 

(5)  A  =  — ^.  mr . 
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mF'       N  . 
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Für  x^Og  d.  h.  für  die  ADDahme,  daas  die  Richtung  der 
Kraft  P  mit  der  Schwerpunkts  ^  Achse  zusammenfiillt,  liefern  die 
Gleichungen  (4)  und  (5)  nach  einander 


«=P,  undiitr 


PI 


Resultate  bedürfen  keiner  Erklärttqgj  dftsie  mit  deabek^oiii« 
ten  DehnuDgsgesetzen  elastischer  Körper  übercfinstimmen. 

Uebrigens  fiefert  nud  die  Gleichung  i$)  ffir  alle  positii^eii  und 
negativen  Werthe  von.  a  die  Dehnungen  der  zug^«b<>rigeq  iFa^ern^ 
Weiche  Deluiungen  g^ussej:  oder  kleiner  ausfällen  jijenachdem'  di^ 
Fasern  mit  der  spannenden  Kraft  .P  auf  derselben  oder  auf  der 
^ntgegeogi^^et^tea  Seite  der  Schwerpunkts  Achse  liegen.  .  Für  ne- 
gative Wertbe  von  o  können  die  Dehnungen»  wie  sich  weiterhin 
«eigen  wird,  auch  negativ  ausfallen^  und  müssen  dann  als  Zusam- 
mendrückungen oder  Verkürziins^en  der  Fasern   aufgefasst  werden. 

Verlangt  m£|n  .z,..B.  die  Dehnung  einer  Faser  Kennen. zu  ler- 
nen, die  In  der  Schwerpunkts- Achse  selbst  liegt,  so  ist  ck;=0  a^v 
setzen ,  und  man  findet  , 


(«) 


1= 
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Dieser  Ausdruck  ist  unabhängig  von  a  und  spricht  also  dasallge- 
meine  Gesetz  aus,  dass  die  Dehnung  in  der  Schwerpunkts- 
Achse,  wo  auch  die  spannende  Kraft  wirken  möge, 
uttter  übrigens  gleichen  Umständen  stets  den  sei  be^ii 
Werth  behält. 

*      »  « 

Vorstehendes  Gesetz  ist  von  Wichtigkeit ,  wenn  man  den  Elas- 
ticitäts  -  Modulus  aus  directen  Dehnungsversuchen  berechnen  will, 
wobei  in  der  Regel  die  obige  Gleichung  zum  Grunde  gelegt  wird. 
Offenbar  darf  dies  aber  nur  dann  geschehen,  wenn  die  durch  eine 
bekannte  Kraft  P  hervor  gebrachte: Dehnung  des  Ki^rpei:^.  in  der. 
Richtung  seiner  Schwerpunkts  -  Achse  gemessen  ist;-  ,  denn  s>onsi 
müssen  nothwendig  mehr  oder .  minder  iehlerhafte  Resultate  ent- 
stehen.  Um  dies  näher  ersehen  zu -lassen,  wollen  wir  die  allge- 
meine Gleichung  (5)  auf  einige  ^  besondere  Fälle  anwenden. 

Wir  betrachten  zunächst  den  besonderen  Fall,  wo  der  Quer- 
schnitt des  Prismas  ein  Rechteck  von  den  AhWssuogen '6.uüd  d 
ist,  und.  setzen  dabei  voraus,  die  Kraft  P  sei.  in  der  Miite  der 
einen  Seltenfläche,  welche  d  zur  Breite  hat,  adgebraCht;,  dann 
hat  man  bekanntlich  F=bd,  N=z^^bd^,  xzzz^a;  also  entsteht 
nach  Gleichung  (5) 


PI    d^6a 


möd'      d 


Will  man  hiernach  die  Dehming  der  Faser  betttianweir,  Ale- mit *P 
in  derselben  oder  die  in  der  gegenüberstehenden  l^ejt^nflächfv  des, 
Körpers  liegt,  so  muss  man  in  beiden  Fällen  a=zld  setzclii,'  und 
je  nachdem  man  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gelten  lässt, 
erhält  man  nach  einander  .         '  ' 
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•   .>    < .  i 


>     i) 


In  der  einea  SeltenflSche.  »findet  also  im ' vwli^genden  FaH« 
dne  Ansdehnudg  statt».'  weldie  vieviiial>  in  der  andern  Seiten^ 
iftebe  aber  eine  V  eridüranHf^  der  Fasern  y  «velclie  d  oppet  t  c»  fro». 
iet,  dbs.  die  Dehming  in  .  der  Schwerpunkts- Aehse.  IMe  neutral« 
Achse  miiss  also  imierfaalh  des  Korpers  liegen»  und  ini  de^  That 
ewieMi  sich  ihr  Abstand  jr  von  der  Schwerpunkts -Achse  nach 
Gfeichung'  (3),  wenn  daria  die  obigen  Werthe  von  iV,  P  und  so 
eingesefzt  werden,  gleich  Ji2.    . 

Für  einen  cyltndrischen  Stab  mit  kreisfiirtnigeBi  Querschnitte 
ist,  wenn  r  den  Halbmesser  bezeichnet,  F=:znr^,  iVisJm^;  also 
entsteht 

Pt     r^±Aax 

f  I 

{(immt  man  nun  iiß  i|Iraft  P  in  einer  Seitenlinie  des  Cylindertnan* 
tels  an,  so  dass  iar=r  ist,  so  eigiebt  sich  die  Aeodetwig  dert 
Länge  in  dieser,  so  wie  die  in  der  gegenüberstehenden  Seitepn 
linie^.wenn  nc  bezüglich  gleich  +r  mi  gl^h  •— r  gesetai  wirdi. 
Es  entsteht  nämlich  nach  einander 


während  slqb  .zugleich  ^  ;=  Ir  ergiebt  Die  Werthe  von  ^  uod  l^ 
weichen  hier  also  noch  mehr  von  einander  ab>  als  vorhin  bei  recht-, 
eckigen  Querschnitten.  .  . 

iDass  nun  diese  Ungleichmässigkeit  in  der  Dehnung  der  Fasern 
bei  genauen  Versuchen  sehr  störend  auf  die  Ergebnisse  einwirken 
kann,  wird  einleuchten,  wenn  man  die  Schwierigkeit  erwägt,  den 
zu  prüfenden  Körper  (etwa  eine  diicke  Eisenstange)  an  den  Enden 
^e  zi^.  fassen,  daas  nicht. auf  dej;  emen  Seite  ttussere  Spannudgen 
entstehen,  als  auf  der  entgegengesetzten.  Es  zeigen  sichcnna 
sofort  grosse  Unregelmässigkeiten  in  dem  progressiven  Fortschrei- 
ten der  Dehnungsgrossen  ml  den  zunehmenden  Belastungen,  wie 
ich  das  bei  meinen  Versuchen  mehrmals  wahrgenommen  habe, 
ofMuedass  ich  mir  diese  Erscheinung  anfUnglich  erklären  konnte. 
Jene  UnregelihäBsi^keiten' zu  vermeiden,  Ist  aber  am  so  schwieri- 
ger, iäls  es  sich  kaum  >aiisfOhren  iässt,  die  in  der  Schwerpunkts- 
Achse  statthabende  Dehnung >  welche  allein  maassgebend  sein 
fcami ,  mit  Sicherheit  zu  beobachten. 

,  Nach  dieser  Abschweifung  in  das  Gebiet  der  Praxis  kehre  ich 
wieder  zu  der  torliegenden  Frage  zurück.  Es  bleibt  nämlich  noch 
übrig,  die  absolute  l<  estigkeit  des  prismatischen  Körpers,  oder  den- 
jenigen Werth  der  Kraft  P  ku  bestimmen,  welcher  mit  der  genann- 
len  Festigkeit  im^  Gleiehgewichte  steht.  Zu  dem  Ende  hat  man 
ndch  .Gleichung  (4) 

.."  .         . *  .1 

...  ..,•    . .  jy 
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worio  $  die  Spannnoff  tderieDigen  Fastr  bedeutet,   deren  Abstand 
von  der  Schwerpanlra-Acbse  gieicb  a  ist. 

Da  es  nun  mit  Rucksicht  auf  die  vorliegende  An&abe  nur  dar- 
auf ank<MttiDt«  den  Widerstand  bu  ermitteln,  den  der  K5rpbr  .durch 
seine  €oh&iion  einer.  Trennnng.  seiner  Theile  «berhau^.enlg^ett 
zu  setzen  ien»&Kj^  so  ist  einleuchtend,  dass  hüerbeinur  dleS[ian* 
Bteg  derjenigen  Faser,  welche  am  ersten  äerreiss^n  WiiA,  inaaeto- 
gebend  sein  kann.  £s  darf  also  zuvurdersi  er  nur  poMtiv  genom- 
men werden ,  und  ausserdem  ist  unter  's  diej^nlf^  Spännung  zu 
verstehen,  welche  mit  der  absoluten  Festi»eit  jener  Faser  im 
Gleichgewichte  steht  Bezeichnet  mab  diescuDbe  Air  den  Quadrat* 
zoll  des  Quersciiiiittes  mit  K,  so  Ist  also 
•    i,  ..  /     -  •  •  ■  ■  ■ 

^ N 

(7) 


'N+aFa: 


der  Ausdruck  für  die  absolute  Festigkeit  des  ganzen  Körpers.  Für 
a:=0  entsteht  daraus  P=zKF,  welches  die  bekannte  Formel  für  die 
absolute  Festigkeit  unter  der  besonderen  Voraussetzung  ist ,'  dass 
die  zerrelssenue  Kraft  in  der  Richtung  der  Schwerpunkts  -  Achsel 
wirkt.  Fällt  aber  die  Richtang  d^^  kraft  i^it  derjenigen  Faser 
zusamm4}n>  die  ^bei  der  Trennung  des  Korpers  am;  ersteh  zerreisst, 
so  muss  a=a  gesetzt  werden,  und  es  entsteht 

(8)  ^^-F^      • 

-  '  Wenden  wir  diese  Gielchuiig  auf  die  ^Vprhiri  bett^c^teteti  be- 


sonderen  Fälle  an,  so  ist 

1)    für  einen  rechteck 

6  und  di    F^bd,  Ni^,^^id^  und  «=r:  Jrf;    also 

»     .    ,     ■  .'•    .  . 


1)    für  einen  rechteckigen  Querschnitt  von  den  Abmessungen 
d  dt    jP= 


'     2)   fär  einen   kreisförmigen  Qdeivchttitt   vom  Halbmesser  r: 

FtöÄT*;    iVsrjÄT*  und  tf=r;    daher 


Pzs^lK.miK 


.  .  Der  Widerstand  gegen .  das .  Zjerreissen  beträft  also  beiemeln 
vierkantigen  Stabp,  wenn  die;  i^erreissende  Kraft  m  der  Mitte  einer 
d»  Seitenflächen ' angebracht  ist,  nur  den  vierten  Theil,  bei 
einem  runden  Stabe  aber,  wenn  jene  Kraft  in  einer  Seitenlinie 
seines  Mantels  wirkt,  nur  den  fünften  Theil  desjenigen  Wider- 
standes, den  die  genannten  Körper  einer  Kraft  entgegen  zu  setzen 
vermögen,  deren  Richtudgslinie  jedesmal  mit  der.  Schvrerpunkts- 
Achse  zusammenfallt. 

In  manchen  Fäilofi  ..der  Anwendung  kann  aber  die  Richtung 
der  Kratft  auch  ganz  ausserhalb  des.  Korpora  zu<  li^^en  konmie», 
welches  unter  Andern  bei  einem  offenen  Haken  (Taf.¥l:Fig.3.)  der 
Fall  ist.  Nimmt  man  z.  B.  an,  derselbe  sei  aus  einem  runden 
Eisenstabe  vom  Halbmesser  r  gebogen  ^d  setzt  demgemäss  f&r  F, 
N  und  tt  die  vorhin  ang4^^b^i^  Werthe,  so  hat  man 
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I    < 


/>=:m^ie. 


r+ix' 


wörlD  X  gleich  dem  x^bstande  GH  ist.  Setzt  man  die  ganze  Weite 
des  Hakeiw  DG=:^a  und  a?=:|a,  so  ergfidirt  sich  seine  Festigkeif 
durch  die  Forme! 


P^m^K. 


r+2a 


Je  «weiter  der  Haken,  desto  «eringer  et^ebt  sich  hiemach 
seine  Festigkeit,  weshalb  man  in  oer  Praxis  diesf  Weite  niemals 
grSsser  machen  darf,  als  es  mit  Rücksicht  auf  die  übrigen  Um- 
stände durchaus  nothig  ist.  In  der  Regel  wird  DG:=^2,AB  oder 
a=4r  gemacht,  wofür  man  Ps=^.7sr^K  findet.  Die  Festigkeit 
des  Hakens  beträgt  also  in  diesem  Falle  nur  den  9ten  Theil  von 
der  absoluten  Festigkeit  des  dazu  verwendeten  Eisens  im  geraden 
Zustande. 


h  , 


'  / 


saf^enthüiiiliclie,    leicht  fassllcIieV  in 
systematlsclieiil  Zusantmeiiliaiiffe  ste- 
hende Beweise  bekannter  wteMMiger 
Sätze  aus  der  Comhinationslehre« 


)  i 


Von  dem 

Hotfii  Proi^or  Dr.  He^&el  in  Marburg. 


'  t  i 


.  I 


,  .  » 


,'  „t^y  yi^n  bei  den  iCombiüatotischen  Arbeit»»  keine  aolobe  U^ 
i9<jbi;änlMing^n  vwirgesditUben  sind,  durch  Welche  «in  hHufigerer- 
Gj^brauqh  >des  <fnen  und  ein  seltederer  des  andern  Elements  hedibct 
wird,  so  muss  jedes  der  gegebeoen  m  Elemente  in  der  49eaaimiu-i 
heit  der  Complexionen  der.nten  Classe  so  oft  enthalten  sein  als 
das  apdere.,,  .        . 

2.  Wenn  keines  der  Elemente  in  einer-  Complexion  mehr  als 
einmal  vorkommen  darf,  oder  wenn  die  erlaubte. Wiederholung  für 
alleElemente  ganz  unbeschränkt  oder  in  gleichem  Grade  beschränkt 


zaRU 

statt  finden  darf,  so  wird  hierdurch  keine  Verschiedenheit  im  Ge- 
brauch der  verschiedenen  Elemente' vorgeschrieben. 

3.  Man  findet  daher  ^  wenn  keine  eingeschränkten.  Wiederho- 
l«pgPQ:io«Bi^t(achi  komme»!,  die  Anzahl  rA),  weldtiä  angibt^wiä» 
oft  eines  der  m  Elemente  in  der  Gesammtheit  der  Complexionen 
der  nten  Classe  vorkommt ,  wenn  man  die  Anzahl  (  Cj  der  Com- 
plexionen der  nten  Klasse  aus  tu  Elementen  mit  der  Anzahl  n  der 
E|[em«qt09:die  in  jeder  Compftexion  enthaUea  Mndy  muUiplidrtl.und 

mit  dei;  Anzahl  m  der ^geg^benen  Elemente  ifividirt  t:   /  <  i > >   -    t << :  > .^ 

.....  •     .  ,  i        '  . 

.    '    •  •        .>      /        ..•  •  '•  j'     ••.,.'  .1  '■;  •;•*■--  o  ;♦* 

'  Da'nämlicli  die  nie  IQasse  jf  Cj  Complexionen  und  jeä^K(^s«e 
derselben  n  Elemente  enthält,  so  sind  in  allen  Complexionen  der 
nten  Klasse  zusammengenommen  n.f  C\  Elemente  enthalten,  mit- 
hin ,  da  m  Arten  von  Elementen  da  sind  und  von  einer  Art  so  viel 
als  von  der  andern,   so  ist  in  allen  Complexionen  der  nten  Klasse 

aus  m  Elementen  jedes  der  m  Elemente  —  .(Cjmal enthalten, d.h. 

4.  Umgekehrt  findet  man  daher  di^  Anzahl  der  Complexionen 
der  nten  iUasse  für  m  Elemente  durch  die  Gteichuog 

*  'S»»WlM^n2=m,^fio  hät'tn^n    -^   ^  5  .     .  p..  ?■  **? 

6.  W^.«n  man  dahej/'j^  j  aL-nderweitigilleilUniint,  so 
hat  man  in  derGleichungJ^)  ein  Hülfsmittel  zur  Bestim- 
mung von  (CJ,    welches    sowohl    für    Permutationen, 

Variationen  und'  Combinationen  ohne'>Wied^rfaotun- 
g'e'n>  als  auch  für  Variationen  und  Combifratfonefi  mit 
ttnb'eschränkten  Wieder h Ölungen  brftttohba'r''i0t; '  tvfe 
folgend^  AbseinandersetzuDg  zeigt*     '^    i  ^  "> '    •' 


'  /rm':in^yi^\'''',/.n,\   -^'j/ms^'i ßn^'^n  *}isyH^ 


,  ,<       .  « 


>';-Miv     ; 


a)   Permutationen  ohne  alle  Wiederholungen. 


K  ffi^r  ist  m==n,  akp  fCjsiMj. 
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Bildsag  dlar*  tktto  »dar  ntea  JLIsb««.  ' 

'  .Iteeni)  ^ins  der  ffl  Elemente  IseisC  sich  al|eh  Cq^pIeilOniett  der 
(m-T-^jten  tUasse  aus  den  (in — 1),  übrigen  Elemebten  afiseteeb,  uQd 
xvrit  an,  jelde  in  ih  TerscfiiedeneD  Stellen  (als  eiste«,  zweites^  drif-: 
tesi^ji^.w.'  mtes  Eteroent)  *) ;  kämmt  alao  in  der  mten  Klasse'mmal 
so  oft  vor,  als  ComplezionCD;  der  (m~rl)teD  Classe  möglich  sind. 
Daher  ist:  '  '<    j    .1 

L   ( A]^=.m(    C  ):  also  auch  cemlUfl /I) : 

\iÄ,.W  also',  w 
(m— 1),  (m— 2),f'..¥iidMi/"c  \  rV)^^^n4et,UDddie  gefimde- 


nenWerthe  in  U.  BahBt\tnitt/c\=mCjd^'\  =  m{m-~l).C7^\ 

iT4Uei!««ilMBtv.^^c0t>^cVn=i(  aldo  (^-»t<(l— il))=d2iw*den 

>fa«Bv,»<»-Awa  :T~i-i   .''-■-'.'.      .,.)"-.■"  '.-■'.  ■..'!    cl--,: -■..,   .,!■  ■„,, 

III.    ('c)=n^m—l)(mr~2)im~S)..J3.%l=l.i.Z...m 

^  Anzahl  der  Permtttationen  ohne  WiöAerholan^en 

"■■■;""'"■*  ■■■'■"fift  ih';«leib'Wi.'tb';''-'äUo'atiik  l.l-..ir;,  -,-  ,. 

IV    (3)  =  1.2.3....m.         ,1.;,    .;;.,,   .„,,,„fj 

Bildnog  det  nten  Klasse. 
(fl— l)ten  KJasae  awi'«UD:(»>Ul)'Ar^flBrltUdDeDteD  als   erstes. 


■■I.'    ^f^:':E»  -gibt    snni-  fioi^M^  d{«';i 

Safatang'  dca.  EIo^Katra    tJ.iin  «Ue  der'  \ 
^gft.atBll»!!,    d'B   in:  der  .  PwWtcUuwg    ' 


m^ 


I.UI.  |cl'  durch  PwiMi-aaitge- 
ind,  Bebonat^eitde  .vier  pontple^  , 
3W  4tiii 'RIa«e.  "      ■         "'^ 


In  ähnlieher  Art   könaeo  die  übriceD  ComplezioacD   der  41 

~    '  't6  dntbni^'KhiM*.j(«ob,  .^yl 


■M  da«  'äbtigfciii  Gompl« 
c6a)  hergeleitet  werden. 
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zweites^  drHtes /ri«A  w. «tesEleneol^  d* h^ln  n TerdclitäeDeo  Stei- 
len, Wg^y^t  weiden»  Es  ist  alsio  |die|  ^abl,  welche,  abgibt«  wie 
9,ft  eip  J^Iement  iii  der  nten  Klasse  aus  »t  EtementeD  eDthalten 
ist,,  nmal  .so  gross  als  die  AnzabI  der  ComplexioDep  der  (nf-l)teD 
Kjasse  aus  (m — 1)  Elemeuten.    Diess  in  ZeicbeD  ausg^kbückt^  beisst  • 


/« I 


;.    .»'  I 


i=  -(  Aj,  80  Ist  Mer: 


=im|:^-l)r(«_2).y.(m-(^-l)/"^V 


WO  Dotbwendig  eiomat  f  C;   )  =  (       C      >  werden  mnss,  nendicfa 


w^im  |9i=:n — 1  wird.   ~       '  ^  v.  * 

>  b fiv  ifat  aber-  d^ton^/    . C^.   j x=m^iik^i)^  weil  m^h*«-l)Elef 

mente  m  — (n — 1)  Unionen  geben.     Aucb  ist  dann -lii-f^d»--«!) 
=m — (n — 2),  also 

III.    rcj=m(iii— l)(m— 2)....  (m— («— 2)))Ei»-(fi-.i)) 

=  der  Anzahl  d.e,?./Vairl&tipn®.P  ohne  Wiederholungen 

zur  nten  Klasse  für  m  Elemente; 


hieraus  er^bt  sich 

."jj"-!*   .';-:'  ito):i';.B.illd«n^'t4erii»teA<KUis8«»  '.-    .1/  -    :..--•-; 

9.  Wenn  man  eines  der  nt  Elemente  allen  Compiejdonen  der 
(ftT-l^ten  Classe  für  m  Elemente  zur  Linken. anfägt,  so  erbftlt  man 
alle  Jone  Ooiüplexlonen  der  nt^n  Klasse ,  in  welchen  das-  fiEagKche 
Element  in  d^r  ersten  Stellip'  jeder  Compiekion  sMt  befindet'-  t>a»- 
selbe  gilt  von  iedem  andern  Element  tu  Bezieimng  auf  die  betrer" 
fende  andere  Ordnui^  *)  der  nten  .{UafKse.*  •. 

Jedes  Element  ist  also  )n  der  nten  Kla^e  sovielinal'  9i»  ersteh 
Element  yorhänden,  als  die  (n-^l)tä  Klässö  Cdmplelf one^  zlÜti 


^  Alle  jene  CompleKionea' eisM  KlasMy  die  einerlei  An  fange  eie- 
rn ent  haben,   zu  einerlei  Ordnuig  gerechnet. 


Es  ist  aber  jedes  Element  ebeo^p  oft  ja  jeder  der  n  Stellen  vor- 
handen, als  es  in  der  ersten  vorkommt  (weil  keiner  der  Stellen 
irgend  ein  Vorzug  zusteht) ,  daher  muss  hier 


'         < 


i.0^«.(c*).  . 


sein;  df  nun  gemSss  A)  gilt  {c)c=;-/-4)',  so  ist  Mec    \ 
■\  "    •  ' -„    /-fix--       /^^^     i'--     •'•'^ 


wer- 
den  mufiik. 


wo  r  (f  J  einmal  =i(Cj,  also  (n— /?)  =  !,  folglich  p:=(n — 1) 

Es  ist  aber  lV)=m,   weil  m   Elemente  m  Unionen  geben; 


it  aber  [if)=m,   weil  m   Elemente  i 

alsb  witd 


^  —  .      .   ».\ 


se  aus  m 


1 1 


=='An7a;hl  der  Complezionen  der  nten  Klasi 

Elem»^nteii  beim  Vartireii  mit  nnb>Vehr&akdt0m      .<r 

Wiederholungen. 

Hieraus  folgt:    (*c)=±ii«*^^  ,  lind  man' hat' alsöCAiiei* :       ' ' 

W.  (A)—n.(  C)=n.m^^.  h;r.    •r.iu 

i)  Üomiinationen  ohne    Wiederholungen/^ 


•    i  •  i 


.0    ./•    «/     :5  •     »ildun^  d^r  nten  '^iass^.  '      » 

10.  Wenn  man  eines  der  m  Elemente  an  alle  Complezionen 
der  {n — l)ten  Klasse  aus  den  (m— 1)  übrigen  Elementen  ansetzt, 
so  erhält  man  sämmtllcbe  Complexionen  der  nten  Klasse.  Man 
hat  also  für  die  Anzahl^  welche  angibt,  wie  oft  df^sei^^  folglich 
ledes  Element,  in  der  nten  Klasse  gebraucht  wird,  die  Gleichung: 


•  •  • I.  (i)=("lc\j  ' 


da  nun  gemäss  B) : 


■ '.  j 


•  *  •  -        « 


800 


•  •  -  »  '  *  •  •  I 

SO  ist 

n.  (c)=;.^^),u«,. 

_m . (m— 1)  (gir— 2)(wt— 3)....(i»^p— 1))  x«i-^x 
-   n.(n-l)(tt-2)(ii-;j)....(n-{p^l))     Vj;> 

wo,   weoD  pss^»— 1)  wird,   aiich*{  C  V^  f  C^=[6     C    ^ 


=m— (n— 1)  und  m— (p— l)=m— (»— 2),  and  it—(p—l)=2  wird, 
so  dass:  '  , 

III     (c)  — ^("'— ^)  (»«— 2)>»-(»»— (n— 2))  ■  (wt->(n— D)    . 

ist,  welcher  Formel  man  auch  folgesde  beide  Gestalten  gehejfi  kann : 

Q)    /g\      wi(m-l)(iii^2)....  (mr^n—D)     .        /AnzahlderCom. 
^^    ^m^  l«2«2«*«<fl  .       .    'ff*'      Iplcxionen  der 

,  f         jiten  Klasse  aas 

cim    Combmi- 


-'''  V,/  1.2.3....(».-n).       .     .   'T        Uerholnngen, 

SO  dass  die  Formel  Q)  die  bequemere  ist^  wenn  n<(iii— n),  und 
umgeke^,  3),yorßUf:iehep  isti,  wenn  (iii-pfr)<;.n.. ,  ,j.  .  .^    ..    ., 

Hat  man  z.  B.  für  60  Elemente  die  Anzahl  der  Temionen  zu 
finden,   so  ist  3<(60— ^),   alsp  die  Fonjou^l  Q)  zu  brauchen,  und 

man  hat  '  -'  •.- .  w r-  (  "t    \ .        '.\)  .  ; » 

.u  :  .\  \.  ^x '.  ;\  A'.  ■  ^  ,    r;    '^  •   •  v\   •  •     ■  \  \  »V  >t.  • . ..  i  o  *;  ( :• 

Ist  dagegen  für  6  Elemente  djc^  lAozabl  der  Complezionen  der 
4ten  Klasse  zu  finden,  so  hat  man 

•  •'••     ■     •  I  '"    '       •  .      •      :.      \     ■  ■•    •.       .  ;         ,     j«. 

'■«■  > 

.  -  .  -         .  •  .•  .    , 

•  *  . 

,  *)  Es  isit  aämUch  jedpr  Prnch  ^jäÜ?;    Ut  also 

»=m(m— l)(m— 2)..^(m— («— 1))  und  ^  =  1.2.3«..» 
und  y=1.2.3.,-(it+jn— n):p:1.2,3^..m,  so  ist 


'>i 


ys»      ■*         1.2....(m^if}        T"' 


•     •   i'  ).. 


<> 


m 


.         *  l 

Aus  0)  folgt  mit  Rücksicht  auf  I. 

'  Vm-'  1.2.3....(n — 1) 

AUS|».    folgt  ,1  \.      yy 

\m^  1.2.3....(»lr-^)x       ..„ 


•:j.    ■{••'»     .'  • 


iy  . 


£)  Combinationen  mit  unbescKr&nifft^^'^^ieder holung en^ 

Bildung  der  nten  Klasse.  ,  ..  , 

11.  Man  erhäU  die  naich  e^m^nder  folgenden  Ordnungen  der 
nten  Klasse  von  CoinMnaJtionen  mit  UQ)>^scEribkten  Wiederholun- 
gen  aus  m  Elementen  dadurch ,  dass  man  nach  und  nach  jedes 
der  m  Elemente  an  alle  diejenigen  Complexionen  «der  (it-^l)ten 
Klasse  aus  m  Elementen  zur  Lmken  (oder^  ivenn  es  nicht  um 
regehsiässie^i   soiid^n  tiur  uthltolUtSiidfge'Atifz&Müng  'der  Com« 

ElexianeU'  der  nten  Klasse  ^u  thun  ist^  irgendivo)  ahsetd;/  welche 
ein  niedrigeres  Element  enthalten. 

12.  Wenn  man  also^  das  niedrig^^fe  d^r^n  Elemente  allen 
Complexionen  der  (n  —  l)ten  Klasse  aus  denselben  m  Elementen 
zur  Linken  ansetzt ,  so  erhält  man  alle  diejenigen .  Complexionen 
def'^^teri.Kfasse/  welche  da^  niedris^st^  EleiUifent  enthalten!  Und 
zwar  ist  dftS'  ^^flngste  Elem^t  iii.  fifsen  Complefionep,,,(a|f^;;|n, 
der  ganzen  «ten  Klasse)    '  *  j'  / 

erstens^  so  viel-mäl  if^  der  c^rst^ta  SielJ^  vi^rbanden,  als 
die  Anzahl  der  Complexionen  ^e|''(n—l)ten  Klasse 
beträgt  (denen  es  zur  Linken  angefügt  wurde},  wäh- 


I  •  •   I 


zweitens,  in  den  übrig>en  Stellen  s^, yieL  mal  vorhanden 
isti    als  es^  in  aijen  iSterieö  der  (tI— l)ten  Hi^a£@ 


Torhsniden  Ist. 


j.    "     '         vornanaen  ist.  «tv 


1  I 


•  13.  Jedes  »der 'fH  Elemente  ist  aber  in  einer  und  derselben 
Kliässe'^o  oft  erithaUe'D^  sils'das  faiedrigste>  weil  däai  Huher-v  qdei; 
Niedtiger-'8*fiu  der  Elemente  kein(ö  VetschiiedjeDheit  der 'Anzahl; 
welche  angibt,  wie  oft  ein  Element  in  einer  Klasse  vorzukommen 
ha^V.hesvorrufly  dft.ioafli  lia:  je4<ä  ^lAer  m  Blemsnlii  .^x-Au»  im*^ 
drigste  muss  betrachten  können.  Es  ist  domniuib  für  j;e^des 
Element 


»        »      I 
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Da  nun  allgemein  g^mlss  B)  Iiii4  Af } 

(c)=J(.>„(i)=^(c), 

so  maas  auch 
mithin 

0=(T)+"-i'(f)=<'+"-i*)(T)==^C«') 

sein;  also  gemäss  B)z         

folglich 

.  „.  ©==i=rJ;(^'). 

Es  ist  aläo.- 


Hifl,  webu  (. v.)==(Cjf==m  wird,  auch  n— p=l,   also  jp;:^::^»— l, 

mithin  auch  iH+n— pt=m+l  und  n — (p— 1)=2  werden  inuss^  so 
dass 

•'■■■.•' 
ist^  welcher  Formet  man  auch  folgende  beide  Gestatten  gel>en  Itann : 

m  j^^N^^K^tflK^t  m>-(T»+"-l)    ,  (  ;• .  ;,  A;^ahi  aer  Cm- 
^m''  1.2.3....n  I  .,  pl^sipuen    der    nten 

-t  ) KlasseausmElemen* 

"™  l^tenheimCenibiiiiren 

/A\^(n+l)(n-f2)(n43)..^(>»-fiii--l)  /      i»it  unbe.chaattUn 
>Vv£;-- 1.2.*...(m^l) r\      Wiederholungeil, 

w^  wieder  O)  hisquealer  ist  als  y)»  wenn  fi<(m^l>mid  umgekehrt 
Da  nun  nach  A) 

0=1(0).. 


:{. 


IVa   (a)=^  .  m(mH-l)(m+2)..>.(m+n— 1) 


-  1.2. 3... .(«-!) 


oder  narh  )) 


IVi 


'  0=5 


n    in+iHn+2)....  (n+m-^i) 


_n(n+l)  (ft+2),...  (n+m-'l) 

X  •  M  '  Vf.*.  9» 


14. 1  Aus  L  unter  13.,  d.  h.  aus  der  Gleichung: 

(i)=(V)+c:i^) 


folgt : 


mithin 


i 


(i)^(c')+Cc')+("i") 


•  •    ■       -*•■! 


WO 


wein  «— |>=l  wird,. auch  r  ^  j  =  l  ist,  so  das»  .     '  ^. 


^  m  -^ 


_  ^  ,  m  ,  fw(m+l)  ,  m(m+i)(m+2)  ,         m(y/i+l)...(m-t'n— 2) 
-^+1+     1.2     +        073        +  •+       1.2...(n-.l)       • 

Es  ist  also  die  Summe  der  Reihe : 

^\  4  ■  "*  ■  m(m+\)  .  w(m+l)(m+2)  ,       m(m-t-l)(m+2)...(m4-n-2) 
S)  i^i  +"Tr2     '^       17273       +•  "^  r72.3...(n— 1) 

fm+l)(m+2)m)+3)....(wi+w— 1)      n(n-fl)(«+2)...(w-fm-l) 
""  1.2.3...-(w— 1)  "■  1.2.3...fii 
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Die  Reihe  ^)  ist  die  gemeiDSchaftlielie  ailgem(B^e!rFero^.riap 
foigeDde  bekaDDtlich  höchst  wichtige  Reihen ; 


/ 


'_  J  ;•.. 


/  . 


•  •  •  '    IL     II      D      I      li 


i' .  < 


•    •    •    • 


K> 


i 


,.    i\\ 


J-  -   . 


^-  i  ' 


«  *  • «  j<» 


c«         i-i 


1^ 

CO 


3 

>w^        •         •        •        • 

t      ..   . 


8 

+ 


:    :      t    : 

91      Im. 

1  V  :.^ 


■*■ 


U-4 


3 

+ 


•  •      •      •    • •  "r 


I' 


I 


.\\ 


8 

+ 


V* 


09 


I 


10 

S-  i 


C 

\»-*^ 


I. 


Ca) 


2. 


'S  ^  > 

•4-   ^  * 


s    ^ 

i'-' 


> 


8^. 


OB 


^ 


CO 


OB       .>. 


OB 

5= 


^r 


t^ 


\*"  ) 


(t. 


(r  •  ;v  :u-. 


'  •     ( 


V     .       I- 


\-      t 


•-,    j 


V.  j . . .  ^ « . .  ■      i 


-     -  -  «  ' .; 


-  i 
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Uelber  die  AnnSsungr  der  Olelclmiiff 

wo  a,  6,  €  gawae  Zahlen  jbezelclineii, 

in  granzen  Zahlen. 

Ans  einer  Abhandlung  von  Canchy  (Exercices  de  Mathtf- 
matiqnes.    Qi^  Livraison)  ausgezogen 

TOB 

dem  Herausgeber. 


t 

Wenn  man  in  den  Fonjielit 

für  u,  V9  w  beliebige  ^nze  Zahlen  setzt,  so  erhUt  manj  wovon 
man  sich  durch  ganz  leichte  Rechnang  auf  der  Stelle  überzeugt» 
allemal  eine  AuflSsung  der  Gleichung 

in  ganzen  Zahlen.  Vorzüglich  kommt  es  nun  aber  hierbei  darauf 
an,  dass  man  zeigt,  dass  die  Gleichungen  1)  auch  alle  Auflösun- 
gen der  Yorhergehenden  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  liefern,  welche 
es  geben  kann,  was  bei  dieser  Untersuchung  bei  Weitem  die 
Hauptsache  ist. 

Um  diesen  Beweis  zu  fuhren ,  wollen  wir,  was  offenbar  jeder- 
zeit verstattet  ist,  annehmen,  dass  der  grSsste  gemeinschaitliche 
Theiler  von  a,  ft,  c  die  Einheit  sei,  oder  dass  diese  Grössen  rela- 
tive Primzahlen  seien.  Sind  nun,  dies  vorausgesetzt,  JE,  F,  Z 
drei  ganze  Zahlen,  durch  welche  die  Gleichung 

TheU  Vn.  10 
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aufgeloht  wird»  so  ist 

2)  aX+bY+cZ:^0; 

uod  wenn  wir  den  grussten  gemeinschaftlichen  Theiler  von  iiund6 
durch  d  bezeichnen,  so  muss  d  in 

aufgehen.  Da  aber  c  und  d  nothwendig  relative  Primzahlen  sein 
müssen,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  offenbar  a,  b,  c 
nicht  relative  Primzahlen  s^n  worden,  wie  doch  vorausgesetzt 
wurde,    so  muss  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  a  in  Z 

aufgehen ,  und  daher  ^  eine  ganze  Zahl  sein.    Weil  d  der  grosste 

'  a  b 

gemeinschaftliche  Theiler  von  a  und  6  ist,  so  sind  ^  und  ^  rela- 
tive Primzahlen,  und  die  Gleichung  des  ersten  Grades 

d^     d^^d 

zwischen  den  beiden  unbekannten  Grossen  C7  und  F,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Gleichung 

3)  Z=:aF— 617, 

ist  also  bekanntlich  immer  in  ganzen  Zahlen  auflösbar,  d.  h.  es 
lassen  sich  für  17  und  F  immer  ganze  Zahlen  finden ,  welche  die- 
ser Gleichung  genügen.  Eliminirt  man  nun  Z  aus  den  beiden  Glei- 
chungen 2)  und  3),  so  erhält  man  die  Gleichung 

a(jr4-cF)=ft(ct7— F) 

oder 

4)  |(;r+cF)=^(cU-F). 

•  *  *  -  ' 

A  h 

WO  ^  und  ^   relative  Primzahlen  sind.     Daher   muss   nach  dem 

schon  oben  angewandten  Satze  ^,  welches  in  demProducte  ^(Xf  c  F) 

aufgeht^  in  JJ^+^^F  aufgehen,  und  man  kann  foiglieii>  wenn  Cr 
eine  ganze  Zahl  bezeicfanet, 

5)2rn?F=|G 

setzen.  Führt  man  aber  diesen  Werth  von  X+cV  in  die  Glei- 
chung 4)  ein,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  femer 

6)cl7— F=|(?. 
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Aus  den  Gleichangen  5)  uod  6)  ergiebt  sich 

7)  Jf=|c— cF,F=:cü-5g. 

Da  nach  dem  Obigen  c  und  d  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  die 
Gleichung  des  ersten  Grades 

8)   dU'-cV^G 

zwischen  den  beiden  unbekannten  Grossen  V  und  V  bekanntlich 
in  ganzen  Zahlen  auflösbar ,  d.  h.  es  lassen  sich  für  V  und  V' 
immer  ganze  Zahlen  finden ,  welche  dieser  Gleichung  genügen; 
und  führt  man  nun  den  Werth  von  G  aus  8)  in  die  uleichungen 
7)  eio  9  so  erhält  man : 


9) 


bar 


Ueberlegt  man  jetzt  noch ,   dass  sich  die  Gleichung  3)  offen 
auch  aui  den  folgenden  Ausdruck  bringen  lässt : 


so  bat  man  fBr  die  GrSssen  X,  V,  Z  die  lolgenden  Ausdrücke: 

Xz=bü'-c(v+^r), 
^  10)  {  r=c(ü+^r)-av' , 

Vergleicht  man  aber  diese  Formeln  mit  den  Formeln  1).  so 
ergiebt  sich,  dass  die  letzteren  aus  den  ersteren  hervorgehen^ 
wenn  man 

u^  Ü+5F',  r=  F+gP,  €«=  17' 

setzt >  und  dass  jede  beliebige  durch  das  System  X,  V,  Z 
dargestellte  Auflösung  der  Gleicnung 

aa?+oy-|-c«=0 

in  ganzen  Zahlen  aus  den  allgemeinen  Formeln  1)  erhalten  wird, 
wenn  man  nur  für  te,  t,  to  in  diesen  Formeln  gewisse  ganze  Zah- 
len setzt,  wie  behauptet  wurde. 

Noch  wollen  wir  bemerken,  dass,  wenn  das  System  üPq,  yo, 
xq  irgend  eine  bestimmte  Auflösung  der  Gleichung  . 

/    '  20* 
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in  eanzen  Zahleo  darbietet ,  die  allgemeioen  Werthe  voo  t,  y,  x, 
welche  diese  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  auflösen,  auch  unter 
der  Form 

«  =  26+«»  —  *»* 
dargestellt  werden  können. 


Velier  die  Oydoide  als  Bracbysto- 

clurone. 

Von 

dem  Herausgeber. 


r 

Bei  Vorträgen  über  die  höhere  Mechanik  wird  man  ausser 
der  Kenntniss  aer  DiffereDtialrechnung  und  der  Integralrechnung, 
welche  naturitch  unerlässlich  ist,  bei  allen  Zuhörern  nicht  immer 
auch  die  Kenntniss  der  VariationsrechDung  voraussetzen  können. 
Und  wenn  nun  auch  allerdings  die  Aufgabe  von  der  Braehysto- 
chrone  *)  ein  recht  eigentlich  dieser  letzteren  Wissenschaft  ange- 
hörendes Problem  ist,  so  scheint  es  aus  dem  angegebenen  Grunde 
und  wegen  des  grossen  Interesses  der  Aufgabe  an  sich,  doch 
wünschenswerth,  im  Besitz  einer  die  Anwendung  der  Variations- 
rechnung nicht  in  Anspruch  nehmenden  Auflösune  derselben  zu 
sein,  die  ich  daher  im  Folgenden  zu  geben  versuchen  werde,  wo- 
bei ich  aber  bemerken  muss,  dass  diese  Auflosung  wenigstens  in 
Rücksicht  des  ihr  vorzüglich  zum  Grunde  liegenden  Princlps  mit 
der  von  Jacob  Bernoulli  gegebenen  Auflösung  nahe  ver- 
wandt ist. 

«)  Wir  betrachten  hier  nur  den  Fall  einer  Bewegung  im  Inflleeren 
Raame  oder  aberhanpt  in  einem  nicht  widerttdienden  Mittel. 


m 

Die  Aufgabe  selbst  kaoo  auf  folgende  Art  am^esprocheo 
werden : 

WennAundBinTaf.y.Fiff.L  zwei gegebenePunkie 
9ind,  so  soll  man  die  diese  beidenPunkte  mit  einander 
verbindende  Curve  von  einfacher  Krümmung  *)  be- 
stimmen, auf  welcher  ein  schwerer  Punkt  durch  den 
Fall  in  der  kürzesten  Zeit  von  A  bis  B  gelangt. 

Die  Auflösung  dieser  interessanten  Aufgabe,  welche  wir  im 
Folgenden  geben  werden«  gründet  sich  yorzfigiich  auf  das  folgende 
Prinsip. 

Wenn  die  in  der  Fi^r  Terxeichnete  Curve  AB  die  iresuchte 
ist,  auf  welcher  also  ein  schwerer  Punkt  d^rch  den  Fall  in  der 
kfirzesten  Zeit  von  A  bis  B  gelangt,  so  wird  auch  jedes  Stück 
ab  dieser  Curve  von  dem  schweren  Punkte,  welcher  in  a  mit 
iliner  gewissen  Geschwindigkeit  ankommt,  in  der  kürzesten  Zeit 
durchlaufen.  Gäbe  es  nSmIich  ein  anderes  Curvenstück  acb, 
welches,  dieselbe  Anfangs^eschwindiekeit  vorausgesetzt,  in  einer 
kürzeren  Zeit  als  ab  durch&ufen  würde,  so  würde  doch  bB  noch 
In  derselben  Zeit  durchlaufen  werden,  weil  nach  einem  aus  der 
Mechanik  bekannten  Satze  die  in  dem  Punkte  b  erlangte  Gih 
schwindigkeit  des  sich  bewegenden  schweren  Punktes  dieselbe  ist, 
dieser  Punkt  maff  sich  auf  ab  oder  auf  acb  bewegen ,  indem  diese 
Geschwindiffkeit  bekanntlich  bloss  von  der  vertikalen  Entfernung^  der 
beiden  Punkte  A  und  b  von  einander  abhängt,  welche  in  beiden 
Fällen  dieselbe  ist.  Also  würde  offenbar  der  schwere  Punkt  auf 
dem  We^e  AacbB  in  einer  kürzeren  Zeit  als  auf  dem  Wege 
AabB  oder  AB  von  ^  bis  ^  gelangen,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung streitet,  wodurch  folgkch  unsere  obige  Behauptung  ge- 
rechtfertigt ist. 

Femer  gründet  sich  unsere  Auflösung  der  Aufgabe  von  der 
Brachystochrone  noch  auf  das  folgende  Problem,' welches  wir 
daher  vorher  auflösen  müssen. 

In  Taf.  V.  Fig.  5.  sei  CD  eine  gegebene  geradeLinie, 
und  üf  und  iVseien  zwei  auf  verschiedenen  Seiten  der- 
selben liesende  gegebene  Punkte.  Man  soll  in  der 
Linie  CD  den  Punkt  P  so  bestimmen,  dass,  wenn  man 
die  Linien  ilfPund  ^Pzieht,  und  a  und  b  zwei  gegebene 
Zahlen  bezeichnen,  die  Grosse 

MP.NP 

"ir+  b 

ein  Minimum  werde. 

Von  M  md  N  IKlIe  man  auf  CD  die  Perpendikel  MIW  und 
und  NN\  und  setze  als  gegebene  Grossen  JlfM'=m,  NJPif^zn 
und  ilTiV'se.  Femer  bezeichne  man  die,  jenachdem  der  Punkt 
P  von  "if  aus  nach  N'  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin 
li^,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  des 
Punktes  P  von  dem  Punkte  M'  durch  j?,  so  ist 


MP=:Vm'^+a;^  iVP=V^n«+(«-a:)« 


*)  Di«M  Bediogung  Ui  hier  abtichtlldi  gemacht  werden. 


310 


and  folglich,  wenn  wir 


_MP  ,  NP 


setsen : 


y= 5—+ g 

Entwickeln  wir  nun  den  ersten  Differentialquotienten   dieser 
Grosse,  so  erhalten  wir 

dx~  aVroM^      ÄV^n«+(c-:^* 

woraus  sieb .  als  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und 
Minimums  die  Gleichung 


X  e — X 


aV^m^ + o?«  ""  Ä^n«  +  (c— a:)« 


ergiebtr 

Weil  hiernach 


ist,  so  ist 

X 


e— ar 


stets  eine  positive  Grosse,  und  x  und  e — x  haben  daher  immer 
gleiche  Vorzeichen,  woraus  sich  ergiebt,  dass  stets  x  positiv  und 
x^e  ist,  folglich  der  Punkt  P  immer  zwischen  M*  und  N'  liegt. 

Entwickeln  wir  den   zweiten  Differentialquotienten  von  y,  so 
erhalten  wir 

d^y  j_^ m^ n* 

welches  offenbar  immer  eine  positive  Grosse  und  daher  die  Be- 
dingung des  Minimums  erfüllt  ist. 

Da  offenbar 


üfP=1^m»  +  a?2,  iVP=t^««+(e— ar)«; 
mrPzzzx,  IVP^e—x 


ist;  so  ist  nach  dem  Obigen 
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BtP  _   NP 
a.MP~F:NP 

i 

die  BedlDguDg  des  Minimams.    Bezeichnen  wir  aber  die  Winkel 
MPBT  und  ifPN'  respective  durch  a  und  j3,  so  ist 

M'P^MP.cona,NP=zNP.cosß\ 

idso 

cosa      cosj3 
o  b 

öder 

cosa:co8/3  =  a:i 

die  BediD^ng  des  Minimums. 

Bezeichnen  a  und  6   die  GeschwindigkeiteD,  mit  denen  ein 

Punkt  auf  MP  und  NP  sich  gteichfürmig  bewegt,  so  sind  ^^ 

a 

NP 

und  -^  die  Zeiten»  in  denen  die  Wege  MP  und  NP  zurückge- 
legt werden,  und 

MP    NP 

a   +    6 

ist  foigKch  die  Zeit,  in  welcher  der  Weg  üfPZV'zurtickgelegt  wird. 
-  Daher  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  der  folgende  Satz : 
Wenn  ein  Punkt  in  den  Linien  MP  und  iVP  mit  den 
Geschwindigkeiten  a  und  6  sich  gleichförmig  bewegt 
und  der  Punkt  P  in  CD  eine  solcne  Lage  hanen  soll, 
däss  unter  dieser  Voraussetzung  der  sich  bewegende 
Punkt  auf  dem  Wege  MPN  in  der  kürzesten  Zeit  von 
üfnachiV^  gelangt;  so  müssen  die  Cosinus  der  Winkel 
MPD  und  NPC  sich  wie  die  Geschwindigkeiten  a  ttnd 
b  in  den  Linien  MP  und  NP  verhalten. 

Hiervon  lässt  sich  nun  die  folgende  Anwendung  auf  die  Be- 
stimmung derBrachystochrone  für  den  Fall  schwerer  Punkte  machen« 

Die  Curye  AB  m  Taf.  V.  Fig.  6.  (M.  vei^.  Taf.  V.  Fig.  4.) 
denke  man  sich  in  eine  so  grosse  gerade  Anzahl  so  kleiner  Tneile 
getheijt,  dass  man  ohne  merklichen  Fehler  jedes  4ie6er  TheUchen 
als. eine  jgemde  Linie  und  die  Bewegung  in  einem  jeden  derselhen 
als  gleichförmig  betrachten  kann^  l>arcfa  den  Punkt  A  und  alle 
Thenpunkte  denke  man  sich  horizontale  Linien  gezogen ,  und  be- 
zeichne die  Neigungswinkel  der  geradlinigen  Elemente 

Abi9  bib^,  bjfz»  *3^4*  ^6*  •••• 
gegen  diese  horizontalen  Linien  respective  durch 

«,  «1,  Oji,  o^,  «4, 


•  •  •  • 
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Denkeo  wir  uds  daon  ferner  durch  alle  Theilpunkte  die  verti- 
kalen  Linien 

^ihf  o%i%9  a»Ag,  o§,b^9  <%6a9  •••• 

gezoffen,    so  sind  nach  bekannten  Sätzen  die  durch  den  FaO  auf 
AB  in 

^>  Ai'  ^»  ^4»   ^5»  •  ••• 

% 

erlangten  Geschwindigkeiten  respective: 

^^9'^fh.f  ät^.OjÄa»  2V^^.aj6i>  2 V^, 0464,  ....; 

wo  g  seine  bekannte  Bedeutung  hat. 

r^ach  dem  oben  zuerst  ausgesprochenen  Princip  gelangt  der 
schwere  Punkt  auf  der  Curve  AB  mit  der  in  dem  nten  und 
(n-\-l)sieu  Theilpunkte  erlangten  Geschwindigkeit  in  der  kfirzesten 
Zeit  von  dem  nten  bis  zum  (n-f-2)ten  Theilpunkte,  und  wir  haben 
daher  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  in  den  vorher  eingefilhrten 
Bezeichnungen  offenbar  die  folgenden  Proportionen: 


cosa  :cosai  =  0:2  V^ .  a|6i==0:  l^o^fti, 
C0Baiicoa€t2=i^^^ff7aifi^i2Vg7ä^=Va[6i:ir^^, 
cos  «i :  cos  «^  ==  2  V^jr7^[Si :  2  V"^Tfl^  ==  l^fl^ :  V*^^ , 

cos  11^ :  cos  »4 = 2  V^Tö^ :  2  V"^T«^=  V"^5 :  V"5Si  > 

u.  s.  w. 

Da  nun  die  einzelnen  Elemente  der  Curre  mit  den  entsprechen- 
den Berührenden  derselben  als  zusammenfallend  betrachtet  werden 
kSnnen,  so  sind  offenbar 

^9  ^f  •Sjj,  13%,  «49  •••• 

die  von  den  Beröhrenden  der  Curve  in  den  Punkten 

A,  6|,  o^,  0^,  O4,  •••• 

mit  der  durch  ^  gezogeoeo  horizontalen  Linie  AC,  welche  wir 
als  den  positiven  Tneil  der  Abscissenaxe  und  A  also  als  den  An- 
fang der  Abscissen  annehmen  wollen,  ein^scfalossenen  Winkel* 
und  wenn  wir  nun  überhaupt  zwei  dieser  i¥inkel  durch  9,  B' 
und  die  Ordinaten  der  entsprechenden  Punkte  der  Curve  durch 
Vy  y  bezeichnen ,  so  erhellet  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die 
Kicntigkeit  der  Proportion 

cos  0:cos6'=:VysVy' 

oder  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

cos  8 cos©' 
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wonms  9ich  ergiebt,  dass 

C09B 
Vy 

eine  constante  Grosse  ist,  die  wir  durch  Va  bezeichnen ,  und  daher 

cos  6 


V» 


=  Vo 


setzen  wollen.    Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  mittelst  leichter 
Rechnung 


ay 
und  da  nun  nach  den  Principien  der  höheren  Geometrie 

tang«=g 

ist  9   80  erhalten  wir  als  Differentialgleichung  unserer  Cunre  die 
Gleichung 


dx         1  OM 


oder 


^1  1— av 


Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  itetze  man 

iiy=:sin  «*,  1 — ay=cosiö**), 

so  ist 

i/a;=tang(0  •  djf. 

Weil  aber 

odfy =2sin  a  cos  o>  dm 

ist,  so  ist 

2 

d^:=—  sin  afldok^ 
a 


*)  Es  tat  hier  abcIchtUch  der  vorhergehende  Winkel  9  nicht  weiter 
berAcluichtigt  und  w  nnr  aU  ebe  Halfsgröcce  lar  Erieichterang  der  In- 
tegration eingeführt  worden. 
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und  folglieh 

0?  =  —  /  sin  ©^  da  +  Const. 
NiiD  ist  aber 

/  sin  «o'dfo^  sio  ml  An  mdio  —  /  dslu  o  /  sin  o>  dm 
=  sin  CO  /  sin  m  dm*--'  I cos  m  dmj  sin  o> dm 
=— sin  10  cos  «0  -f/  cos  m*  dm 
r^*— sin  «0  cos  10 -f/ (1 -^€nn  CO*)  <{iD 
=  co — smmcoam^^  j  sinm*dm. 


'  L 


also 


und  folglich 


/  sin  co*<f(0=|  10— 4^in  (ocos  (0, 


jr  =  —  (co  ~  sin  (0  cos  cd)  +  Const 


Also  ist 


cur  =  10  — sin  (0  cos  co-f  Const. , 


a^=sin«ii*; 


oder 


d.  u 


2a^= 2  CO — 2sin  fo  cojs  (0 -1-CeAst  > 
2ay=2sinio*; 


2aa;=2(D — sin  2  cd -f  Const., 
♦  2ay  =  l-^cos2(o. 

Für  «=0  ist  nach  dem  Obigen  offenbar  auch  .r=a    Ffir  w  =  0 
ist  abe^ 

1  — cos2(o=0  oder  cos2m=zi, 

und  folglich,  wenn  U  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet,  2m:=z2k7C.    Also  ist  nach  dem  Obigen 

0=2  Attt— sin  2kni+  Const.  =s2A:7r<|-  Const. , 
d.  i.  Const.=:— 2£ff,  und  folglich 

2  aa:=2  oi)  —  2/^ff — sin  2  CO , 
20^  =  1— cos2io. 
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Nun  ist  aber 

8in(2o»— *2it»)=sin2io«  co8(2»^2^)  =  co82(o. 
Also  ist  nach  dem  VorhergeheDden 

2a^=2o»-^2Ä:9r— 6in(2cj"— 2X:9r), 

* 

2ay=l  —  cos(2o)  —2^«); 
und  folglich»  wenn  man  überhaupt 

setzt: 

2flur=9) — siog),  2ay  =  l-- cosg); 

oder   für  ^r— =r: 
2a 

x=r(fp — Binq)),  y=r(l  —  cos9>). 

Im  Anfange  der  Bewegung  müssen  x  und  y  beide  zugleich 
verschwinden  9  welches  offennar  nur  für  9)  =  0  möglich  ist,  da  nur 
fär  diesen  Werth  von  g>  die  Differenz  9  — sing)  =  0,  d.  i.  sin 9=9 
sein  kann.  Also  hat  man  ftir  den  Anfang  der  Bewegung  g)=0  zu 
setzen.  Wollte  man  q>  negativ  nehmen,  so  würde,  weil  der  abso- 
lute Werth  von  9  immer  grösser  als  der  absolute  Werth  von  sin  q> 
ist,  X  negativ,  da  doch  im  Obigen  x  als  positiv  augenemmen 
worden  ist*  Folglich  muss  man  tp  von  0  an  zu  nehmen ,  «kfat 
von  0  an  abnehmen  lassen,  woraus  sich  wegen  der  Gleichungen 

^=r(9— sing)),  3r=:r(l— cos^) 

nun  unmittelbar  auf  ganz  unzweideutige  Weise  ergiebt,  dass  die 
gesuchte  Curve  eine  gemeine  Cycloide  ist,  deren  erzeugender  Kreis 

den  Halbmesser  r  =  7r-  hat 

Wegen  der  aus  dem  Obigen  sich  j^z  von  selbst  ergebenden 
wichtigen  und  merkwürdigen  mechanischen  Eigenschaft  der  ge* 
meinen  Cycloide  nennt  man  dieselbe  bekanntlieh  dieBrachysto- 
chrone  im  luftleeren  Räume. 
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Hur  les  fractfons  partielles. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


L 


Dan«  beauconp  de  recherches  analytiques  il  Importe  de  d4» 
temposer  luie  fonctioD  ratiooelle  et  fractionnaire  en  fractioDS  par- 
tielles« et,  r^ciproquement,  äe  r^Muire  uae  somme  de  fractions 
partielles  k  une  foDction  fractionnaire.  —  Pour  r^soudre  ce  double 

iirobldme  dans  toate  sa  gi^ni^ralit^,  Dons  di^signons  par  Fs  une 
bnction  entiere  de  x  da  degrö  n.   Soient  rx>  r^,  •••tm  lesracines 
inegales  de  l'^quation 

Fs  =  0 

rteolae  par  rapport  k  ».    Alors,  en  snpposant  qae  cette  öquation 
contienne  n^  racines  Egales  r^,  n^  racines  Egales r^  etc.,  od  aura 

ou,  en  prenant  le  coefficient  constant  A  ^gal  k  Tanltö, 

(1)  F,  =  (a?-ri)"*(A-r^"'...(:r-r«)"-. 

Soient  encore  /r>  Px^i  j  P*,^*  •••Px^m  des  fonctiöns  de  x^  IMes 
entre  elles  et  a  la  fonction  Fm  par  l'^quatlon 

/Q\  f*    —       ^*'^  I         ^*>«  I  I         ^*>"» 


Cela  fait,  on  pourra  tomours  satisfaire  ä  T^quation  (2),  en  süppo- 
sant  les  fonctions  /«,  Pmn^  Ps^f  '••Px,m  entidres  par  rapport  a 


zu 

X,  et,  tegf^Mf erneut,  d'an  degi6  infMeiir  in,  Ug,  %»  .••Mm. 
Ed  eSet,  61  Ton  pose 

(3)        F,=:(ar-r*)"*©,,», 

k  tftant  an  des  nombres  eotiers  l,  2,  •••m«  la  fonction  Qs,k  sera 
entiöre  par  rapport  ä  or  du  degr^  n — rik,  et  le  facteur  x-^rk  n'y 
entrera  pas*   D'aiDeurs  on  peut  öcrire  I'^quatioD  (2)  soiis  la  forme 


d'ott  Tod  A6dnit 


et,  en  verta  de  T^quation  (3), 


Ott  , 

(4)  fg^Ps^  Qs,i  +  A,a  Qjr,»+- •  •  +  ft,Bi Qflr,m* 

Or,  Qjc,t  ötant  du  degr^  n— njt,  il  smt  que  Pjr,it  Qx»i  sera 
d'uD  degr^  infiSrieur  ^n,  lorsqu'on  suppose  la  hücilon  Px,k  entidre 
I>ar  raoport  kx  d'un  degr^  inmieur  ä  njt.  Od  voit  donc  que  T^qua- 
tioD  (i),  ou  r^quation  (2),  d'oü  eile  est  di^duite,  admet  la  suppo- 
sitlon  que  les  fonctioDS  fx  et  Px,k  soierit  enti^res  par  rapport  a  x 
d'uD  degre  införieur  ä  n  et  nk,  ensorte  que  Ton  pourra  faire 

(5)  Fx=ao  +  aiar+iiaa*+...+ci«a«, 

(6)  /*=6o+*iA+*a^*+  —+*n-ia;*-», 

(7)    Ps,k=Co,k+Ci ,  k  (a?— n)+ci,  k  (o:— n)H-  •  .+c«t-i ,  k  (a?— rjt)"*"^*  • 

11  rösulte  de  ce  qui  pr^c^de  que^  £^^^  '®  probl^me  de  la  com- 
positioDy  il  s*agit  de  trouver  les^  coeffieients  Oo»  ^ii  •••o«  et  6o» 
Ol,  .,.bn-t,  lorsque  les  auantit^s  Vi,  r^y  ..•Vm  et  les  foDctions 
Psyi,  Ps,29  '"P^ffn  sontaonnäes;  ^t,  pour  la  d^ompositioiiy  de 
trouver  les  coeffieients  CQ,k,  Ci,k,  •••Cnt-^ifk,  lorsque  les  fonctions 
fx  et  Fx  sont  donn^es.  «^    Commenc^ons  par  la  d^omposition. 

u. 

Eo  posant  pont  one  fonctioo  qoelconque  ipx 
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las  coeScientB  eo,kf  ei,»»  ^stc  de  l'^quation  (7)  I.  soot  ezprim^» 
d'aprto  le  tluk>reme  de  Taylor «  par  röquation 

(1)  «^»,»  =  /n^* '''*''• 

dans  la  quelle >  ponr  abr^ger,  on  a  d^signö  le  prodait  1.2.. •% 
par  A!^  A  ^tant  un  nombre  entier  et  positif.  Dodc,  ponr  tronyer 
les  coefficiente  Co,k,  Ci,k,  etc.,  il  suffit  de  connaitre  la  fonctioD 
/Vj^ib«  valeur  particuliere  de  la  ioDction  Ps,k»    Or  od  döduit  de 

Täquation  (2)  I.  jointe  k  F^^aatioD  (3)  I. : 
^quation  qui»  par  la  suppoaitioo  x=rky  se  röduit  k 

Pour  exprimer  Qt^k  eo  Frjt>   on  differentie  r^qnation  (3)  L 
nk  fois  par  rapport  ä  x,  ce  qui  donne 

pnis  OD  appUqae  au  «ecend  membre  de  cette  ^quatioD  la  formule 

A^ODDlie 

«  0  *  X  ^  n—\  2      2       *~2  »        O 

8dr9»ir'<f'*=8*9x8x'^Ä»+(«)3x9>x8jr     if^x  +  («) S*^)«^*    ^H-"+8*9«ö*^« 

OD»  ce  qni  revient  au  mtoe. 


(3)  Öjr  9*  -^4:  =  ^         (n)  3x  9*  3«  ^s  f 

h 

(n)  ötaDt  df^tenniDö  par  l'^quatioD 

^"^~  1.2... A 

Ott ,  knsqiie  f»  e6l  ud  ■oodbre  eotier  et  positif, 

(4)  W  = 


AI  (n^A)!' 

Od  trouvera  par  suite  ä  l'aide  de  la  formule  (3) 

/ 

8,'  F,  =  2 '    (nt)  h,Q„  k  bJ'     (x-n)  *, 
et,  puiisqu'oD  a 
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>■*■"*.  v*A       «*! 


I 

la  pr^Mente  se  chaDge  en 


d'od  Tod  tire^  en  faisant  x:=zrk9 

(5)  8rt  F,j  =  nk!  Qrj,*. 

En  iSliminant  Qr.,ik  entre  les  öquations  (2)  et  (5),  il  viendra 

et  par  cons^quent  l'äquation  (1)  se  rädoit  k 

ml  rA      f^k 


(7) 


Par  cette  ^uation  on  trouve  les  coefficients  Co,k*  Ci,kf  etc.,  lors 
que  les  fonctlons  fs  et  Fx  sont  donnäes.    II  rifoutte  donc  de  l'ana- 
lyse  pr^^dente  le  th^oreme  suiyant. 

Thöoreioe  h    Sott  Fx  ime  fonction  ratioDBelle  et  eqtidre  de  «» 

reprösentee  par  l'^quation 

F,=  (ar— Ti)"*  (a>— f^"*  ...  (ar— r»)""», 

ni  ^  na  I . . .  »m  ätant  des  nombres  entiers  et  positib«  et  r|  ^  r^,  « . .  tm 
tes  racines  inegales  de  I'öquation    , 

Fx  =  0 

räsolue  par  rapport  k  x. 

Soit  fx  une  fonction  rationnelle  et  entidre  de  x  d'on  degrö  in- 
förieor  k  celni  de  Fx* 

Soit  enfin,  pour  abr^ger. 


et 


ftr,»  =  c^,k\ex^  («— Tk)  +  c^,*  (a>-r*)*+*..  +  c«^-i,A(4?— r*)  *  * 
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Od  amm 


Ob  peat  donncr  an  th^oi^me  I.  vb  aatie  ^noiie^  par  la  consi- 
dtfiatioD  auhraote« 

SoH  Um  ime  fonctioo  eoti^ie  de  x  da  dcgr^  x.    Od  aara 


r  ^faat  one  qoantittf  qodcoDqDe.    Ed  mettaDt  la  pr^cMcnto  sooa 
la  btmt 


et  obaenraot  qoe«  poar  im  Dombre  entier  et  pontif  p,  od  a 

(a>-r)F  ~  (p— 1)!  •*       x-T  ' 
il  Tioidra 

fcz^fi        1  k         "-^   1 

<qmämi  qai,  eD  Terta  des  formales  0)  et  (4),  se  rMnit  ä 


Or,  cefte  ^qnation  mibmstant  ponr  tonte  fonctioii  enti^re  da 
d^;r^  n,  qael  qae  seit  r,  et  Ps,  k  ^taDt  da  degrö  iia— 1 ,  oo  aara 
pareilleraeDt 


d*oü 


^^^  (ar^-Ti)»»  —  (11*^1)!  ^*      ^ru-Tfc  • 

oo,  en  mettant  aa  liea  de  /Vj^ib  sa  valear  tir^e  de  l'öqaatioa  (6) 


»21 

Donc  le  th^or^tiie  L  sera-r^dttit  an  duivänt 

Thöor^me  IL    Soient  fg  et  F»  les  m^mes  fonctloDS  que  dans 
le  thäor.  L    Soit  de  plus«  pour  abr^ger. 


k  ötant  an  nombre  entier.    Od  aura 

.1        . ..   • 


< 

»faiDtenant  if  ne  sera  pas  difficUe  d'tftendro  ces  theortoes  au 
cas  Ott  la  fonction  /,  sera  d'ao  degrtf  sup^rieor  ä  celni  de  F,. 
Four  cela  nous  remarqaoDs  que,  loraqu'on  pom 

(9)  >Px  =  (x—roy  Fs, 

ro  rftont  nae  quanti«  quelconqoe  md^pendante   de  «,    et  «  an 
nombre  entier  et  posttif,  6d  ponrra  prendre  <  assez  «and  pour  que 

%'  l^A^Zi  degr*  «upeneiv  l  «elui  de  /,.    Dencf  ei  la*fonc2on 
J^s  est  doDDee  par  1  äquatioo  ^ 

*         •  • '  ' 

F,  =  (x-r^fo-  («-r,)"i  (^r-r»)"« . . .  («u-r«)"-, 

(«o—*)  ^tant  UD  bombre  «Döer  et  positif,  ou  4ftal  k  z4to,  si  T^- 
quatioD  ®  *  «»   I« 


',  'ii»i  .  I 


'. '  .  ,1 


rtsolue  par  rapport^  «,   n'aura  pas  upe  taeioe  r«.  on  au»,  en 
vertu  de  l^quation  (9),  ,'       .  .        .         ,- 

Vi=  («-»:o)"''(^-ri)"M^-ra)"a...(4^^)V  ■. 
Ep  appliquant  le  tbtfer^e  II.,  on  obtiendra 

A  J^+K'k-^   Rr 
9*        4=0  *       ^-Vk 

* 

i?i  ^latit  d^tenninö  par  T^quation 


Äjfc=  WJfc 


d'w  rpQ  condut,  en  ayant  ägatd  ä  F^quatidn  (9)> 

'»  ^  fc=o        »    o?— r* 

Theil  VII.  2^ 


\ 
/ 


322 

Or,  ro  4teBt  ihm  qnuitiM  quekoiiqiw,  oa  pmit  bin 

ro  =  0, 
d'ov  il  mit 


Oft,  paisque  l«8  sigDes  2?  et  d  De  se  rapportent  pas  i  ;r  et  «, 


(10)  ^^£      9r\     Rk 

Mais  OD  a  ' 

^    -     ri       .    -*  ^      •-*         ^    -* 


X — r»       or— r* 
ou,  ce  qai  revieDt  an  mdme» 


doDC  l'^qoatioD  (10)  se  rMolt  k 

Cette  aoalyge  coDduit  an  theor^me  anivaDt. 

Th^or^me  III.  Soit  fx  nne  foDctioD  ratioDelle  et  eDti^re  de  x 
du  degr^  p. 

Soit  #V  UDO  foDGtioD  ratioodle  et  entiire  de  x  du  degr^  q, 
repri^soDtäe  par  l'i^piatioo 

F,  =  (ar--ro)*^""  (^-r,)"i  («— r«)"«  . . .  (or-r«)"-, 

(fio — ^f),  »2  9  *'2>  •••'<m  ^tant  de«  Dombres   eotiers  et  positils,  et 
*V)»  1*1»  •••fm  iesi  racines  in^aies  de  i*equatioD 

Fjc-0 

r^solue  par  rapport  k  a:,  dont  r^  seit  toujonrs  <$gale  ä  z6to,  eosorte 

2ae  tiq — 1=0»    loraqne  l'^quatioD  Fx=0  D'aura  pas  uoe  racioe 
gaie  ä  z6to. 

Soit  q>M  UDe  foDction  aiixiliaire.  liöe  k  Fs  par  l'^quatioo 

i^taot  nn  nonibre  entier  et  positif,  pris  de  maai^re  ä  ßatisfiüre 
k  la  conditioD 

*  +  V  >  P- 
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Sott  enfin,  pour  abrtfger, 

'i  =  «t  — , 

A  et  A  tftant  des  nombres  entiers  et  posttifis.    Od  »tita 

^#        fcso      Jk=:o    *  (*—>•*       rJ+M 


CoroUaire  L    Si  l'oo  a 

G'est-i-dire»  sl  le  degrö  de  F,  est  mipMenr  a  eelui  de  A,  od 
satisfera  k  la  condition  ' 

*  +  «'>?* 

eD  prenaot  f=0:  donc  od  revieodra  an  th^or.  IL 

CoroUaire  II.  II  sera  souvent  plus  commode  de  si^oarer  la 
parüe  correapoodaDte  k  U  qaaDtit<$  ro  ou  0.  Daos  ce  eas  od 
trouFera 


'*  tsl         ftaO       *  {X-^h  ^     M-^ 

»=«-    «.I 


CoroUaire  III.    En  posant 
OD  aara  pour  uoe  fonctioD  quelconque  i^x  ^' 

-r*        *=o      ;b=9    *  (a:— r*  '    «•*+*  ) 


ai  • 
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9 

D*apTto  ,ee  qai  a  ^t^  dit  ci-dessoB  l.>   on  a  simiiltanc^nient 
len  ^qiiatioDS 

(•2)         F,  =  (ar-rj)"»  .(*-r^"« ....  (a:-  r,)"- , 
on  ., 

(4)  f^  =  &^+6i a:+&,ar«+. . .+  fc-j  a?^^ 

(5)    ft,*=Co,ir+Ci,*(ar— r*)  +  Ci,4(ar— r*)«+...+c,.-i,fc(^-rir)"*""*- 

■  •» 

De  plus,  eo  vertu  de  i'i^quatioD  (8)  11.^  od  a 


d'oü  I'OD  dn^oit 


lt.  ? 


12  tft«nt  d^tennioö  p»r  l'^qnation 

,    -        •    -  •      I 

p. 


R  = 


''».»    \n) 


(w*— 1)!  rirr^ 


.*        '. 


et  s  ötaot  an  oombce  entier  et  positif^i  qu'oii  pent  faire  accroitre 
jiisqu'ä  riofioL  Or  pn  reccniDait  qne  le  reste  R  s*^vaDoiiit  pour 
des  valeuTS  iDfiniment  graodes  de  s,  toutes  les  fois  que  le  module 
de  :r  sera  iofdrieur  au  module  de'  la  flus.p€ftilBdeS''fi^iiH8- nr: 
daua  ce  cas  od  aura  donc 


*  *  '  * 


(7)  ^^  So+B^x+B^a^+B^a:^+ 

en  fäisaut»  pour  äbreger»  .i 

(8)  Bk=-s    oiipi)!^*  ;^- 


U  eet  4^yident  que  le  stcon^  membre  de  l'^quation  (7)  ne  serait 
Jamals  convergeDt,  lorsque  j)armi^  les  racines  rk  il  y  en  aurait  le 
z^ro,  siDon  fix,k  et  ses  deriväes  jusqu*i  l'ordre  nu  s'ävanoujssent 


Z2S 

en  m^me  temps  poar  x=0.  Mais  od  obvie  k  cet  incooTÖnieot  par 
la  ^^paration  de  1a  partie  correspondaote  k  cette  racine«  comme  il 
a  6t6  remarqu^  dans  le  coroll.  IL  theor.  IlL  .En'toutcas  l'^qaatioo 


•     .  ■• 


fs  =  F,[Bo+BiX+Btal'+Bax'+...] 


'    '   (  !  • 


subsiste,  puisque  Ifss  fonctions /x  et  Fx  sont  entidres  parrapport 
ä  JT.    En  mettant  au  lieu  de'#V  sa  valeur  d^  t'^quatioD  (o)»  il 


vieodra 


-{-ahBQO^  +••. 


•  •  •  • 

1     ! 


Cette  expression  de  fx,  compar^  k  ceile  de  l'^uation  (4),  conduit  k 

bo  =  OqBo, 
bi  =^  OoBi  +  oiBo , 
(9)       {\-  OoB^  +  oiBi  +  a^Bo, 


bh  =  aoBk+  Ol  Bh^+a2Bh^^+...^uhBo, 
0U9  s  ötaot  un  nombre  entier« 


(10)  Äik  =  2:      o. 

•  1 


Ott  obtiendra  une  antre  exppaf  ioD  pour  6a  de  la  mani^re  siuvante. 
D'abord  on  pr^^ente  r^quanon  '(^^  8011s  la  fonne 

(11)  F,  =  2?      a.  jr-  .      *     . 


Eosuite  OD  d^uit  de  T^quation  (2)  nonseul^ment 

^r^  =  0, 

mais  Weere  :  ' 

*  * 

p  dtant  uD  dombYi»  entier  et  positif  assujetti  k  la  conditioD 

p  <  «* ; 


t  • 


•  »  ' 
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d'oA  U  mit,  eo  ^(«rd  k  b  formale  (^  U., 

Pr,.k 


1  «jk-l  ^r^,  k 


Ed  sabstituaot  ä  Fr^  sa  valeiir  tir^e  de  l'i^piation  (11),  on  trouvera 
pais 


Ott,  ce  qni  revieot  aa  mdme. 


et>  snivant  r^qoatioD  (8)» 

02)  *Z  '    a,Ä*_.  =  0. 

•=0 

Enfin  on  conclut  de  la  prtfcMente 


«so  i  i  i  1 1 


ee  qni  change  T^quatioo  (10)  en 


(13)  &i  =  --  V^*«.^*-., 


d'oü  Tod  tire  successiTenieot 
—  Oii-i=aii  JD— 1 , 

(14)<  — «*H^  =  a«-»Ä-i  +  a«-iJ?-«+aiiÄ-a, 

Les  formules  (9)  ou  (14^  peuvent  servir  iL  l'övaluation  des 
coefficients  b^^  6«,  ...6||.|,  forsque  les  coefficieDts  Oq»  ai>  •••o« 
et  les  sommes  i^o^  B^^  B^^  ...jB— i,  ^— «»  B^^.^m  detenniD^a 
par  räquatlon  (8)>  sont  connus.  ReciproquemeDt  on  en  dMuit  la 
valeur  des  sommes>  et  par  suite  les  coefficients  da  d^ToIoppement 


«27 

(7),  lonqiw  les  coeficteote  «^,  Ui,  •..quetb^,  l^,  ...6»-^,  c'cst- 
a*dire  les  foncüon«  F,  et  /«,  sont  doob^s.  II  y  a  plus:  les  for- 
miiles  (U)  oa  (14)  conduiseDt  mtoe  k  la  d^tenninatioo  des  coeffi- 
dents  Oo»  Ol,  ...On'  En  effet  r^qoatioii  (B)  joiote  i  l'^aation 
(6)  II.  doDoe 

(15)     B^ = -2"'*  »*  ^r-5~-A*. 

SupposoDS  maintenaDt  qn'entre  les  fonctions  fs  et  F«  il  y  all 
la  relattoa 

(16)  fx-dsFs, 

et  qae»  paar  cette  valeiir  particoli^re  de  /#  i  '0ib-i  s«  chaiigt  en 
^A.    On  atiira 

(.7,    A  =  -2"'«rj^V'^. 

Or,  la  fonction  F,  4iant  toujours  repröseot^e  par  T^qnalioB  (ä) 
oa  (3)y  il  siiit 

le  nombre  entier  et  positif  p  verifiant  la  conditioD 

P  <nk. 
Doncy  ayant  tfgard  ä  la  formule  (3)  II. ,  od  döduit  de  T^quatioo  (17) 


(18)  ^ft  =  _  X      nk  n  . 

Ajoutons  que  pour  ce  cas-ci  les  fermules  (10)  et  (13)  se  rMoisent  ii 


d'eu 

(19)  6i^«|=X  a«iib-^,      6*-i  =  — X'    a«i4i^t. 


et  que  de  plus  T^quatioo  (16)  jointe  aus  öquatioDS  (3)  et  (4)  öta- 
blit  entre  les  eoeCicients  «o»  ^»  •••o«  et  bg,  bi,  ...Am-i  les 
relattoDS 


'•        • 


*     * 

par  la  quelle  les  ^quations  (19)  deFieodront 


(20)  Aa*=*2:  o.^!*-*, 

•=0 

(21)  -  »  ^^^  =iJ^£       ot  Ah^%* 


D'uUenrs  od  a 


•3*4-^  •  •=*H-i 


et  de  plus  5  en  vertu  ^des  öquatioDS  (20),  (2)  et  (3)« 

—   il 0  =   i?  «*=:  Wi +»4+..  ,  +  11111  =  «. 

I 

doDC  la  formule  (21)  sera  remplac^e  par 


(22)  (n— A)  ajfc  =  2?       a«  -4»-a. 

On  tire  successivemeDt  de  la  formule  (20) 

2  «2  =  OoA^  +  OiAi, 

>  3  «^  =:  Oo  ^8 -f  Ol  ^2 +^  ^1  » 

' •-**•.••"•   ■ 

V  h  ah^=^aoAh+  Ui  Ah^i  +a^Ai^.^+» . .  +  ah-i  A^ ; 
et  de  la  formule  (22) 

\ 

8  Oiü^K  O*»!  Ai^ +€bi  ii~2  ^ 

En  prenant  la  diffäreDce  des  formules  (20)  et  (21),  on  obtieudra  eueoret 


(25)  £      üM  Ak^  =  Q, 

formule  aualogue  ä  la  formule  (12). 
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Dans  le  formales  (24),  wA  cMstttiietrt  le  tMorkue  derGirard't), 
le  coefficient  On  reste  iodätenninö ,  de  m^me,  que  Op  dans  les  for- 
males (23).  Mais  si^^0Il  fait  ^s='0  dans  Tes  expressioos  F»  et 
ai^  Fl,  la  comparaisoD  des  t^oations  (2)  et  (3)  donne  .,  ,  - 

Od  peat  doDC  ^ooncer  le  thi§or^me  salvant. 
TMor^me  IV.    Soit 


^se 


«1     .»<t     '..' 


Hl,  fis,...iim  ^tant  des  nombres  entiers  et  positifs,  dont  la  somme 
soit  &ale  k  n,  et*  P^r,*  d^signaat,  pour  'tout  norabrd  entier  et  po- 
sitil  k,  ane  fonction  ratiooelle  et  entiöre  de  x  d'un  degrö  in- 
feiieur  knt*  . » 

Soit,  poar  abräger,  .;•...; 

Fs  =  (x-Ti)"*  (Ä^-^t)"*.. . .  (Ä-r«)"«, 

oa,  ce  qai  revient  au  m^me , 

Fs  =  äo  +  ai  or-f  aa±*+.'.. +a«\:r« , 
et 


I « 


»t'l.  ,  •. : 


aara 


=fe- 


L'analyse  precMente  eondait  encore  k  plasiears  cons^qaences, 
mais  Dous  dous  bonierons  k  signaler  la  suivante. 

Coneevons  non  sealement  qae  la  fonction  ^soit  donn^,  mais 
falsons  actaeilement  ^.^^immtm^-. 

Alors  on  anra 

6o  =  l, 

0  =  6|    =62  =  ••••=  bn—i  9 


*)  Ce  th^or^me,  fanssemeiit  attribu^  k  Newton,  appartient  ä  Albert 
Girard,  qni,  13  ans  arant  la  naissance  de  Newton,  en  a  donnö  F^nonc^ 
dans  nn  ouTrage  dont  Toici  le  titre:  Invention  nouTelle  en  Aig^bre,  par 
Albert  Girard,  Matb^maticien,  k  Amsterdam,  cbez  G.  Jansen  Blaauw, 
1029.  —  C'est  IM.  J.  de  Gelder,  prof.  k  Leyde,  qni  a  fait  cette  remarque 
dans  %t%  Wiskundige  lessen,  2de Corsas,  2a«aitgaye,  pag.  423. 
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et  par  «mite  les  fonnaks  <14)  doniictont 

ItttoDs  nou8  d  ajouter  que  pour  ce  cas  l'^quation  (15)  se  rMiiit  k 

ÄA-1  =  —  -S  »Jk  8r^ 


«t'V/ 


doDC  OD  aura  le  tbik>r^me  anivaDt. 

Th^rtee  \.   Soit  /V  niie  fooctioo  rationelie  el  eoti^re  de  x 
du  degr^  n,  repr^entöe  par  räqoation 


**i»  ^»  •••itw  ^tant  des  nombrea  entiers  et  poaitifs^  et  r|»  r^» . •  •  fi« 
lea  racinea  io^galea  de  l'^natioD 

röaolue  par  rapport  k  x. 

Soit.A  UD  Dombre  eotier  et  poaitif«  vMfiant  la  condifion 

A<«— 1. 

Od  aura 
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CüB  Theorem  über  Valmltilieii. 

I  • 

Von  dem 

Herrn  Boctor  O.  Schloinildi, 

FriTatdooenten  an  der  UnirertiUl  sn  Jean. 


In  dem  Isten  Hefte  des  Vlltep  Theilea  dieser  Zeitacbriß  S.  204 
habe  ich  einige  Sätze  angegeben»  welche  zur  AaflBodiing. der  hö* 
hereo  DiferentialqaotienteD  sehr  allgemeiner  FunktioDeo  dienen; 
8o  ist  z.  £• 

wobei  i&e  Coeffizienten  durch  die  Formel 

^^  =  i.l..!ri  I  Po(pit>i-Pi(p=iA)«  +Pi  ^2X)n  - . . .  j     (2) 

bestimmt  sind.    Hiervon  llsst  sich  eine  sehr  einfache  Anwendang 
auf  die  Theorie  der  Fakultäten  machen. 

Sei  nämlich  f(j/)  =  iy~/*,  so  wird 

/^>(y)  =  (-l)'f*(f*+l)(f*+2)-..(fi-Hi-l)sr'^''. 

■ 

oder  nach  YaDdermonde's  ßezeichirang  der  Faknlt&ten 

^)(^)=(— lyC^^y-^p.  foigl. /«»(«*)=(— l)P[^5(jr-M>+rt.  (3) 

Ferner  ist 

/■(a^)=«-V  und     J^^  =  (—1)"  M  «-^-'•. 


3^2 

SobstitoireD  wir  diess  ffer  die  linke  Smte  von  (1)  und  auf  der# 
rechteo  Seite  die  ans  (3)  fSrp=l,2,  ...fi  sich  eigebenden  de- 

ririrten  Funktionen,  so  wird,  nach  Hebung  von  x^^f^^, 

(-ty  [if»]=-^iM+^D»1-4.D»]+...+(-i)-^-  M. 

oder  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reihe 

Diese  Gleichung  lehrt  die  Fakultät  der  Wurzel  Ift,  durch  die 
FakultiMlV  ^WmsA'üF^'aitfdrfliBn  rat«  «Hilft. ladiifie^  AUge- 
meinheit  einen  nicht  unwichtigen  Beitrag  zur  Fakultätentheorie 
bilden. 

In  manchen  speziellen  Fallen  kann  man  die  endliche  Reihe 
in  (2),  welche  ttuf  Bestiutmu&g  der  CoefiaenMi:  A  dient,  sum- 
miren:  so  findet  j&ao  z»  B* 

1)  fiSr  1=— i: 

Nro.  (4): 


a)-M  =  M-('^-i)-«iM+(«-i)(«-2).«,M^^         (5j 


2>  fflr  i=2: 


-      •  4 


i<«-,=fc-j3^^^(»-r9),2-^=(9'+l)(«'+2)..(25r).«„>-«f , 


I..  ».     .'.'..♦      1     -l'i  •;' 


■ » i/     ■ « 


J       l'i'J'     ..,..*     •).•    I    J   ...    .// 


Vi 


und  daher  nach  Nro.  (4)  :  ' 

(-l)t    («+y— 1)  («4-y-2) . . .  (n-y) 

und  nüthin  '  i "     •;''  i  .!•  .  ■  ■■  •'  "  :•  .!•  t-, :   i.,  /  -l- ■    i-'. . 

«_  ..  ?      r  t  -  n(n—l)  J^  i .  (m+1)  . .  («—2)  ;»»r-a 

Man  kann  diese  Sätze  auch  in  etwas  anderer  Form  darsteOen, 
wenn  man  mit  Grelle  folgendermassen  bezeichnet: 


'  Es  ergiebt  sich  da9liti)ei9ht,aiis  j^^iXlS)  und  (7): 

(^,-l)-  =  (^,  +  l)--(»-l).lIlOi,+l)»-,».,    ,    .    .    ,   :,...jr':.gj 
Ö».+l)-=(f».+l)--^.(f.+l)-H^4i^(f».+l)*:«-r;.   (» 

'      .  I  >»)  I    !  .   '        !      •  ^  .  r  ^»'       1  :  .    '.  I    M  !   1,^     /J0V 


+^5±*>=^=^>^^(^+l)-»+.... 


Der  letzte  Satz  bfiogt  sehr 'genau  mit  dem  Theoreme  Aber 
die  Gamma -FunktioDen  zusammen,  welches  ich  im  6ten  Theile 
des  Archivs.  S.  21&  Formel  (10)  bewiesen  habe« 


»       . 


I 


• 


.•  i  ,.')  i '}  '  »  ■   '       *>    tJ  '^        '    '     '     :•  /.    il  »  .   •    .     !  1  .  •  '       /     ;  I  < ; 


IJelbiuifirsaiifiiraiKeii  fOr  Schttler. 


.,       ..,1       «'•  DivialOjii.sjeX'ömpäl.   «     •     %J  t  Ii.       ^ 


l1 


r       *  4  1  • 


Quotient:  l=F(l+a)Ä:  +  (l-^a+a')«?;.  «  ,  .  ../    ,     .,: 


' .  .  <  , .  , .  .  /     -    I  .   •  •       > . 


<  .• 


V  '  •    .    .'Si.     •       .•       :.  !    •  ■      .    /      %      I    •...;  t    .•.!.••.-•-    1»!.  > 

'  "'  Man' 'SAll 'dnteräucIieD  j  ob  die  quadratische  GlefdhuUg''  \",''l\ 

lT(l+«)i+(l'-^«+a*;A?'=^0    ^  ' 

reelle  oder  imaginäre  Wurzbin  hat;  und  zugleich  die  Grosse 

in  zwei  reelle  oder  imaginär^  Factoren  d^s  ersten  Grädös  Verlegen. 

...»  I 
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Divisionsexempel. 

Dirisor:  l^(a+ai), 

DhrideDdiu:  a—«)a+«)»+a-3a)(l+«)«—(l+3a) «•-«•, 

Quofient:  (l+CH-^)}*- 

Man  hat  nSmlich  fanmer  die  Gleiehnng 

a—a)  (1 4-0)*+ (1  — 3a)  (l+a)ir~(l-|-3a)  a^-fo^ 
=  |l  +  (a+ar)|  |l~(a+a:)«)  =  |I-(a+a:))  {H-(a+ar))* 


BEIscellenu 


Die  verschiedenen  Auflösungen  der  Gleichungen 

des  vierten  Grades. 

Von  dem  Herrn  Doctor  D  ippe,  Oberlehrer  am  Gymmutinm  Fridericiamim 

vm  SeliiFeriB; 

Die  alteren  Methoden  derAuflosangbi<|aadratischerCrIeichangen 
von  Descartes  und  Euler,^  so  wie  die  neueste  von  Ampere 
(Archiv.  Tbl.  1.  S.  16.)>  stehen  ziemlich. unverbunden  neben  einander« 
Wie  aber  leicht  zu  sehen»  ist  Am p^re's  Auflösung  nur  eine  Mo- 
dification  der  Auflosung  von  Descartes,  und  aie  Vermeidung 
der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  ist  nur  scheinbar, 
da  dieselbe  der  gewöhnlichen  elementaren  Herleitung  des  Zusam- 
menhanges der  Coefficienten  der  Gleichubg  und  der  Coinbinationen 
ihrer  Wurzeln  zum  Grunde  liegt. 

Dagegen  ist  Euler's  Auflösung  die  reine  Cmkehrune  der 
Cartesischeo ;  denn  Euler  geht  von  dem  Punkte  aus,  zu  welchem 
man  durch  eine  vollständige  Durchführung;  des  Verlahrens  von 
Descartes  gelangt 

Um  nämlich  die  Wiurzeln  der  Gleichung 

zu  finden,  setzt  man  nach  Descartes 

a;*+|>«*+9a:+r==(a:*— 2aar+4)(ar'+2aa?+c).  : 

sucht  a,  6,  c  durch  p,  q,  r  auszudrücken,  und   lost   dann 
Gleichungen 
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3) 

Die  Co^deoteii  u,  i,  e  erhält  matt  durch  AnflOanng  der 
GleiefauDgeo 

6+e— 4a*=p,  2a(6— c)  =  9>  bcssr, 

ans  dmi0n  sieh  die  folgeodea  wgebeii: 

3)'  6=l(p+4««+^),     4)  c=i(p+4««-^), 
«0    «•+!  »«•+(g-J)a"-g=0. 

Bezeichnet  man  a*  mit  y,  so  hat  man  die  kubische  Hfilfs- 
gleichnng 

Nach  AnflOsnog  derselben  ist  a  bekannt»  wie  auch  h  und  c.  und 
man  erh&lt  dnrai  Auflosung  der  quadratischen  Gleichungen  (z) 


oder  mit  Benutamng  von  (3)  und  (4) 


nehmen  eine  einfachere  Grestalt  an,  wenn  man  statt  der  CoeflReienten 
pnndq  der  ursprüDgiichen  Gleichung  die  sfimmtlichen  drei 
TVurzeln  der  kubischen  Häifsgleichung  aufnimmt.  Es 
seien  diese  nämlich  gi,  y%f  t/s;  dann  ist 


,2 


9)  — |^=yi+%+y3;||~3riyay3- 

Wenn  also  q  eine  positive  Zahl  ist^  dann  ist 

10)    |  =  V^.ir^.V-^; 

und  wenn  g  eine  negative  Zahl  ist,  so  hat  nmn 


t3S6 

WO  jede  Qoadratffiinel  poriliii  m ,  neklhei^  ist.    Ffir  a*  setzen  wir 
^»also  V^  föra.  Dann  sind»  weni^jgrfosift  iy^  no^e  Wurzeln  (8): 

dasiBt  '  - 

J3J- -l ■*.==?  y^'~^.9^^f^u' 

Iifij  ^neilfiii  F^;.  dagegen,,  -wei^a  ip  d^  «liprliogllcheniGleichniig 
q  eine'  negative  Zahl  bedeutet,  sind  unsere  Warzeln,i($)::, ;  ■, ' 

,..   .,  ..,,,.  .  ,„,^=f-^^±V(«.+5/i.-2V^1^).f..,.    •„. 

das  i»t  ,•;:■■:.  ■.;  :      .■■■■'  ■      .'    :•  •■' >'-■    ■      •'••In-.   ■•• 


U) 


13) 


•  \ 


„___iigt,  welche  E  ui  er 's  Methode  darbietet ,  ohne  nSthig 

zu  haben,  von  der  etwas  kunstlichen  Voraussetzung  auszu- 
gehiexu  da^  unsere*  biquadratisehe  Glc^icbung  Wturzeln  von  cfer  Form 


•r  .' 


b^be»  dhne*  ferner  die.  kunstliche  Hei'lei tutig  der  kubischen 
HalfegleiqhfiQg  Aaoh  E  «il  e r  für  die  ohneTergleich. •  i »fache  i^ e  ubd 
n^türUcb.ere  nach  Ded carte s  aufnefanen  zu  mäsfeien.    • 

Die  Aufnahme  aller  drei  Wuraeioi  der  kubischen  Hdlfsgieichung 
in  die  Formeln  (8)  ist  nichts  als  eine  durch  die  Nothwendigkeit 
gebotene  ganz  natürliche  Beseitigung  ^sBedenkens,  ob  denn  auch 
lur  die  VVurzeln  dieselben  ^  Werthe  kommen  ^lochten ,  wenn  man 
eine  beliebige  Wurzel  der  Hülfsgieichung  substituirt.  Pies  Be- 
denken beschwichtiffi  man  gfeWuhnHclr  ^Jadureb,  dass  taian  auf  die 
eine,  stets  vornandene,  positiv^  Wurzel  der  kubischen 
Hülfsgieichung  den  Aceebt  Legi  • 


I.;   '  I     «•  '{•',;..     'i   .' 


.  /  ;.v  ^ .  -^  *'  I ' 


;       ) 


•  •      « 


EntwldLelmiir   Aer    Olelclmiigren  der 
Iioxodrömeii    auf   den    Flädüen    der 

zweiten  Ordnnnfp« 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  R.  Boyman, 

Ddhrer  an  der  lielieren  Bärgenohiile  m  Bfalmedy. 


Bezeichne  2^szf(x,  y)  die  ^IgemeiDe  Gleicbang \der  Rotations- 
körper, bezogen*,  auf  ein  recfatwinkliches  Coordinaten^ystem,  dessen 

Axe     der  Z  zugleich    Rotationsaze ;     seien    -p-  und  -r-  die  par- 

tielloii  ]3(iirf»r^tia(q\iatieBteii  dieser  Gleichung^,  üpd  sei  }^'^er  zwi- 

shen  0  und  ^  enthaltende.  Winkel,    den    die  Loxodrome  mit   dem 

Meridian  oder  der  Dit'ectrix  bildet :  so  ist  die  ellgemeine  Differen- 
tiaigieichuns  der  Wendelfläch en-  der  RotationsKurper,  wie  sie  in 
der  Abhanaluns  des  Verfais4e#s  ;|De  'II n eis  löxodromicis  etc. 
Berolini.  18o9/'  entwickelt  ist,  folgende: 


OCT+CDT-^ürM^-S-IJ 


dx     *"L'  '  \dxj    '  \dyj  J,      '^"^  /  •  Ijy  '  ^\dyj    '  ^ dx  dy^     ^|. 

wekhe  in  Verbindang  mit  ^t  Glelchiifig  dei»  gegebenen  Rptations- 
,  korpers  die  entsprechende  loxodromlsche  Linie  oestimmt. 

Aus  dieser  Crleichung  wollen  wir  im  Folgenden  die  GleicBui^en 
der  Loxodromen  auf  den  Rotationskörpern  des  zweiteip  Grades  ab- 
leiten. 


TheU  Vn. 


22 
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I.    Cylindrische  mid  Konische  Loxodrome. 

Der  RotatioDscylioder  und  der  Rotationskegel  sind  dargestellt 
bezfiglich  durch  folgende  Gieichongen: 

a:«+ya=o«. . . (2) ;  :ra+y'=  5(«-*)'- ■'&)' 

In  welchen  a  fSr  beide  Körper  den  Radius  der  Grundfläche,  und 
c  für  den  Kesei  die  Coorainate  des  Scheitels  bezeichnet  Die 
Gleichung  des  Kegels  geht  aber  in  die  des  Cylinders  über,  wenn 
man  in  derselben  c=ao  setzt.  Daher  wird  es  nicht  ndthig  sein, 
die  Loxodromen  beider  K^p«r  iimniHeHMnr  zu  suchen ,  sondern  es 
genügt,  bloss  die  konische  Loxodrome  unmittelbar  zu  entwickeln, 
um  sodann  aus  dieser  die  cylindrische  Loxodrome  abzuleiten.  Indem 
^ir  so  yerlaiMrefif  sdib^n  wir  nur  den  saiebgemlissen  W^  «in.  • 

Nehmen  wir  d^her  obigi^  Gleichung  des  Kegeis: 


»  •  .f 


a* 


und  differentiiren  dieselbe,  so  erhalten  wir: 


^wtp+y  <^==— "2  {c^«)<i» (4) 

c 

woraus  sich  ergibt: 

dt  d^x  j*  _         c*y 

■  •  ■  *  1  r 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  (1)^  so 
verwandelt  sich  dieselbe  nach  einigien  Redtictionen  in  folgende: 


«         ■ 


c».l 


1 ' 


welche  Gleichung  wir  unter  nachstehende  Form  bringen : 
y  dx^-xdif  =  -  tang  y .  (1  +  ^»  (xda:  +igdy). 

Aus  dieser  erhält  man  nun,  wenn  man  rechts  den  Werth  in  x  aus 
Gleichung  (4)  substituirt  und  zum  Zwecke  der  Integration  durch 

x''^^ifl=^-s(c'^)^  auf  den  verschiedenen  Seiten  dividirt,  folgende 

c 

Integralgleichung: 
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Hieraufi  mebeo  sieb  fenier  in  x  uod  x,  so  wie  in  y  und  2  die 
beiden  Gleicbungen: 

Mach  Ausfllhrang   der   angedeuteten  Integration ,  wobei  Con«t.:^ 
tangy .  (1-f-^'log  c  gefunden  wird,  erhält  man: 

Are  taug  ^  =  tangy.(l+^'log^ (5) 


die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  Kegels «  welche  mit  (3)  Ter- 
banden  die  konische  Lozodrome  bestimmt;  und 


cM,  ^    c 


Aresin  -  =  tangy.(l  +  -^'log— - 

91  J  •  •  •  •  (8) 

Are  cos  3^=tangy.(l  +  ^*log    ^ 


c— « 


die  Gleichungen  der  Projecttonen  auf  den  Coordinaten- Ebenen 
XZ  und  YZ,  durch  welche  gemeinschaftlich  ebenfalls  die  Kegel- 
lozodrome  bestimmt  ist. 

In  anderer  Form  stellen  diese  Gleichungen  sich  also  dar: 

a?=sftang[tangy.  (1 +^Mog^, 


•   .     • 


c\i 


X  =  t^sin  [tang  y .  (1  +  -^«  log  -r-J 


c\\ 


y  =»  cos  [tang  y .  (1  + -^*  log —-]. 

Ä  c— »  . 

Setzen  Vrir  jetzt«  um  zu  den  Gleichungen  der  cylindrischeD 
Loxodrome  zu  gelangen«  in  obigen  Integralgleichungen  c==go«  so 
erhalten  wir: 

und  daher  nach  Äusföhning  der  Integration: 

Are  taag  -  =staag]r.£  .........  (7)  , 

y 
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(ÜT  Ae  CMeichaoff  der  Wendelfläcbe   des  Cyiiiide»^  vrodurch  in 
V^erbiDdung  mit  (ä)  die  cylindrische  Loxodrome  bestimtiit  ist;  nni 


Are  sin  -*=taoey.  -  , 


(8) 
Are  cos&rstaog)^.  — 


V  a 


fiSr  die  GleiebuDgen  der  .Pr4yjectioDen  auf  den  Coordipaten«  Ebenen 
XZ  und  YZ,  welche  gemeinscbaftlich  ebenfalls  die  Cyiinderloxo- 
drome  bestimnieti. 

Die^e  Gleichungen  in  anderer  Form  lauten: 

ar=ytang(tangy.i), 
^P=:e8iii(tangy.  ^), 
yt^v  €06  (tangy .  — )  • 


II.  Sphärische  und  Sphäroidische  Ijoxodrome.  - 

^  Bekann;tlich  sind  die  Gleichungen  dfvr  Kug^el  und  des  Sphäroids 
beziiehutigsweise  folgende: 


9 


a:«+ya=o«-2«...   (9);  x^-\-y^  =  ^{ljl^z^ (10) 

von  weichen  die  er^-eite  in  die  erstere  übergebt,  wenn  man  in  der- 
selben 6=a  setzt.  .  Wir  können  also  auch  hier  dasselbe  Verfahren, 
wie  vorbin,  anwenden', -  der  Art  nämlidi,  dassvwir  zunächst  die 
Gleichung  der  Sphafoidischen  Loxodrome  unmittelbar  entwickeln, 
un4  aus  aieser  sodann  die  G|eif:bung  der.Sph^i^^cbep  JUai^^drome 
^infach  dadurch  ableiten,  dass  wir  bloss  a  sMt  6  setzen«  t,  , 
'"'     Aus  der  gegebenen  Gleichung  des  Sphäroids 

ir'+»',=p  («•-»•). (tO) 

erhält  man  nun  durch  Differentiation: 

a:d:xf+ydy=Z'^'^xdz  . (11) 

und  hieraus  ergibt  sich : 

•  -cte"'      ä^'         dy^      Ä' 
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Werden  diese  Wertbe  wieder  io  die  «Iteeueioe  GleiohiM  (1)  sab- 
stitolrt,  so  erhält  nan  für  dieselbe  oacn  eiBigeo  VereinmOTungen 
die  nachsteheDde: 


« «. 


^y      ,+  tangy.(l  +  ^ü^))i. 


a^z^ 


welche  wir  folgendexmasseD  umfomieD: 

yda — xdy  =  —  taog  y .  (1  +     \  ^    y  i^dx^dy). 


a*%* 


Setzen  wir  nun  rechts  aus  Gleichung  (11)   den  Werth  in  i^  und 
divicUreo  Behufs  der  Integration  auf  beidvn  Seiten  einaeln  durcb. 


a« 


'**+y*==T2(***"**)*  ^^  erhalten  wir  die  Integralgleichung: 
und  hieran«  in  x  und  z,  so  wie  in  y  und  z  die  Gleichungen : 

Di«  Ausführung  der  aogedeuteteo  Integration  gibt,  da Const.  =  0 ist: 
Arctana^-ltaney!  ^WH^l^)*'^i-dzl    (.^. 

fSOr  die  Gleichung  der  Wendeiflfiche  des  SphSroids,  welche  mit  (10) 
verbunden  die  Sphäroidische  Loxodrome  Destimmt;  und 

Iog(**+(«'-*')*')*-Nw, 


(13) 


Aresin  *  =  i  tangy  «*(d*+(a«-6>)*«)*-«x 

{  a      ^(6*-Ka*-*>)x»)*-(a»-6'«)z 

Are  cos  f  =  V  tang y )  ^  (6H(«»-6«)*«)*-«* 

»     2       ^^  )^(a>-6^v  J6*+(«>-6^««)i4-(a«-6^ 

l  a         *(*«+(«'- «^«•)*-(a'-*')«) 

Rirdi«  Glmcbangeu  der  Projeetionen  auf  dea  Go<nkUiMit«a-Ebenen 
ÄZ  und  TZ,  durch  welche  die  SphSroidische  Loxodrome  ebenfalts 
vollkommen  bestimmt  ist. 
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Vorstefactode  Gleielraiigeo  stellen  io  anderer  Form,  wenn  man 
zugleich  den  Ausdmck  innerhalb  der  Klammer  mit  <S  bezeichnet» 

fiich  also  dar: 

« 

a?=ytang(4tangy.S), 
o;  =  r  sin  (itangy.  <S)> 
y^v  cos  (i  tang  y .  5). 

Die  Gleichungen  der  Sphärischen  Loxodrome  ergeben  sich  nun 
ganz  einfach  ans  den  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man  in  den- 
selben A=a  setzt.    Alsdann  findet  man  ans  (12): 

Are  tang -  =  ^  tang  y.  log^tt! ;.  (14) 

fSr  die  Gleichung  der  Wendelfläche  der  Kngel,  welche  In  Verbin- 
dung mit  (9)  die  Sphärische  Loxodrome  bestimmt;  und  aus  (13): 

Are  sin  ^=5-  taog  y .  log  p^,  ) 

"       J  ^~^    { (15) 

Are  cos  — =?r  taog  y .  log  -i?    \ 
vi  a—z    } 

tut  die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten -Ebenen 
XZ  und  YZ,  welche  .ebenfalls  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Sphärischen  Loxodrome  dienen« 


Diese  Gleichungen  in  anderer  Form  sind: 

a?=rf/tang^2^  tang  y .  log  ^J , 

^=t^  sin  (^i  tang  y.  log  |±f), 

y  =  r  cos  ^^  tang y  .  log  ^^. 


IIL    Hyperboloidische  Loxodrome  erster  Art. 

Die  Gleichung  des  einmanteligen  Rotationshyperboloids  (a  une 
nappe)  ist  bekanntlich : 

a:H3('^^(*H2«) (16) 

Dieselbe  geht  nun  aber  aus  der  des  Rotationsellipsoids  hervor, 
wenn  man  in  dieser  ft=6V" — 1  setzt.  Daher  geben  auch  die  vorhin 
entwickelten  Resultate  auf  der  Stelle  die  gesuchten  Gleichungen 
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der  Hyperboloidischen  Loxodrome  ereter  Art,  weoii  man  in  den- 
selben b  V^l  fflr  b  nimmt.  Auf  diese  einfache  Weise  erhalt  man 
nun,  da  auch  hier  Gonst.  =0  ist: 

l~ .     ä       *'  (ÄH(a»+6^»»)*-(o*+ft^*' 

die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  einmanteligen  Rotations  -  Hy- 

E^rboloids,  wodurch  in  Verbiadung  mit  (16)  die  Hyperboioidiscne 
ozodrome  erster  Art  bestimmt  ist;  und: 

Arcslo±=5-tan«y^  ^WW+mi=^4 

Ar««u^      g-»»"»>'j     /„t|.j«)i      (ft«-|-(aHft^«')*+(oHft*)»l 

Arcco.*=*tangy!  ^*H(«»+6W-«| 


.(18) 


die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten  -  Ebenen 
XZ  und  YZ,  welche  gemeinschaftlich  die  Hyperboioidische  Loxo- 
drome erster  Art  ebenmlls  vollkommen  bestimmen. 


In  anderer  Form  sind  diese  Gleichungen,  wenn  man  noch 
zur  Abkürzung  den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  Ui  bezeichnet, 
folgende: 

;r=ytang(jtangy.Äi},  ,  . 

'    l 
x=^v  sin  (^tängy.jEfx)> 

3f = i>  cos  (5- fang  y . /fi ). 

In  dem  FaUe ,  dass  das  einmantelige  Rotftti<(»nshyperbolold  aus 
der  gletüfaseitigen  Hyperbel  entstanden,  ist  6:=a,  und  die  rotste^ 
headeii  GleiclKDgen  gehen  alsdann  in  die  folgenden  über:  . 

Arctaog—  • 

y 

=ät*°8y['og^2-^,-i^iriog^^.^^^^;_^^  J 

die  Gleichung  der  Wendelfläche  des  gleichseitigen  einmanteligeii 
Rotationshyperboloids ;  und : 
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*  •     SC 

Are  SHi  — 

V 


2       *'    L  *(oH2i»)*-«  *(aH2*')*-^2-*J 


(20) 


Are  COS  ^ 

V 


_  2  tang  y  .  pg^^,^___ --y  i.log^-j^^-^^^-p^-J 

die  Gleichungen  der  Projectionen  der  gleichseitig  -  hyperboloidi« 
sehen  Loxodrome  erster  Art  auf  den  Coordinaten -Ebenen  XZ 
und  YZ. 

Für  diese  Gleichungen  hat  man  in  anderer  Form,  wenn  man  zu- 
gleich den  Ausdruck  der  Klammer  mit  Gi  bezeichnet,  die  folgenden: 

1 

a?=y tang(-.  tangy.  C?i), 

'  '  1 

i  X  =5  t>.sin  (^  tangy .  6?^) , 

•  1  " 

y  =  t>  cos  (g^ tangy.  Gl). 


.  ...  ;     1  .  '  .     I  •  ••    ' 


rV«    Hyperboloidische  Loxodrome  a&weiter  Art, 

Die  bekannte  Gleichung  des '  zweimanteligen  Rotatiooshypor- 
boloids  (ä  deux  nappes),  nämlich: 


9 


^•+^=^(**-*^ 


6« 


(21) 


geht  ebenfalls  aus  def :  des .  Rofationselitpsonds  hervor»  wenn  in 
dieser  a=aV^l  gesetzt  wird.  Wir  gelangen  also  ebenso  leicht 
zu  4tP>  Gl&idhwigeB  der  flyperboloidisdien  Loxodrome  zweiter  Art, 
indeBd-wiir  it»  den  für  die  Sphäfoidiscbe  Loxodrome. geiwooneneii 

Ausdrücken  «t^-^i  statt  a  nehmen.  '  Alsdano  erhtit  man,  indem 
man  die  nach  dem  Anfangspunkt  der  Curve  zu  bestimmende  Gonst. 

=  5-tat]gy(log.A — ' ^  log ß)  setzt,*  folgende  Gleichungen: 
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die  Gleichungen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten  -  Ebenen 
XZ  und  YZy  durch  welche  gemeinschaftlich  ebenfalls  die  Hyper- 
boloidische Loxodrome  der  sweiten  Art  bestimmt  wird. 
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I 

In  anderer  Form«   und  den  Ausdruck  innerhalb  der  Klammer 
mit  H^  bexeicbnend,  erhält  man: 


ar  =  y  tang ^  tang  y./r,). 
x:ss  V  sin  (^ lang  y.Aa)^ 
y=  V  cos  (g-tang  y •  Äi;. 


Fflr  den  Fall,  dass  das  zweimantelige  Rotationshyperboloid 
durch  die  gleichseitige  Hyperbel  erzeugt  ist,  verwandeln  sich  vor- 
stehende Gleichungen,  indem  man  6=a  setzt,  in  folgende: 


^^•'"«     (2*«-a«)*_V2.x    ) 

die  Gleichung  der  WeadelflSche  des  gleichseitigen  zweimanteligen 
Rotattonshyperboloids ;  und: 

▼   »  •  iOff  " 7= 1 

..(25) 


»  y       l,  1  *     <2**-a«)*-x    i 

Arccos^.^  — tangy  /  «,/««      _.,  ■  .rx-     ' 

die  Gleichungen  der  Projedtianen  der  gleichseitig -hyperboloidi- 
schen Loxodrome  zweiter  Art  auf  den  Coordinaten- Ebenen  JTZ 
und  YZ. 

Den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  Ca  bezeichnend,  hat  man 
rar  dies«  Gleichungen  in  anderer  Form  die  folgenden: 

a:=ytang(g-  tangy.  G^), 

j:  =  t>sin(^tangy.C2), 
y=:t>cos  (jtangy.G,), 


■■-■--      *•-  r     •       Ti 
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V.    ParaboIoidiscEe  Loxodrome. 

m 

Al8  CfieichuDg  des  RotatioDsparaboloidfiT  hat  man  bekaontiieit  t 

x^+ff*=zpx (26) 

Durch  DifferentiatioD  ergibt  sich  hieraus: 

äfdx  +  ydy  =^  pdz.   .....     (27) 

Daher  erhält  man: 

dx       p  dy       p 

Sübstituirt  man  diese  Werthe  wieder  in  die  allgemeine  Gleichung 
(1)>  so  findet  man  nach  einigen  Reductionen: 

P 
Bringt  man  diese  Gleichung  in  nachstehende  Form: 

ydx  —  xdy  =  —  tangy (1  +-^*  {pcdx  +ydy) , 

substituirt  alsdann  auf  der  rechten  Seite  aus  (27)  den  Werth  in 
X,  und  dividirt  zum  Zwecke  der  Integration  auf  beiden  Seiten  be- 
züglich durch  x^+y^=p29  so  erhält  man  die  Integralgleichung: 

und  ffir  die  Gleichungen  in  x  und  z,  so  wie  in  y  und  z: 

y"*    dar  1  .         J—dz,^  ,  4z  » 

,P===jtang//_(l+-)«. 

Nun  gibt  die  Integration,   wenn  man  die  nach  dem  Anfange  der 

Curve  zu  bestimmende  Constans  =  ;;•  tangy .  (log  A  —  — )  setzt : 

■*  P 

Are  tang  - 


\'^'i^^^^^-^^'^^^'^-^ 
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für    di*  GleiclMiig   der  WeBdelflSche  des    Kofatio 
welche  mit  (26)  verbundeo    die   Paraiioloidische  Loxö^ 
•tiflmt;  ood: 

Are  siD  — 

V 

'^  >...  (29) 

Are  cos* 

f  dr  die  GleichuDgen  der  Projectionen  auf  den  Coordinaten  -  Ebenen 
XZ  ued  VZf  durch  welche  die  PandMoidiscbe  Loxod^OBM  eben- 
falls, voliständij;  bestimmt  Ist. 

Diese  Gleichuneen  sind  in  anderer  Form ,  indem  man  xugleich 
den  Ausdruck  der  Klammer  mit  P  bezeichnet,  folgende: 

l  n 

ar=ytang(~taDgy.P), 

a:  =  vsm(^taLügy.P), 
yz=z'v  909  (^  tangy .  Z^»/ 


Heber  Iie^endre's  Ttaeorem  Ton  den 
Euler'selieii  Integ^ralien  zweiter  Art. 

Von  dem 

Herrii   Doetor    O.    Schlomilch, 

Prlvatdocenten  an.  der  Univefffliäit  su  Jeaa.     -  '    '.  -  ' 


Der  sinnreiche  Gedanke,  den  Satz  Legendre's  über  die  Gamma- 
fttnctionen  mittelst  eines  bestimmten  Integrales  für  — -^^2  abzu- 
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leiten,    was  offenliar  der  direkteste  W^  ist,   rfihrt  bekanntlich 
Ton  L  e  j  e  u  n  e  D  i  r  i  ch  1  e  t  her.   Er  benutzt  hierzu  die  Gleichung  *) : 


dir(ii)_  C^dx  _,     /«      dx 


<^f*  i/o       ^  v/o 


xiX^-xY 


(t) 


?^anz  unmittelbar,  was  aber  etwas  udbeqnem  ist.  '  Vielleicht  dürfte 
olgender  Weg  einfacher  und  leichter  sein. 

Naeh  Nro.  (1)  ist  identisch 
•    dir(^_P^dx  ^,     r^     dx      I  Z"*^  I   i  \     \dx 

«  ^  ^ 

indem  sich  das  zweite  Integral  gegen  das  erste  aus  der  Parenthese 
entspringende  hebt.  Hierbei  sind  nun  die  beiden  ersten  Integrale 
Ton  fi  unabhängig  und  bilden  eine  rein  numerische  Constante.  Den 
Werth  deri^lben  kann  man  entdecken ,  wenn  man  die  Integrale  als 
die  Gränzen  betrachtet,  denen  sich  die  Aiu^drficke 

y^dx  ^      yC    dx 
für  unendliche  wachsende  n  nähern.    Es  ist  nämlich: 

* 

y^dx  ^     P^    dx 
^P^dxiM or      o?^         x^  \        p^dx.P^dx 

Hier  hebt  sich  beiderseits  das  Integral  /    — ,  und  es  bleibt  nach 

'   •  * •  ,  t  ,        x.'   '     '    •  '4/  e .-«.  .    .';  .: ..  • 

geschehener  Integration :  ..,      .  .j 

_       1     n   ,  1     n*      l       n'     ,  •  ?/    n\ 


\. 


>Tofür  man   auch  durch  Zusetzung  der.  GrSss^   In — In  schreiben 
kafnm:        '    *•  ..•..■•,.•. 

•.•"I  '•*  •■<  •  •  •* 

J  0  ^  '      J  o  J:(l+a:) 

Bekanntlich  hat  man  aber  folgende  unter  allen  Umständen  conver- 
gineade  Reihe  für  deQ  IntegraUogavithmus  : 


*)  BL  f.  den  zweiten  Band  des  ArchiTt  Nro.  XXV,  §.  19.  Formel  (7). 
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worin  C=0, 5772 156  ist    Setzt  man  hierin  »=e-",  so  ergibt  sich 

und  folglich,  weon  man  dieses  Resultat  in  die  voriee  Betrachtanir 
eiofflhrt,  ®  ® 

Gehen  wir  io  dieser  fiir  jedes  n  geltenden  Gleichung  zur  Gränze 
für  anendlich  wachsende  n  über»  so  wird 

Da  aber  nach  der  Definition  des  Integrallogarithmus 

ist,  so  folgt  für  »=0,  /t(0)=0,  mithin 

I 

Durch  Benntzang  dieses  Resultats  geht  die  Gleichung  (2)  iq  die 
folgende  über: 

MT{i>) c^rC*  SA L_J*« 

d\f.    ~~    ^  Jo     \Hx     (1+*H"5^' 

Dieselbe  gestaltet  sich  noch  etwas  eleganter,  wenu  man.r—  =  z 

i-x  dz  "^ 

setzt,  woraus  "0:= und  rfa;=—-|  folgt;  ist  femer  ar=a).  und 

ar=0  geworden,  so  hat  x  die  Werthe  2=0  und  2=1  angenommen, 
und  daher  ist  auch 


,^=-c-/:i.-.( 


dz 


z 


oder  wenn  man  die  Gräoaen  vertauscht  und  wieder  x  für  s  schreibt: 
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Diese  61eichuD^9  welche  man  auch  aaf  andere  Weise  abgeleitet 
hat,  ist  es,  die  man  zu  einem  sehr  einfachen  Beweise  aes  Le- 
gendre'schen  Theoremes  benutzen  ininn. 

Setzt  man  in  derselben  fi-f —  fflr  ft,    wobei  k  und  n  ganze 

n  , 

positive  Zahlen  bedeuten  mögen ,  so  wird 
oder  fflr  a:=i"  : 

Denkt  man  sich  in  dieser  Gleichune  fflr  h  der  Reihe  nach 
0,  i,  2,  3f  ...n— 1  geschrieben  und  alle  so  entstehenden  Glei^ 
chungen  addirt«  so  erscheint  die  Gleichung: 

~dr^    3;^^ — +••••+ — ^ — 

I 

oder  weil 

1— 4« 


l+z  +  ia+a:»+...  +  z»»~i  = 


1—2 


ist: 


rf/{  r(,t)  r(^ + 1)  r(^ + 1) . . .  r  (^ + ü^') )' 

^*-^*^fc"^**  ■■■    ■  tili»  ,   ^   I  ■■ml  [  I      1«  I    !■ 

Oft 

=  "-"^+7o  li=^-i=FJ^^  ^     ^ 

Setzt  man  ferner  in  der  Gleichung  (3)  z  und  nu,  fiir  x  und  |ii^   so 
tritt  nc^fi  an  d|e  SteUe  yon  (fft,  und  nach  l>eiaerseitiger  Multipli- 


kation mit  niibt  dann 


—  nC+nf    — i dz. 

t/o       1—* 


Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  ergibt  sich 
jetzt  ' 


/-. 


,  >  • 
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—i^ n^ — "^  ■ 

Der  Werth  dieses  Integrales  ist  aber  sehr  leicht  zu  finden;  denn 
man  hat  durch  unhesümmte  Integration 

folglich 

Demnach  ist  jetzt  in  Gemassheit  des  Torigf^n : 

^    jr(,t)i70*+l)ro*+|)...r(^+nzi)j 

Multiplizirt  Oian    beiderseits  pit  «Ip^  Jnjt^grirt  und  nennt  Iq  die 
hinzuzufugejuie  CoMtsibte,  so.  wird  *  ^    .  i  - 


j  r(^)  ro» + i)  r(p + 1) . . .  r(^+  5=1) 


n'      '      «'  '•    '     n   " 


=  l^{^)+l9=nnr'^9). 


'*  I 


woraus  folgt:  ^ 

i*  ■     •  '    " 

Die  Constante  ^r  bestimmt  sich  leicht^  w^nn  man  fi=-  setzt  und 

n 
bemerkt,  dass  r(I)=l  ist.    Man  hat  dann 

■    <^)<l)^C->-'-(=?)-"«-  '     ■ 

und  weil  nach  dem  von  Euler  gefundenen  Satze  die  linke  Seite 


i 


=  (2»)  a   n— i 

/•  •  •  • .  > 

ist« 
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q  •=.  (27t)  %    Iti  • 


So  wird  denn 


♦  ■    • 


t 
»  •  

nnd  dtess  ist  deV'Ton  Legendre  zuerst  bewiesene  Saix. 


Vejber  die .  Terwandlangr  der  Funk- 
.tioBeii  einer  Veränderlichen  In  Reihen, 
welche  nach  stel§renden  Potenzen 
dieser  Veründerllchen    fortschreiten. 


Von  dem 


1 

Herrn  Doctor  O.  Schlo  milch, 

PriTatdocenten  an  der  ÜniVeniiltt  M  Jena« 


Unter  die  schönsten  Arbeiten  Cauchy's  gehurt  gewiss  die 
Auffindung  des  Kepnzeichens^  wonach  map  jeder  Funktion  auf  den 
ersteh 'Blick  ansehen  kanq,  unter  welchen  Bedingungen  siqh  die- 
seiibe  in  eine  convergente  nach  steigenden  Potenzen  ihrer  Verän- 
derlichen fortschreitende  Reihe  verwandeln  lässt.  Dasselbe  spricht 
sich  in  folgendem  Satie  aus: . 

pJSei  F(x)  die  gegebene  Funktion  und  um  völliger  Allgemein- 
heit willen  a:  =  r(cosM-|-1^ — Isinn),  in  welcher  Form  alle  denk- 
baren reellen  und  imagidäreh  Wertne  von  x  enthalten  sind.  Bleiben 
nun  die  Funktion  F(a:)  und  ihr  erster  Differenzialquotient  F'(w) 
endlich  und  stetig  für  alle  Werthe  von  x,  deren  Moduli  innerhalo 
des  Intervalles  0  bis  R  liegen  ^  wo  /2  eine  durch  die  Natur  der 
Funktion  F{x)  selbst  bestimmte  Grosse  ist»  so  kann  man  F(x) 

Thieil  VII  23 
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ffir  alle  diese»    aber  auch  nur  für  diese  Werthe   von  x  in  eine 
convergente  Reihe  von  der  Form 


A^Bx^Cx^^ 


ff. 


verwandeln;  die  Gränzen  für  die  Endlichkeit  ;ttnd  Stetickeit  der 
Funktion  und  ihres  DührenEialquotieiiten  sind  mithin  zugleich  die 
fflr  die  Entwickelbarkeit  der  Funktion/' 

Oau.c;hy  Jif  weist  dif9^  merkwürdige  Theerfin  diidurch»  4abs 

er  zeigt:  fär  Ä>r>0  und  e  «i  ~*=:  d,  wo  n  ganz  .und  positiv 
ist ,  hat  man  die  Gleichung : 

F(.)  =  Lhni[j^^F(r)+-^F(er)+^F(«V)+.. 


wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachsen  von  n 
bezieht»  so  dass  Lim  6=1  wird  *), 

Hier  wird  sich  gewiss  Jedem ,  der  den  Gang  des  Beweises  ver- 
folgt» die  Frage  au/arängen»,^'ie  w.elil  der  geistreiche  franzosische 
Analytiker  zu  dieser  Betraclitnngsweise»  die  von  der  bisherigen 
v5llig  verschieden  ist»  gekommen  sei»  und  wie  dieselbe  mit  ande- 
ren oekaDoteo  Method^  zusammeablUi^e.  Hierauf  ist  die  Aiit« 
wort:,  hinter  der  ganzen  Untersuchung  steht  ein  sehr  allgemeines 
jNMiiiUQt#s  Int^grä»  dessen  Werth  die.faeliebijge  Fünktfea  J?:dar- 
stellt^. nämlich  das  Iheerem:.  .       ^ 


^       • 


^^^-t^JTt^S^'^^'^'^^''  «<'•'• 


welches  unter  den  nämlichen  Bedingungen  richtig  bleibt»  unter 
denen  sich  F(ii)i  in  eine  nach  Potenzen  von  a  fortschreitende  und 
convergente  Reihci  vierwaüNleiii  lässt. 

ynx  wollen  nun  zuerst  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  beweisen 
und  dann  zeigen»  wie  er  mit  Cauchy's  Untersuchungen  zusammeo- 
hftngt. 

,  L    Lem.ma* 

.  Fdr  alle  diejenigen  Werthe  von  r »  ffir  welche  sich  F(y)  in 
eine  nach  steigenden  Potenzen  von  r  fortschreitende  und  conver- 
girende  Reihe  vetwandelo  iässt»  ist 

f^^Ffy^)dt=ii^2.:      . .     a) 

wobei  i  zur  Abkürzung  für  V^  gebraucht  wird.    . 


*)    MoigQo»' Lc9onii  de  calcul  diffi^rentiel  etc.  WIV^«^  le^n  oad 
Archiv.  Theil  I.  S:  364. , 
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Nach  dem  MaGlaurin'scheo  Theomne  hat  man  ninJich : 

F(T)  =  P(0)  +  ^  f  +  ^  r«  +. . .  .    ' '      ^    (2) 

«ras  abier  nur  so* lange  richtig  bleibt,  als  die  Reibe  rechts. eonver- 
gtrt,  well  ausserdem 'die  Funktion  und  die  Reibe  einander  q^cht 
gleich  sind.  Unter  dieser  Voranssetzung  ist  es  auch  erlaubt, 
^,c:t)«(«os,t+t0lnO.far  r  m  0etsen»  indm  aieb  dann  4i«  Reihe 
IQ  il^wei  ^andere  ^(erlegt  i  nämlich 


I     1. 1,    ' 


t 


welche  ebenfalls  noch  convergiren ,  wenn  die  Reihe  (2)  converglrt. 
Multipliziren  wir  jetzt  die  Gleichung 

F(reti)==F(O)+,i^^r0ti  +  ^^r^^+ 

mit  er^^dt  und  integriren  nach  i  zwischen  den  GrSnzen  t=^0, 
izzz^n,  so  ergiebt  sicn 

%t  o 

Emr*'e^^.dtV-~p-f^e-<«-i)*id(  [  .   (3) 

Ein  allgemeines  Glied  dieser  Reihe  wäre  etwa 


"i.     *■'?».';;.•.,  4>  ■  .  ^"fit   i         #'n^^*»>»  öl +  .*'#.  I  •♦•«,* 


wobei  nt  eine  ^ositfi^  g^nze  Zahl  bedei^  tmd  es  sich  noch  um 
den  Werth  des  bestimmten  Integrales  handelt,    dasselbe  ist  auch 

=  /     ^ co9(n—tn)tdt — il   .  .a\Qfyi'^m)tdt 

Hier  sind  zwei  FMle  zu  unterscheiden :  ob  nämlich  die  willkfir- 
liche  Zahl  m  von  der  gegffl^en<ao  n  Ter^schieden  ist,  oder  nicht. 
Im  ersten  Falle  hat  man 

/'cos(«--m)< Ä-i  An (n-m) IÄ=S|Hi2=^«  +  i  <^^«(^V?)1 ; 
folglich,  weil  auch  n—m  eine  ganpe'Zahl  ist: 


23 
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«/ o  t/o  • 

Fflr  m:=^n  dagegen '4at    '         ^ 

Es  TerseliWifidfen'arlso  !■  der  R^he  »(S)  alle' di^jeiiigeii  Glieder» 
in  deoen  die  fortlaufenden  Zahlen  'iif£bl>'3y  3;...  von  nvetsehiö* 
den  sind»  und  es  bleibt  demnach  bloss  das  Glied  übrig«  in  welchem 
m=n  ist»  d..h.  jgem^v^des  Ausdruck««!  £4)  dif  /Cv^se 

'.■     :         1.2..  V  ^'''         . 


•#> •       ....   ,  1^    ^ j '       . ( • '  . •  «  t . ^ 


folglich  haben  wir  nach  (3) 

womit  das  aufgestellte  Lemma  bewiesen  ist. 

IL 

Wir   können    hieraus   leicht  unser    im   Anfang  aufgestelltes 
Theorem  beweisen.    Es  ist  nämlich: 

r 
Dabei  lisstsich  der  onter  dem  Integfalzeichen  stehende  Brach 

1 


r 
nach  der  bekannten  Formel 

in  eine  unendliche  Reihe  verwandeln,  sobald  ~  wie  u  unter  der 

r 

Einheit  liegt»  also  hinsichtlich  der  absoluten  W^rthe  a^r  ist. 

Dann  wird 


»  *     •  »  4  I 


*     '  -^  ff  ^  •<%  • 


+äiyr'*"*''^^'*'^*"+-- 
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•  i  .IWwtininit  ^nlEtii  Uot  idb  W(»rthe  siteiitlielier  Idtegtgle  rechts 
mM!Hiüfe.  FOD  Formel  (1),  so  ergiebl  mch  für  a<r 

4 /^i^  F(r«f)Ä<i=f!(0)  +|>f(Q)+^F'(0)  +  ....     (6) 

NuD  war  aber  früher  vorausgesetzt,  daas  die  Reihe 

F(p)  +  Ir'(0)  +  ^F«'(0)+.... 

GODvergire  und  F(r)  zur  Summe  habe;  da  nno  a<^r  ist,  so  muss 
die  Reihe  in  (5)  um  so  mehr  conyergiren  und  F(a)  zur  Summe 
haben;  daher  ist 

und  diess  ffilt  für  alle  solche  Werthe  von  r,  für  welche  sich  F(r) 
in  eiue  paca  steigeudeD Potenzen. fortscbreiteode  und convergiFeiiat 
Reibe  v6Twaiideio  lässt.  *" 

'  ^  Es  .«egt  Jnun  der  ^€(edanbe  sehr  gfabe,  diese  ganze  Betraeh«» 
limgsjfi^eise  uii^zukehreo.  Konnte  man  nSmlich  uoabbSBgi^rToi»  ^ 
jWacläurifi'l^cheri  8ätze  die  Kichtigkeit  aes  iii  Nro.  ^  aufgestellten 
Theoremes  erjif^iseD  uo^  AM  Bedingungen,  emdtt^lii,  unter  welchen 
dasselbe  gilt,  so  wären  hiermit  auch  die  Bedingungen  gefunden, 
unter  welchen  man  eine  Funkti<)!A  YP(a)  in  eine  nach  Potenzen  von 
a  fortschreitende  und  convergirende  Reihe  verwandeln  kann.  Nun 
hat  man  aber  den  Satz 


x 


c  {  j„tv^  .  ^/Cv  .  ^/2cv  .        .  ^/n— Icj» 


m  dt = Lim  £  m + /  ö  +/'o + •  • .  +fC^~)\ . 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unbegrenzte  Wachseq  von 
demgätizen  positiven  n  bezieht.    Hiernach  Ist  (är  ^ 

,■..•■■.';  ■'<'■..■■•         **|-  ■     '  f    .' 


I  >. 


re  »    — a 

45. 
re  n  42.* 

+      4g,       Firen')^... 

re  «    — a 


^2 . 
od^V  fflr  e  n   —  öt 


#•  ö,)  =  l^wl  j^F(0>+^„  FiSr)  +  ^  F(e%.)+ . . .  I . 
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^  >I)i«l«r5StM  vM«  tetatao  eitf#iitMeb»  deBMao  Imw^mo  ailBste, 
woraus  dann  Njro.((>)1ftirf  daftitilaolaarin's^lid  Tlieotemv  onitiitMlIbav 
folgen  würdeD.^  Diesen  Wee  hat  sich  in  der  That  Cauchy  ge- 
brochen ,  wobei  er.  auch  die  Bedeutung  der  yorigen  Gleichniig  lUr 
di^  IntMTäliticfain^  ^dz  verschweigen  koi^nt6/  wenn  er  seine 
Untersucimngen  ds  zur  Diflerenzialrechnung  gehurig  dar^^Uen 
wollte. 


1 


i!. 


i.   . 


w 


.'        »  •  < 


'       'r 


iTcftter  eln^  lAiiwendungr  de»  fii,iilei^.il]l»« 
]iaiiidliin«r  Xld.II.  ITro.  %XW-^  %  3.  Ibe- 
wleseiieii'llaii|itsatzes  der*  VIie<oflie  dei^ 

Ibestiiumteii,  lHte9itale.V; 


. «  «  f 


dem  Herausgeber; 


j        «    r 


\       •         »         .      ' 
■>   1.1.   •       •■    ^     » 


l), 


^   '. 


I   /  .  ■ 


•    ••  '  •  \      •    ' .  .  1"  '  >.  i  ..-».  •#  .1/.'-» 

Der  in  der  Ablpasdlung  T|il.  .I(.  jNro.i^^y,;$«.3«.  beiyies9Q0 
bekannte  Hauptsatz  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  scheint 
mir  nicht  immer  in  seiner.gani^q  Wichtigkeit  erkannt^  wohl  selbst 
zuweilen  für  einen  gewisseraiaa9S!C|^K^  tiJ[«ss~Dtr&^ungs weise  richtigen 
Satz  gehalten  zu  werden,  was  eine  vullle  unrichtige  Ansicht  ist 
Namentlich  scheint  es  mir,  dass  dieser  Satz  in  den  Lehrbüchern 
der  höheren  Analyst^,  noch  nichtvallgemein  genug  fair  £^twick^ang 
der  GrundformelÄ,  auf  denen  die  Anwenaung^^n  der  Integralrech- 
nung auf  Geometrie  und  Mechanik  beruhen,  benutzt  wird,  da  doch 
nach. meiner  Ueberzeugung  gerade  der  in  Rede  stehende  Satz  den 
eigei^lichen  und  wahren  Grnnd  aller  dieser  Anwendungen  enthält. 
Ich  habe  mir  daher  'vorgenommen ,  In  verschiedenen  nach  und  nach 
auf  einander  folgenden  kleinen  Aufsätzen  die  Anwendung  dieses 
wichtigen  Satzes  etwas  näher  zu  erläutern,  und  werde  zunächst 
auf  den  folgenden  Seiten  eine  Entwickelupg  der  bekannten  Formelu 
zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  ebener  Curyenstücke  mittheilen, 
welcher  man,  wie  ich  hoffe,  wenn <■  dieselbe  au^sh  v^itläutiger  als 
diet  gewöhnliche  IBhjprsteliung '^ist ,  .  .dbch  v^lige  .Strenge  und 
Evidenz  nicht  wird  absprechen  können. 
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/ 

Zuerst  müsaen  wir  die  folgende  Aufgabe  auflSsen« 

Den  Schwerpunkt  elaes  Tfapeziums  ABCD(^a(,Vl, 
Fig.  l.)»  dessen  parallele  3eiten  ilC  und  BD  sind«  zu 
finden. 

Um  diese  Aufjeabe  aufzulösen «  halbire*  man  die^j^alieteD 
Seiten  AC  und  BD  des  Trapeziums  in  E  und  F,  und  ziehe  EF, 
so  ist  diese  Linie  nach' betrunnten  ailgemeinen  Sätzen  vom  Schwer- 
punkte ein  Durchmesser  der  Schwere  des  Trapeziums.  Zieht 
man  ferner  die  Linien  DE  und  AF,  und  nimmt  EG^=^\DE  und 
FH^zlAF,  so  sind  G  und  H  die  Scbwerpuokjte .  der  Dreiedo 
ACD  und  ABD,  und  es  ist  also  auch  die  Linie  GB  ein  Durch- 
messer der  Schwere  des  Tiapeziums.  Folglich  ist  der  Durch- 
schnittspunkt S  der  Linien  EW  und  GHdev  gesuchte  Schwerpunkt 
des  Trapeziums. 

Legen  wir  nun  durch  A  eine  auf  den  parallelen  Seiten  4^8 
Trapeziums  senkrecht  stehende,    durch  S  eine  denselben  Seiten* 

Sarallele  serade  Linie,  und  bezeichnen  den  Durchschnittspunkt 
ieser  beiden  Linien  durch  K,  die  tlntfernung  der  beiden  parallelen 
Seiten  des  Trapeziums  von  einander  oder  die  sogenannte  ffSltd 
desselben  aber  durch  AL,  so  ist  nach  bekannten  allgemeiiieo 
Sfitzenf  vom  Schwerpunkte  . 


oder 


^Ise/  W^'sogfeich  «^rhelVet: 


;?••'•*•      '  ■;     '-  I     :••      '         ,..^ 


BD 


1+2 


»« _ 


A-CJ 


Wei^  aber  «tipUitt 

7              . 

r 

* 

•-     1       •              ■      '       ' 

*  •                                               \ 

AK     AJ   . 
AL~AB 

ist,  dor.ifit  auch 

- 

'    > 

* 

i 

AJ= 

AC+2ßD      .„' 

Ferner  ist  offenbar 

ABiBF'-'AE^AJiSJ'-AE, 
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d  i. 

woraus  iHichp  aninittelbar 

.  •  »  ■  ■  » 

'^-^^^ e(Ac+BDy        • 

i»'  •:   ...  .       ■     .      •  »• 

lind  hierans  nach  gehöriger  Entwickelung 

^■^         3(AC+BD) 

In  Taf.  VI.  Fig.  2.  sei  jetzt  ABCD  ein  auf  rechtwiDklig«€ooiv 
dinaten  bezogenes  Curvenstück ,  in  weichem  alle  Ordipaten  gleiche 
VorjBeichen  haben.    Denkt  man  sich  nun  Aß  io  n  gleiche  Thelle 

getheiit^  zieht  durch  alle  Theilpunkte  senkrechte  Oidmatep,  verbin- 
et deren  Endpunkte  durch  Sehnen  der  Curre  mit  einander,  wo- 
durch man  n  Trapeze  erhält »  und  bezeichnet  die  den  sämmtlichen 
Theilpunkten  von  AB  mit  Einschluss  von  A  und  B  entsprechenden 
Abscissen  und  Ordinaten  durch 

und 

die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Ciirv#f»f(tfldcs  ABCD  aber 
durch  X  und  T,  so  ist»  wenn  der  Kürze  wegen,  indem  man  sich 
n  in*s  Unendliche  wachsend  denkt: 

u.  s.  w. 

und  '.  .  U; 


a*  s.  w* 
gesetzt  wird,  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

wo  es  nun  darauf  ankonunt,  die  Grossen  ilf  und  iVzu  bestimmen. 
Es  ist  aber 

+«Ä(ys+ys) 

+  ar8(y»+y4) 
u.  s*  w, 

■1  (»ih-l-fy»)' 


+  Liin .  jY^y<yo+j3yi+3^+3y,  +  ...+3^r-|+2,.| 


^^'^  •  "2^  1  *»yo+^*» — s^yi 


>f  .    t 


+«iyi+(3i — ^y* 


ü.  s.  w. 

+  ^»-1  »«-1  +(*n ~)y« 


(6— o\* 
— — )  Cyo+.yi+Ä+ys+---+y«) 

=:Lim.  —— (4^yo+^.yi+^9»"f«By»+--+^yirf) 


^    -^  Lim .  .^  (oToyo +a?nyn) 


,>• 


+  Lim  hj^y  (9o+9i  +S%+!f»+'  +y-) 

IL         - 

=  Lim  .  2=f  (aroyo+^Ä+4y2  +  ^8.V8  +  --+^3^) 
-  Lim  ;  ^  (aa + 6/J)+ Lim .  i  (^)' («-/}) } 

und  folfflicb,  weil  offenliair 

Lim.  *gL(aa+.*jJ)=0,  Lim . S (—)' («-ft  =» 
i»t:  /.   .-  . 


also  nach  dem  Archiv.  tliL  II.  S.  275.  beWIesItoiiefa  allgemeiDen 
Satze  von  den  bestimmten  Integralen  offenbar: 

1  M:^l     acydx* 

Ferner,  ist 
iV  =  Lim  .  ~<yo+^i+%i+%»+---+%»-i+y«) 

-  Liin  .  ta  («+|S) , 

« 

und  folglich  >  weil  offenbar 


j        ' 


f  « 


Lim.^(a+/J)=0 


ist: 


iV=LJro  ..-T— (yo+^+y*+*ta  +  "+*»)r 

also  nach  dem  in  Rede  stehenden  Satzp  ypiid^n  1)tesl|miiten  Inte- 
gralen: •*• 
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/xydx 
^ -   g  *  ■ 

>  ■  »   •       »  » 

Setsen  wir  feraer  ''*^ 

n 
*— la     i'      .  » 


r '     >     •   ■»     ^ 


?         3(yo+yi)      7^''«+*^^    n 


n 
6—0 


+*'^^.-.'<*+< 


u.  s.  w 


•  • 


SO  ist  Dach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 


• •  "f  f  I 


»i 


F—  ^ 


WO  es  DUO  auf  die  Bestimmung  der  Grosse  M'  ankommt. 
Es  ist  aber 


*    '      •  -       ^    '    X.  ...    X  *         .      »-      U 


Ä'=Lim.*=?  j.V+^^  J   "  ' 

und  folglich,  weil 

3fÄy4=y3(y4— Ä)+.y»**.  .        ...,' 

u«  s.  w. 
y«-i  y« = yii-1  (yn  — yn-i  )-|Hy»-i« 

ist: 

JU'  •=. 


1      « 


6«  '4yo(yi— yo)-t*i  (ya— wi)-J^aCy»— ^8)+-  --fy»-!  (y»-y»-i)) 


96i 


—i  Lim. :!-!?(««+ 2|J«). 


n 


Nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  von  den  bestiiiimten 
integralen  ist  nun 

Lün .  t^  (3fb»+^*+SiH-y.»+ . . .  +ir>  =J^y*^i 

und  nach  dem  Archiv.  Tbl.  I.  S.  292.  6.45*  bewieseoen,  ebenfalls 
sehr  widitigen,  Satze  von  den  Mitteigrussen  ist«  weil  nach  der 
Voraussetzung 

sSmmtlidi  einerlei  Vorzeichen  haben,  wenn  wir  eine  gewisse  Mit- 
teigrusse Bwischen  den  Grossen 

yi  — yo»  y«— yi »  ys— .^ •  •  •  •  •  y«— y»-i 

.....       •/■*"'.     I 

durch  fft  bezeichnen: 


yo  (yi— yo)  +yi  (sh-vi) + y»  (yr-ya) + •  •  •  +y»-i  Cv«-y»-i) 
=  f*  (yo+yi  +ya+y8 + •  •  • +y»^)- 


Also  ist 


Lim .  =~- lyo(yi— yo)+yi(y«-yi)+y«(y»--yÄ)+-.+y^^ 
=:Lim .  fi  -— -  (yo+yi+.^+yi+--+^ii-i) 

=  Lim  fi.Lim.-^^o+yi+y8+y^  +  **-+y«) 
—  Lun.fip ..      .  / 

.   -    ,  •  ~  \, 

f. 

•       Weil  nun  aber  nach  demv.seho»  mehrmals  angewandten  Satze  von 
den  bestimmten  Integralen 

Lim.  — (yo+yi+ya+y8+--+y»)  =  /    y<^ 

ist  9  und  9  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  die  Grössen 

yi-yo. .%— yi^ya— y»5  •••y^— y«-i; 

also  natürlich  auch  die  Mittelgrosse  a  zwischen  denselben ,  sich 
der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Graue  nähern ;  so  ist  offenbar 
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Lira  fA .  Lim (sfo+Sfi  +^^+.¥9  +  •  •  •  +y«)  =  0. 

91 

Und  weil  nan  offenbar  auch 

Lin^tfip =() 


» » 


ist,  so  ist 

u 


M     t 


•  1    . .  •  f    »    • 


Nimmt  man  hierzu  endlich  noch,  dass  offenbar 

« » 

Lim.  — (o«+2|J«)  =  0      > 
ist,  so  folgt  aus  dem  Obigen 

« 

also  , 

y„  ydx 

Duiwh  die  Formell; 

J^yda:  J^  ydx 

ist  nun  die  Lage  des  Schwerpunkts  Tollkommen  bestimmt. 

Hätte  man  die  Coordinaten  X,  Y  des  Schwerpunkts  eines 
Flächenstücks  wie  ACEDB  in  Taf.  VL  Fig. 3.  zu  bestimmen,  so 
wäre,  wenn  wir  die  Abscissen  der  Punkte  A,  B  und  JE^ respective 
durch  a,  h  und  e  bezeichnen,  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
und  nach  dem  Vorhergehenden: 

y''yda:+ f    yda 

X Yre  "7^  ~ ; 

/     ydx-\-l    ydx  / 


3ee 


d.  i. 


.    .  •  I  .  > 


<       t     I 


fl  xydx^r  xydx 

Well  nau  aber  nach  der'Lefai'e  Von  <leta  tx^timiateii  Isteeralen 
(Archhr.  TU.  IL  S.  268.) 


»•     .         • . 


<       < .     • 


\i. 


I     ydx  +   /    ydx  =  y     yciar, 

If^dx  +  f    ff^da::=:f  y^dx 
ist,  so  erhSit  man  wie  vorher  auch  jetzt  wieder: 

ßydx  flydx 

Das  Vorhergehende  ist  für  uosem  Jetzigen  Zurede  hinreiehend: 

aäterhin  hoffen  wir  auf  andere  ähnliche  Anwendungen  von  dem 
Dn  obigen  Betrachtungen  havpts'ächiich  zum.Grunae  liegenden 
wichtigen  Satze  Ton  d^  bestin&mten  Integralen  zurückzukommen. 


ii 


1   «^'     • 


j.'i     "   •     *■ 


I  1  •  i  » 


V     i       M-  *      I.- 


t (• »         •     ' '    f 


,      »       A 


•  «    I 

V,   • 


w 


«    » 
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ITelier  zwei  Sätaie  aus  der  JliMgdbrä  und 

aus  der  Zahlenlelire. 

Nach  der  Abhandlung:  Rdflexions  snr  les  principes  fbnda- 

mentanx  de  la  thöorie  des  nombres  par  M.  Poinsot  in  dem 

Journal  de  Math^matiques  pures  et  ap'pliquees  publik  par  J. 

Liouyille.    Janvier  et  Fevrier.   1845.  frei  bearbeitet 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

Durch  leichte  Rechnung  überzeugt  man  sieh  von  der  Rliihtig- 
keit  der  folgenden  Gleichungen: 


Ax+B 

=  (x — a)A 
+  Aa'\'Bl 

Aafl+Bx+C 

=  (o:— a){     Ax 

+  Aa+B 
+Aa^+Ba+C, 


.1. 


j 


+  Aa^^Ba+C 


t\  ,.!•».  l>nii 


•   t«'    ' 


-ti4xi':+/?a*rf-iCa.+i>>   j".  .••    i.,,   j,    ,li;iioi^ß-i 
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=  (j:— a)t     Ax^ 

+  (Aa+B)x^ 
+  (4a^+Ba+Qx 
+  Aa*+Ba^+Ca+D 
+  *Aa^  +  Ba^+Ckfl+Da+E, 
u.  s.  w. 

und  fiberaieht  hier  auch  j^g1^i/|j|jS^  jj^setz,  nach  welchem  diese 
AufiMirücke  fortschreiten,  auf  völlig  unzweideutige  Weise. 

u.  s.  w. 
+  (Äa«^»+  Ca^-4 + . . .  +  ÄaHh  X)  0? 
+  Äa"-«  +  Cto»-3  + . . . +Ä:aa+ Xa+iif 
+  J?Ä«-i + Ca»-« + Z>a^3  + . . . +ia«+ üfa+ 2V: 

Addiren  wir  jetzt  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
die  Grosse 

uodibiemcirken,  da^, 

ist»  so  erhalten  wir 
=  (a:-a){    Aa!^^ 

+  {Aa^\Ba^\^Qa\D)x^^ 

U«    8.   W. 


und  sehen  also  hieraus  ^  dass  das  bemerkte  Gesetz  für  jede  ganze 
rationale  algebraische  Functtön  des  nten  Grades  gilt»  wenn  es  für 
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jeAe  ganze  rationale  alffebraische  Fanction  des  (n— lösten  Grades 
gilt,  nach  dem  Obigen  folglich  offenbar  allgemein  gültig  ist« 
Wir  haben  daher  jetzt  den  folgenden  Satz : 

Lehrsatz,  Wenn  f^x)  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Function  des  raten  Grades  ist,  so  ist  für 
jedes  a  immer 

A^)=(*-«)AW+/(«)> 

wo/i(a;)  eine  ganze  ra.tionale  algebraische  Function 
des  (it — l)sten  Grades  bezeichnet»  deren  hOchstesGlied 
denselben  Coefficienten  wie  das  höchste  Glied  der 
Function  f(x)  hat  *). 

J.  2. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass /(or)  eine  beliebige  ganze 
rationale  alffebraische  Function  des  raten  Grades  sei,  deren  ht^cnstes 
Glied  den  Coefficienten  A  hat,  und  dass 

<hy  ^f  ^3'  ^4^  •••'On 

n  ganz  beliebige  Grössen'  seien.  Dann  ist  nach  dem  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  bewiesenen  Satze: 

A  (^) = (a?— «2)  A  (^)  +  A  (o«)  > 
A(^)  =  (^-as)A(*)+A(«»)> 

A  (^)=(^— «4)  /4(*)+A  («4). 

u.  s.  w. 
wo  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

A(^)>  A('^)*AW>  A(^)>  ..--AC^) 

ganze  rationale  algebraische  Functionen  respective  vom  Grade 

« — ^1 ,  ra— 2 ,  «—3 ,  « — 4,  • . . .  0 

< 
sind,  deren  höchste  Glieder  sämmtlich  den  Coefficienten  A  haben, 
woraus  sich  unmittelbar  ergiebt ,   dass  die  constante  Grösse  fn  (x) 
:=zA  sein  muss. 

Durch  successive  Anwendung  der  obigen  Gleichungen  erhalten 
wir  aber  leicht  für  f{x)  den  folgenden  Ausdruck: 


*)  Eine  andere  Darstellung  des  Beweises  dieses  Satzes  s.  m.  Archlr. 
ThI.  IL  S.  354. 

Thltil  \n  24 
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+  (av-ai)(ar-%)/t(os) 

U.   8.   W« 

+  (ar— «a^)  (o: — a^  (x — 03) . . .  (a^— ai«-a)(a?— aii_.i)/«-i(«« 

▼on  viü«lcheiii  stA  nun  die  folgenden  Anwendui^en  machen  lassen. 

§.  3. 
Wir  wollen  jetzt  annehmen»  dass  die  n  Grossen 

fll  >     ^>    ^9    ^4»     ....öfl 

s&mmtiicb  unter  einander  ni^leich  sind. 

Ist  dann  f(ai)=0,  so  ist  nach  dem  vorhergehenden-Paragraphen 

+  (ar— ai)  (ar— fla)  (a?— 03)^(04) 

u.  s.  w. 

+  (a^--a,)(a^— a2)(^'-'«8)--'(*--^^»^A-«(ö«--i) 

+  (x — «iXar-^Oa)  (ar— 03) . . .  (ar— a»-^)  (ä— aji-i)/i-i(a«) 

+  A^x—Oi)  (x — oa)  (x — «s)  (a:— o^ . . .  (x—an) , 
also 

und  lolglich»  wenn  f(a2)=0  ist,  weil  die  Grössen  Oi  und  o^  uo- 
.gleich  sind,  also  nicht  Oa — a^^^O  ist,  jederzeit  A(a2)=0. 
Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

f(x)=    (ar— ai)(ar-a2)/a(a3) 

+  (a:— dl)  (a:— oa)  (a:— Cg)  ^3  (a^) 

u.  s.  w. 
+  (a:— Ol)  (a:— Oa)  (a>— «3) . . .  (a:— aji-a)/n-«(!an-i ) 
+  (a?— ai)Xa:— «a)  (a?— o») . . .  (xrr^-ai^  (?»^--^am^}fi*^(an) 
+ -4  (ar— Ol)  (ar— Oa)  C^-"*^)  (^— 0^4)  •  •  •  (^— ö»)  5 


also 


/  ('^)  =  («3— «1)  («3— «a)  A  («s)  * 


und  folglich 5  wenn  f(a^)=:0  ist,  weil  die  Grossen  ai,  Ha,  c^  unter 
einander  ungleich  smd ,  also  nicht 
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,  («8— fli)  (ös-fla)  =  0 

ist,  jedtfBueU  /{(os)  =^0. 

Daher  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

f(x)  =     (a:— Ol)  (a:— oa)  (^— Oa)  /s  (««) 

u*  s.  w. 
\  (pb—a^^x—a^  (a>— 03). . .  (x — Ofi-a)  /«-«  (a^-i) 
+  (x— Ol)  (a?— ©2) (a?— 03)  •  •  •  (^— On-a)  (a— afi-i)/n-i  (a«) 
+  2<  (a?— ^)*(a^*-  Oj)  (a:— 03)  (ar— «4) . . .  (ar^On) , 
also 

f  (a*)  =  (04—01)  (04—^)  (04— a3)/3  (04) , 

and  folgiieb»   wenn  ^(04)= 0  itft»  da  die  Grossen  Oi,  «^,  03;  di| 
unter  einander  ungleich  sind^  ali^  nicht 

(<»4— «i)(ä4— «i)  (04--«3)  =  0 

ist>  jederzeit  ^3  («4)  =  0. 

Wie  maii  auf  dieise.  Art  weiter  gehen  kann,  ist  Mar»  und  man 
übersieht  aus  dent  Vorhergehenden  auf  der  Stelle ,  dass,  wenn  die 
n  Grössen  . 

j  Ol  9      O2  9      O3  9      <l4  y      •  •  •  .  Hfl 

sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind  und 

/(ai)  =  0,  /-(oa)  =^  0,  /(oj)  =  0,  A«4)=0,  .../-(o»)  =  0 

ist  9  jederzeit  auch 

A(öa)=0>  A(o3)=0,  /3(a4)=0,  AC^ä)-©,  .../i-^(4i„)=s0 

vsX,   Dann  ist  aber  q^ch  dem  obigen  allgemeinea  für  die  Function 
fipc)  gefundenen  ^Ausdrucke 

fix)  t=z  A  («—Ol)  (a^— 02)  (^—03)  (av-a4) ....  (a:— a»), 

ttnd  wir  gielangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze: 

Lehrsatz.  Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function /"(ar)  des  wten  Grades^  deren  höchstes  Glied 
den  Coetücienten  A  hat,  jederzeit  verschwindet, 
wenn  man  für«a:  nach  und  nach  die  n  sämmtlich  unter 
einander  ungleichen  (grossen 

-  Ojf  Oa  9  ßs»  O4  9  •  •  •  •  Hfl 

setzt,  so  dass 

/^(ai)  =  0,  A«2)-0,  Aö3)=0,  /(a4)=0,  ...f(an)=0 

ist;  sp.ist 

f(x)  ==  J  (ar-Oi)  (ar-oa)  (a?-a3)  (a:--a4) . . .  (a^r-a«)• 

24* 
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Konnte  es  ausser  den  sämmtiich  tom  einander  Terseliiedenen 
Grossen 

^1»    ^»    ^f    ^T    ••   .».  «11 

fSr  welche 

/(ai)=0,  Afli)=0,  r(fl»)=0,  fia^^O,  ...f(an)=0 

ist 9  noch  eine  von  diesen  Grössen  verschiedene  Grösse  a  geben, 
f&r  welche 

w8re»  so  mfisste«  w«i  nach  dem  Vorhergehenden  Paragraphen 
unter  der  gemachten  Voraussetzung 

f(x)z=2A  (^r— Ol)  (or— Ot)  (^— %)  («—«4)  • . .  (ar— o«) 

ist, 

A  (a — «i)  (a— 0^)  («^^)  («— fl*)  •  •  •  («— öii)'=0 

sein»  welches  ungereimt  ist,  da,  weil  nach  der  VoranssetKung  a 
keiner  unter  den  Grossen 

«1 ,  0^9  0^9  Ö4  >  •  •  •  fl« 
gleich  ist,  also  keiner  der  Factoren 

verschwindet,  und  natfirlich  auch  der  Coefficient  A  des  höchsten 
Gliedes  der  Function  f(ic)  nicht  verschwinden  kann,  weil  dieselbe 
sonst,  wie  doch  angenommen  wurde,  nicht  von  dem  nten  Grade 
sein  konnte.  Dies  führt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be* 
kannten  Fundamentalsatze  der  Algebra: 

Lehrsatz.  Die  Anzahl  der  von  einander  verschie- 
denen Wer  the  der  Grosse  x,  für  welche  eine  von  dieser 
Grosse  abhängende  ganze  rationale  algebraische 
Function  verschwindet,  kann  nie  grosser  sein  als  der 
Grad  dieser  Function. 


Wir  wollen  jstzt  annehmen ,  dass  alle  im  Obigen  gebrauchten 
Symbole  ganze  2ahleu  bezeichnen,  und  dass  die  n  GrSssen 

in  Bezug  auf  eine  gewisse  Primzahl  p  als  Modulus  sämmtiich  unter 
einander  nicht  congment  seien. 
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Ist  dann  f(ai)  durch  p  theilbar,  d.  h 

/^(ai)=0(Mod. /p), 
80  ist,  weil  nach  $•  S. 

/(««)=     /(Ol) 

+(«»— «i)A(fl«) 

Ist,  wenn  auch  f{a^  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/(Ha)  =  0  (Mod.  p) 
ist,  offenbar  auch  (a^ — 0i)/i(^  durch  p  theiibar,  d.  h. 

(fl,-ai)/i  (iij^  =  0  (Mod.p). 

Weil  aber  a*  und  a«  nach  der  Voraussetzung  in  Bezug  auf  die 
Primzahl  p  als  Modulus  nicht  cong^ent  sind ,  so  geht  p  in  a% — a^ 
nicht  auf,  und  mnss  also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den 
Primzahlen  in  /|  (o^)  aufgehen ,  d.  h.  es  muss 

/i(a,)=0(Mad.p) 

■  » 

sein^    Nach  §.  3.  ist  ferner 

/(«•)-       /(Ol) 

+  («8— öl)  AK««) 

+  (Oj— Ol)  (Og— fl,)  /a  (Og)  , 

und  wenn  also  jetzt  auch  f{a^  durch  p  theilbar,  d.  h. 

/(a3)=0(Mod.p) 
ist,  so  muss  offenbar  auch 

(«8— «i)(o»— a«)/a(ö8) 
durch  p  theilbar,  d.  h. 

I        V 

(<H-<h)  («•-«'>) /«(o«)  =0  (Mod.  p) 

sein.  Weil  abei*  Oi,  <Uf  Om  nach  der  Voraussetzung  in  Bezug  auf 
die  Primzahl  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind,  so  geht  p  in 
keiner  der  Differenzen  Hb-^iSi  ,  Om-^a^  auf,  und  muss  also  nach 
demselben  Satze  von  den  Primzahlen  wie  vorher  in  f%(ßt)  auf- 
gehen, d.  h.  es  muss 

/i(«,)=0(Mod.p) 

I 

sein.    Auf  ähnliche  Art  ist  nach  dem  in  §.  2.  bewiesenen  Satze 
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+  (a*--«i)/i  («a) 

+  (fl4-oi)  («4— «y«)  /«(«s) 

+  (a*— «i)  («4—02)  («4— «3)  A3  («^ ' 

und  wenn  also  jetzt  auch  /(Oi)  durch  p  theilbar ,  d.  h. 

/^(a4)  =  0(ÄIod.p) 
ist,  60  muss  offeubar  auch 

C«i«r^ai)  (dr-Äa)  («4-«^)/»  («4) 
durch  /i  theilbar,  d.  h. 

(«4— «1)  («4— <'2)(«4— «3)/3  (öJ  =  0  (Mo4.  p) 

dein.  Weil  aber  Ui,  a^»  a^,  a^  nach  der  Voraussetzung  in  Bezug 
auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  nicht  congruent  sind,  so  seht  p 
in  keiner  der  Differenzen  a^ — Oi,  a± — a^,  a^ — a^  auf,  und  muss 
also  nach  dem  vorher  schon  mehrmals  angewandten  Satze  von  den 
Primzahlen  in  fz(a^)  aufgehen,  d.  h.  es  muss 

/3  (o*)  =  0  (Mod.  p) 

sein.  Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterließt  jetzt 
keinem  Zweifel  mehr,  und  man  übiersieht  aus  dem  Vorhergenenden 
auf  der  Stelle ,  dass ,  wenn  die  n  Grossen 

^1  >  ^2  5   ^3  >  ^4  >    •  •  •  •  ff  n 

in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Modulus  unter  einander  nieht 
congruent,  und  die  Grossen 

/  (oi)  >•  /"(«a) .  fiflz) »  /  («4)  >  •  •  •  Aö«) 
sämmtlich  durch  p  theilbar  sind,  d.  h. 

/'(a,)  =  0(Mod.;>), 
/(flal  =  0  (Mod.  p) , 
A«»)  =  0(Mod.|»), 
/(o4)=0(Mod.p), 

U.  8.  W. 

/(fl„)  =  0  (Mod.  p) 

ist:  dann  jederzeit  auch  die  Grossen 

fi(o%)^  /«(«t)»  hMy  hi^)*  '>>fn^i(an) 
durch  p'  theilbar  sind,  d.  h. 
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fi  (fla)  s  0  (Mod.  p) , 
A(«»)  sO  (Mod.p), 
/•,(a4)  =  0(Mod./>), 
/4(o,)  =  a(Mod.p), 

u.  s.  w. 
/i_i(ffl«)=0(Mod.p) 

•L    Dann  ist  aber  nach  §.  2.  offenbar  auch  die  IMfferenx 

f{x)  —  A  {X—Oi)  (X — Oj)  («— Oj)  {X — O4)  .  . .  {X—On) 

durch  p  theilbar,  d.  b. 

und  wii^  gfetangen  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze : 

Lehrsatz*  Wenn  die  ganze  rationale  algebraische 
Function  /(or)  des  nten  Grades,  deren  höchstes  Glied 
den  Coefricienten  A  hat,  jederzeit  einen  durch  die 
Primzahl  p  t(|eilbaren  W-erth  erhält,  wenn  man  für  x 
nach  und  nach  die  n  in  Bezug  auf  den  Modulus  p  sämmt- 
Itch  unter  einander  nicht  congruenten  Grössen 

setzt,  so  dass  also 

A«i)=0(Mod.p), 
fia^)  =0  (Mod.p), 
f(a^)  =  0  (Mod.  p), 
f(a^  =  0  (Mod.  p) , 

u.  s.  w. 
/(a„)  s  0  (Mod.  p) 

ist,  so  ist  jederzeit  für  jedes  x 

f{x)  =  A  (x — O] )  (o:— «a)  (^— Os)  (.t— o^) . . .  (x — an)(Mod .  p). 


§.  6. 

Könnte  es  ausser  den  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  aU  IVIo' 
dulus  .sämmtUch  uQter  einander  nicht  congruenten  n  Grössen 

«1»  ««»  o»>  ^4>  •••«« 
für  welche 
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/(«,)  =  0(Mod.p), 
fia^  sO(Mod.p), 
/(a,)  =  0(Mod.p). 
/•(o^  =  0  (Mod.  p) , 

n.  8.  w.  , 

/(««)  =  0  (Mod,  p) 

ist,  noch  «ioe  diesen  Cirßssen  in  Bezog  anf  denModnlus-p  nicht 
congniente  Grosse  a  gelten,  für  weiche  /*(«)  durch  p  theiibar,  d.  h. 

f{a)  "=  0  (Mod.  p) 

wäre,  8o  müsste^  weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ^   v 

/■(a?)  ^  A  (a?— Ol)  (o? — a^^x-^a^) (^—«4) •  • .  {x — a«)  (Mod.p) 

ist,  offenbar 

Ä  (a— »iJ  (a— aa)  (a — ^«3)  (a—  04) . . .  (a — n»)  ^  0  (Mod. p) 

» 

sein 9  welches«  wenn  die  Primzahl  p  m  A  nicht  auf&^ehtj  nach 
dem  oben  schon  mehrmals  angewandten  Satze  von  den  Primzahlen 
ungereimt  ist,  da  p  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch 
in  Keinem  der  Factoren 

a — Ol ,  a — a^ ,  « — Ö3 ,  « — «4,  . . .  «^--fli» 

aufgehen  kann.  Dies  fuhrt  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  be- 
kannten Fundamentalsatze  der  Zahlenlehre: 

Lehrsatz.  Wenn  f(x)  eine  ganze  rationale  alg<&- 
braische  Function  des  nten  Grades  von  x  ist,  und  die 
Primzahl  p  in  dem  Coefficienten  des  höchstenGliedes 
dieser  Function  nicht  aufgeht ,.  so  kann  es  nie  mehr 
als  n  in  Bezus  auf  den  Modulus/7  unter  einander  nicht 
congruente  Werthe  von  x  geben,  für  welche 

f  (x)  =  0  (Mod.  p) 
ist 

Andere  Beweise  dieses  Satzes  haben  Gauss  (Disquisi- 
tiones  arithmeticae.  p.  40.),  Lagrange  (Mem.  de  l'Acad. 
des  sc.  de  Berlin.  1767.  p.  l^*)»  Legendre  (Hist.  de  l'Acad^ 
des  sc.  de  Paris.  1785.)  und  Euler  (Nov.  Comm.  Acad.  sc. 
Petrop.  T.  XVIII.  pag.  93.),  letzterer  jedoch  nur  für  einen  be- 
sonderen Fall ,  gegeben.  Auen  s.  m.  das  MathematischeWSr- 
terbuch.  Art.  2ahl.  Nr.  19.  und  Archiv  der  Mathematik 
und  Physik.    Tbl.  IL  S.  5. 
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Die  oben  im  Wesentlichefi  nach  Poinsot  geführten  Be- 
weise der  beiden  Sätze  in  {.  4.  ^na  dem  vorliegenden  Paragraphen 
bieten,  wie  es  uns  scheint «  vorzüglich  deshalb  ein  besonderes 
Interesse  dar,  weil  durch  dieselben  die  beiden  genannten  Theoreme« 
welche  als  die  Fundamentalsätze  der  Algebra  und  der  Zahlenlehre 
betrachtet  werden  können ,  auf  eine  gemeinschaftliche  Quelle  zu- 
rfickgenihrt  werden ,  welches  auch  der  wichtigste  Grund  ist,  welcher 
uns  veranlasst  hat,  dieselben  hier  mitzutheilen.  Ausserdem  ver- 
dienen dieselben  wegen  ihrer  Deiitlichkeit  und  Strenge  gewiss 
flberhaupt  recht  sehr»  bei  dem  Unterrichte  in  der  Algeora  und  in 
der  Zahlenlehre  benutzt  zu  werden. 


§:  7. 

Wir  wollen  jetzt 

setzen,  und  annehmen,  dass  es  n  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 
als  Modulus  sämmtlich  unter  einander  nicht  congruente  Werthe 

Ol  ,  Ot,  O3,  O4,  ...an 

von  jc  gebe,  für  welche 

f(ai)  =  0  (Mod.  p) , 
/(oa)  =  0  (Mod.p), 
/(a3)=0(Mod,p), 
f(a^)  =  0  (Mod.p), 

u.  s«  w. 
f(an)  =  0  (JSlod.  p) 

'ist.    Dann  ist  nach  §.  5.  für  jedes  x 

f{x)  =  A  (ar-flji)  (ar-oa)  C^-  «0  (^»>-«4)  •  •  •  (ar-  o«)  (Mod.  p). 

Bezeichnen  wir  aber  überhaupt  die  Ate  Klasse  der  Combina- 
tionen  ohne  Wiederholungen  für  die  Elemente 

^i»  0^9  ^»  ^4 ^ 

durch 

»k  ; 

(«1  >   «2  »   173  ,  .  .  .  Ofi) 

so  ist  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze 
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(x—oi)  {x—a^)  (x—a,)  (x—a^ .  - .  (x—un) 


=1  jf'  —               Äi 

.  o:»-* 

(öl  »  ^2  9   O^,  ..  »On) 

+                       »4 

.  «>»-« 

(«ii  fl»»  »3,  ...a«) 

Ä, 

.  a:»-' 

(«1,  fla»  «3,  ...Ofi) 

u.  s.  w. 

h  (—1)»-*  .  »n-i  •  ^ 

((h*  Oa»  03,  . .  .an) 
+  (-1)»      .  Ä„ 

(«!>   Ö|8,   03,  .  .  .«n) 

und  folglich  nach  dem  Obigen  für  jedes  a: : 

Aof^+Aiaf^-^  +  A^a^^+'-'  +  ^n-i^  +  ^n 
=  i<Ä"—  A  .  Äi  .  -a:""* 

(«1 »  «a  >   «3  ,  . . .  On) 

+  ^  .  »a  .  «*-* 

(OjL  >  Ö2  ,  03 ,  ...  an) 

—  i4  .  R3  .  «»-' 

u.  s.  w. 
4.  (—1)"-*  .  ^  .  Ä»-i  .  j: 

(fll,   «2,  03,  ...Cn) 

+  (-1)«     .  il  .  »n  (Mod.  p). 

(«1 »  »a  >  ^  >  •  •  •  ^) 

Also,  ist ,  wenn  wir  der  Kurse  wegen 
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(«1  »  a«y  ö»y  ...On) 

+  {A^^A.  »* 

(«1»  «2»  ^^3»  •••On) 
U.   8.   W. 

+  \Af^i  —  (—1)—^ .  A  .  »„-^ 

(Of   ^2  >   ^3  9  •  •  •  <2n) 

+  An     — '  (-1)«      .  ^  .  »„ 

(«1  >   fl2  >   O3  >  •  •  •  On) 


O;«-^ 


o;«-* 


Ä« 


—3 


^ 


setzen ,  för  jedes  o; 


/i  (»)  =  0  (Mod.  p). 


Folglich  ist 


/i(ai)  =  0  (Mod.>), 
/i(a2)  =  0(Mod.», 
A  (03)  =  Ö  (Mod.  p) , 
A(a4)  =  0(Mod.p), 

a«  s.  w. 
/i  (a„)  =  0  (Mod,  p). 

Dies  konnte,  da  n  die  Anzahl  der  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p 
als  Modulus  sämmtlich  unter  einander  nicht  congruenten  Grössen 

der  Grad  der  Function  fi  (a)  aber  nur  n— 1  ist»  nach  dem  in  6.  6. 
bewiesenen  Lehrsatze  nicht  der  Fall  sein»  wenn  die  Primzahl  p 
in  dem  Coefficienten 

Ai  -|-  A\  •  ^1 

.    («1  j  «a »  «8  *  •  •  •  o») 

nicht  aufginge»  d.  b.  wenn  nicht 

Ai  i^  A  .  Si  =0  (Mod;p) 

(«1 »  «2  5  O3  >  •  •  •  On) 

wäre.    Also  ist 
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Ai+A.  Vii  =0(Mod.p), 

nnd  folglich  nach  der  Lehre  tod  den  CongmeiUBeD  i&r  jedes  x  auch 


,  ^  (Med.  p). 

Aus  dieser  Congmenz  nnd  der  Gongmenz 

/i  (or)  =  0  (Mod.  p) 

folgt  nach  der  Liehre  von  den  Congruenzen»  wenn  wir  der  Kürze 
wegen 

(«1,  Osy  03,. ..a»)    } 
+  {A^+A.  »,  M 

(«1,  Otf  03, ...Oll)      ' 

u.  s.  w. 

(Hj,   02»   03,... Od) 

+  ^,    —  (—1)-  .  A  .  Ä„ 

(flu  ««»  a3,...afi) 

setzen ,  f fir  jedes  w : 

A(^)  =  0(Mod.p); 
also : 

/i(ai)  =0(Mod.p), 

/a(aa)=0  (Mod.p), 

/«(aj)  =0(Mod.p),; 

/aCflJ^O  (Mod.p),. 

u.  s.  w.) 

^(o»)  =  0  (Mod.»; 

welche«  aus  ganz  KfanliGhen  Grfinden  nie  vorher  nach  6.6.  wieder 
Dicht  mißlich  ist,  wenn  nicht 

durch  die  Primzahl  p  theilbar,  oder  nicht 

ils  —  2I  .  Ss  =0  (Mod.  p) 

(«1,  Oj,  03,...  an) 


381 

t«t.    Also  ist 

A^--  A  .  »2  =0  (Mod.  p). 

(a^»  ü%i  03  j  •••Ha) 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,    ist  nun  schoo 
klar,  und  wir  werden  daher  jetzt  zu  dem  folgenden  Satze  geführt: 

Lehrsatz,    Wenn 
/(jr)  =  Aaf^  +  Aiai^^+A^a^^+...+Am^a+Am 


und  für  n  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  als  Modnlas 
unter  einander  nicht  congrnente  Grössen  Oi,  a^,  o^,a^ 
...Oit  als  Werthe  von  x 

f(ai)  =  0(Nlod.p);: 
Aii^  =  0(Mod./»), 
/(ii.)  =  0  (Mod.tp), 
A«4)  =  0  (Mod,  p) , 

u.  s.  w. 
/•(o.)  =  0  (Mod.  p) 

ist,  so  ist  jederzeit 

Ai  +  A  .  »1  =0  (Hod.p), 

^a  -  ^  •  ^  =0(Mod.p), 

(öl>  <*«>   «!>.•.«•) 

A:^  +  A  .  Ä»  =0  (Moip), 

(«1  j   ff»  »   «8  » •  •  •  fl«) 
O«   8.   W« 

wl»-,^(— t)*-».^.  Ä«-n  =0(Mod.|»), 

^«    —(—!)"  .A.  au  =0(Mod.p). 


§.  8. 


Es  seien  jetzt 


o«  o>  c>  d,  Cf  •••• 
alte  Zahlen,  welche  kleiner  als  die  beliebige  Zahl  p  und  zu  der 
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selben  relatiTe  Primzahlen^  sind,  nnd  x  sei  eine  ganz  beiiebtee 
Zahl,  welche  mit  p  relative  Primzahl  ist  Dann  sind  anch  me 
Prodncte 

ax 9  bx ,  cXy  dUty  ^jr,.... 

mit  p  relative  Primzahleo,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre, 
lind  afso  eioe  ^ie  Einheit  übersteigende  Primzahl  z.  B.  in  ax  und 
p  aufginge,  nach 'einem  bekanoten  Satze  diese  Primzahl  entweder 
ra  a  oder  in  x  ansehen  mdsste,  so  dass  also  entweder  a  oder  x 
mit  p  nieht  relative  Primzahl  sein  wfiide,  w^s  gegen  die  Voraus- 
sef^ng  streitet-    Setzen  wir  jetzt 

ax  s=  op  *{*  ^  9 
Äa?  =  fti  +  6i , 
exs:iyp  +  ci, 
dx  ^'6p  +  dl, 
ex  :sz  ep  ^  ei, 
n.  s.  w, 

wo 

Ol,  Ol,  Ci,  «i,  ^2»**** 

sämmtlich  kleiner  als  0  sind,  so  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass 
diese  Grussen  s&mmtlich  zu  p  relative  Primzahlen  und  sämmtlich 
unter  eioander  ungleich  sina.  Wäre  nämlich  z.  B-  a^  nicht  mit 
p  relative  Primzahl,  und  ginge  folglich  eine  die  Einheit  überstei- 
gende Primzahl  in  f^  und  p  auf,  90  würde  wegen  der  Gleichung 

ax  =  €tp  -i-  Ol 

diese  Primzahl  auch  in  cur,  folglich  nach  dem  schon  vorher  ange- 
wandten Satze  entweder  in  a  oder  in  x  aufgehen,  und  es  würde 
also  entweder  a  oder  x  nicht  mit  p  relative  Primzahl  sein,  was 
gegen  die  Voraussetzung  streitet.  liVäre  ferner  z.  B.  a^  =  4| ,  so 
wäre  wegen  der  beiden  Gleichungen 


offenbar 


und  folglich 


ax:=2apr{'ai,  dx=^8p-{-di 


ax  —  ap:=zdx — dp. 


(a — d)x=  (a — S)p. 


Also  ginge  p ,  welches  mit  x  relative  Primzahl  ist ,  in  (a-— rQ  x 
auf,  und  müsste  folglich  nach  einem  bekannten  Satze  in  a — d 
aufgehen,  was  ungereimt  ist,  da  nach'  der  Voraussetzung  der  ab- 
solute Werth  von  a — d  offenbar  kleiner  als  p  ist.  Weil  nun  hier- 
nach die  Zahlen 
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Qf  y     Ol  9     Cl  ,    dl,    6|  ^    .  •  •  .    , 

deren  Aazahl  der  Ansaht  der  Zahien 


gleich  ist^  sämmtlich  kleiner  als  p,  unter  einander  ungleich  und 
zu  11  relative  Primzahlen  sind,  so  ist  klar,  dass  ohne  Rücksicht 
aufdie  Ordnung  die  Zahlen 


0,     Oy     C  ,     Ol  f     ß  y  m  •  •  9 

und 

Ol ,  Ol  f  Ci ,  «1 ,  ei9  ••>• 

von  eiö^inder  nicht  versdhleden  sind,  und  dass  also  jeclerzpi^ 

abcde .  • . .  =  a^  6|  C|  if|  ^i  • .  •  • 

ist. 

Bezeichnen  wir  aber  die  Anzahl  der  Zahlen 

welche  kleiner  als  p  und  zu  p  relatire  Primzahlen  sind,  durch  n, 
so  folgt  aus  den  Gleichungen 

ax  z=z  ap  ■{■  Oit 
bx  =  ßp  +  bi, 
ex  =  yj»  +  x^i , 
dx  ==  ^J»  +  rfi  > 
ex  =  Bp  ^  ei, 
u.  s.  w. 

durch  Multiplication  auf  der  Stelle,  dass  diepifferenz  der  Prodncte 

a:^#6ccie...  und  Mibitidiei...^ 

d.  h.  nach  dem  Vorhergeheodein  die  DiflEerenz  dßr  Producte 

a^  abcde . . .  und  abcde  • . » 

durch  p  theilbar,  oder  dass 

{a^ — 1)  abcde ....  ^  0  (Mod.  p) 

ist    Weil  nun  aber 

a,  6,  c,  dy  e,'.. .. 

•  •  ..'  ♦ 
mit  p  sämmtlich  relative  Primzahlen  sind ,   so  muss   nach  einem 
bekannten  Satze  p  im  stlf^^X  atofiBrebeii ,  d.  fa*  «s  muss 


384 

=  0  (Mod.p) 

seiDy  wobei  nach  dem  Obigen  ▼oraosgeeetzt  wird,  dass  x  und  p 
relative  Primzahlen  sind,  und  n  die  Anzahl  der  Zahlen  bezeichnet, 
welche  kleiner  als  p  und  zu  p  relative  Primzahlen  sind. 

Ist  p  eine  Primzahl ,  so  sind 

1,  2,  3,  4,  5,...,  p—t 

die  sSramtlichen  Zahlen ,  Welche  kleiner  als  p  und  zu  p  relative 
Primzahlen  sind«  Wenn  also  nur  die  Primzahl  p  ia  x  nicht  auf- 
geht, Bo  ist  nach  dem  Vorhergeheoden  jederzeit 

«f-»— 1  =0  (Mod.p), 

d.  h.  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  :t^^ — 1  immer 
durch  p  theilbar,  welches  bekanntlich  der  Format 's  che  Satz  ist. 


§.   9. 

Wenn  wir  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass|9  eine  Primzahl 
ist,  ffir  jedes  x 

setzen,    so  ist  nach  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  bewie- 
senen Fermafschen  Satze 

/(l)  =  0(Mod.p), 
/(2)  =  0  (Mod.p), 
/(3)  =  0  (Mod.p), 
A4)  =  0(Mod.p), 
u.  s.  w. 
/^(p— 1)  =  0  (Mod,  p); 

und  folglich  nach  dem  in  §.  5.  bewiesenen  Lehrsatze  fSr  jedes  x : 

fix)  =  xP-»— 1  =  (ar—l)  (a>-2)  (ar-3)  • .  •  (jr— (p—l))  (Mod,  p). 


Für  a?=0  ist  also 

-1  =  (-l)(-.2)(-3)...(-(p~l))(Mod.p), 

d.  h.,  weil  p— 1  offenbar  eine  gerade  Zahl  ist, 

—1  =  1.2.3.4...(p— l)(Mod.p), 
folglich 

l-fl.3«3.4...(|>— l)  =  0(Mod.|9). 


m 

Wenn  also  p  eine  Primzahl  ist,  so  ist  die  Grosse 

1.  2.3.4*..  (p—l)+l 

jederzeit   durch  |i  theilbar»    welches  bekanntlich  der 
Wilson'sche  Satz  ist. 

Man  sieht  hieraas ,  wie  leicht  sich  auf  diese  Weise  mit  Hülfe 
der  oben  bewiesenen  alleemeinen  Sätze  aus  dem  Fetoiat'schen 
Satze  der  Wilson'sche  Satz  herleiten  lässt,  welche  Herleitung 
von  Poinsot  a.  a.  O.  wenigstens  in  der  obigen  Art  nicht  gege- 
ben worden  ist,  so  wie  denn  überhaupt  die  Darstellung  in  diesem 
Aufsatze  mehreres  uns  Ei^enthümliche  enthält,  wie  man  bei  der 
Vergleichung' beider  Arbeiten  finden  wird. 

S.  10. 

Uebrigens  ist  endlich  noch  zu  bemerken ,  dass  das  Wilson'sche 
Theorem  eigentlich  nur  ein  besonderer  Fall  des  in  §.  7.  bewie- 
senen Satzes  ist 

Wenn  wir  nämlich  ganz  wie  im  vorhergehenden  Pan^aphen 
jetzt  wieder 

fix)  =  al»-i— 1 

setzen,  so  ist  in  §.  7.  der  Exponent  R==p— 1,  und 

A  =  h  ^1=0,  i<a=0,...^p-^B=0,  Ap-^^z-^l; 

ferner 

dj^l,  IIa  =2,  03  =3, . ..Op— 1  =  jf— 1. 

Also  hat  man  nach  dem  in   §.  7.  bewiesenen  Satze  offenbar  die 
folgenden  Congruenzen: 

Äi  s0^od.p), 

(1,  2,  3,...,p-l) 

»a  =0  (Mod.  p) , 

(1,  2,  3,...,p-l) 

A3  ^0  (Mod.  p), 

(1,2,  3,...,l>— 1) 
u.  s.  w. 

%^t  ^  0  (Mod.  p) , 

(1,  2,  3,...,p-l) 

H.(_-l)f-i  .  ÄiH-i  =0(Mod.p). 

a.  2,.3,...,P'-t) 

TheU  TU.  2S 
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Aber 

»p-t  =  l.«.3.4...(p— I), 

(1,2,3 p—i) 

und  folglich 

1  +  1.2.a.4...(|»-l) .(— 1)1»-»  s  0  (Mod.  jrf). 

Ist  nun  die  Primzahl  p  grosser  aU  2,    so  ist  p— 1  eine  gerade 
Zabl«  also 

1 +1.2.3.4...(fi-l)  =  Ö  (Mod./?), 

wobei  aber  sogleich  in  dije  Augen  fällt,  dass  diese  Congraenz  auch 
für  0=2  gilt,  und  daher  allgemein  ist. 

Alle  vorher  aus  dem  in  §.  7.  bewiesenen  Satze  hergeleiteten 
Congruenzen  sind  übrigens  an  sich  wichtig  und  interessant. 


Applications  des  tlieoremes  relatifs  a 
la  tiieorie  des  firactions  partielles. 

Par 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer 

de  Groningue. 


§.  I. 

Pour  qu'on  puisse  suivre  avec  plus  de  eommodit^  les  appli' 
cations  suivantes,  nous  reproduirons  dabord  le  thäor^me  Ul.  da 
Nro.  XXXV.  T.  VII.  de  ce  Journal. 

Theoreme.    Soit  fa  une  fonction  rationnelle  et  entiere  de  x  An 

Soii  Fx  une  fonction  rationJiellö  et  enÖöre  de  x  du  degr*  q , 
representöe  par  l'^quatian 

Fs  =  (a:— ro)"«"^  (o?— ri)**  («— ra)"»  •  •  •  (^— »'iii)'^. 
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(910-^1)9  ni,  n^y  ••  .91111  <$taDt  den  nombres  entiers  et  positifs»  et 
''0 »  **!  *  ''2  9  •  •  •  7*1»  les  racines  inegales  de  l'^quatioD 

rösolae  par  rapport  ä  x^  dont  Vq  soit  toujour^  t^gale  ä  z^ro,  en- 
sorte  que  rio — 9=^0,  lorsque  l'^quation  JF^^^O  n'aura  pas  une 
racine  ägaie  ä  z^ro. 

Soit  (ps  une  fonction  auxiliaire,  liöe  k  Fs  pftr  Täquation 

«  ^tant  un  nombre  entier  et  positif»  pris  4^  manidre  ä  safisfaire 
a  la  conditiod 

Soit  enfiD,  pour  abreger, 

Tk  =  nk  -^  , 
A  et  £  ^taot  des  nombres  entiers  et  positifs.    Od  anra 

Ajoutons  encore  que  8*  '^x  däsigne  la  d6Tiv6e,  et  S^  tf;s  l*in- 
t^grale  de  Tprdre  n  par  rapport  ä  x  d'une  fonction  quelconque  'pxs 
ensorte  que 

(2)  a;^,-.^^,  V^s=f\,da?^. 

* 

Gela.posf^ji  on  voit  que  par  la  formule  (1)  toute  fonction  ration- 
neile  et  fractionnaire  de  x  sera  räduite  auz  ezpressions  de  la  forme 


1 


a;— *r 


x^ 


h  i^tant  un  nombr^  entier  et  positif.   II  suffit  itidt  de  savoir  appli- 
quer  ttne  op^rfttiön  relative  h.  x  zxxx  expressions 


— ,       X^y 


AT— r 

pour  qu  on  puisse    appliquer  cette  op^^ration  k  toute  fonction  ra- 
tionnelle  et  Iractionnaire  de  x.    On  sait,  par  exemple, 

et 

26* 
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An     Ä ^'      ^h-n 


(A— n)! 


9 


en    d^signant  le  produit    1.2...n  par  n!.     Donc  la  fprmule  (1) 
doDoera 

n  fs         *=»+*  *=•  «n.-l  -,    i         w!  *t        £*-«) 

PareillemeDt  on  a 

et 

Co»  Ci,...Cfi-i    ^tant  des  constdntes  d'integratioD.    Donc  on  tire 
de  la  formuLe  (1) 

Ce  n'est  pas  tout.  La  lettre  x  ^tant  generale  peut  ^tre  remplac^ 
par  une  caract^ristioue,  et  la  fornlule  (J)  fournit  le  moyen  de 
trouver  Top^ration  indi^uee  par  une  fonction  rationnelle  et  fraction- 
naire  de  cette  caractäilstique.  £ntrons  k  ce  sujet  dans  quelques 
detailä 

Substituons  d*abord  la  caract^ristlque  d«  ä  x  dans  la  formale 
(1),  alors,  en  däsignant  par  q>x  uue^  fonctibn  quelconque  de  la  va- 
riable X  ä  laquelle  se  rapporte  le  signe  dx »  on  aura 


(i)      w 

s 


et  la  recherche  de  Texpression 


Fa, 


<pS  9 
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I 

sera  röduite  h  la  rechercbe  des  expressions 

Mais  fx  iStant  une  foDction  rationoelle  et  enti^re  de  o?,  ontrouvera 
directeinent  f^    <px  •    Nous  faisoDS  doDc  pour  plus  de  simpliciti^ 

/*  =  !, 

de  Sorte  aa'oD  peut  prendre  i=0  et  fio=0.    DaDs  ce  cas  la  for* 
mule  (1)  $.  I.  se  r^uira  ä 

(2)  15?-=  Y^  8?r-^^, 

et  r^qaatioD  (1)  §.  IL  deviendra 

1  ip=fii-l-i     _^  i 

(3)  ^9,=^^   a?*   **§;;=;■* ^'' 

£&  et  F«  ^tant  dötermin^s  par  les  ^quations 

(4)  Ä»=-^i5i-, 

Posons  maiDteoaDt 

(6)  5  =  3^,9"; 

OD  auNt 

ou 

öquation  AlerentieUe  ä  laquelle  on  satis&it  en  prenant 

et  substttuant  cette  valeur  de  y  dans  r^quation  (6)  od  trouvera 
Donc  requatioD  (3)  se  changera  en 
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(7) 


^  <Pm  J^^^Rk  /**  A-'**  9«  die , 


et  la  lecherche  de  Texpressioii 

i 


^/- 


d^pendra  d'op^ratioDS  coDDues. 

Les  coDstantes  d'int^gration  sont  comprises  implicitement  dans 
le  secoiid  membre  de  l'eqnation  (7).  Pour  les  avoir  explicltes^ 
nous  rappeloDS  la  formule 

%s  I  i^fx  dx^  j     Xscil^x'dx'  +  %,  C, 

X  ^tant  nne  valeur  particuliere  dejr,  et  C  d^sigoant  nne  qnantiti^ 
indäpendante  de  x,  mais  du  reste  arbitraire  et  fonction  de  toutes 
les  variables  autres  que  x  qui  soient  cooteoues  dans  la  foDctipn 
ijfx'    Dapres  cela  la  formule  (7)  sera  mise  sous  la  forme 


(8) 


^  9),  zn^^^^f'^  Rkfj  e'*'*^''  V*.  dx*  +  K, 


daDS  laquelle  oo  a  pos^,  ponr  abr<iger, 

t=i        * 

C  i\xDt  foDctioo  arbitraire  de  r  et  k,  mais  ind^pendante  de  x. 
D'uUeurs  on  a  snlvant  une  formale  connue 

3?*-'  «'**  CRk  =  ^*  (n  A)  3?^  /»'  a?*-'"*  CA* , 

*=o 

on 

a?*"^  eV  CA*  =  ^*  (n  A)  6^  :r*  S?*"^"*  CA*  , 

h  ötaDt  un  9<mbr«  enti^r»  at  (n^^l)  4taiit  däternüa<^  pur  r<K)wtioo 


(«*-^>  ==    '      1.2.3.4...     Ä 3 

h 

Or,  pnuique  (n*-^l)  et  Rk  sont  independants  de  d?»  et  qn«  C  re* 
präsente  une  quantitä  arbitraire  mais  indäpeodante  de  or,  od  sub- 
stituera  simplement  C  k  * 

.  {niX\)  8?p""*  CRk , 
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e  qui  fait  dependre  C  de  k:  donc  od  aura 

et  r<^qi^^tiQn  (9)  «e  röduit  a 

(10)  K^i:        -S*eVa-*C. 

Les  Operations  iiKjiqu^es  dans  le  secood  membre  de  cette 
equation  sont  relatives  a  A;  et  h,  D'apr^s  ce  qui  a  et^  dit^  Ja 
l«ttre  Csera  parsuite  censi^e  fonctioD  de'i  et  h,  et  poar  exprimer 
cette  d<$pendance,  nous  remplagons  C  par  Ck,h'  Avec  cette  dv 
stiDctioD  nous  substituons  ia  Talenr  de  K  de  l*^quatioD  (10)  dans 
la  formiile  (8),  et  il  viendra 


En  vertu    d'une    formule  conbve»    on    d^veloppera  encore  la 

«löriv^e 

« 

(12)  P  =  5?*-'  Rkf' /*<*^'>  y,.  dr', 
de  maniöre  qu'on  ait 

qu 

(13)  P  =  *Z**  Qt,i  /*'  (a:-<c')*  e'*^*^"^  9*.  da;' , 
en  posant,  pour  abreger, 

<?*,*  =^  (n»^l)  3?r'"*  ^* ' 
ou,  suivant  r^quatioD  (4), 

(14)  QM  =  («Al)Mk8?*~'~*        * 


L'eqnation  (13),  jointe  a  Fequation  (12),  transformera  la  for- 
mule (11)  en 


(  +eVx*ft^  ) 

Les  fornndes  (11)  et  (15)  sont  ^^^rales  et  sabensleiit  pour 
Umte  fonctioD  ratioDnelle  et  entiere  /V  et  pour  tonte  fonction  ^x* 
Elles  8^  ^impfifieroot  en  i^ttribuaot  ä  Fx  eoe  forme  particuliere. 

1.  LoTS^e  r^oatioD 

Fx=0, 

r^eoloe  par  rapport  k  x,  n'a  pas  de  meines  Egales,  cest-a-dire 
qa'oo  a 

la  fonnide  (11)  se  r^nit  ä 

(16)        ^^x  =^*  l**^'*'*^'^^  ^''  *^'  +  ^'^^  ^*  !  • 

2.  Lorauon  fait  m=:l  et  qn'on  snbstitue  simplement' n  et  r 
ä.  Hl  et  Tx »  la  formale  (11)  donaeia 


(17)  'j^fpx=^^  Rif'  e^'^'^  q>x'dx'.^^  e'a 

Ot,  pour  ce  caa  T^quation  (5)  se  rMoit  ä 

(18)  Fx  =  (a>-r)» , 
d'ovi  il  soit 

et 

^  Fr  =  n\i 
donc  OD  anra,  en  ^gard  ä  F^quatioD  (4), 

I?   —  -_5_— _i_ 

^"^   3?  Fr  ""(«-«'' 

pnia  .     . 
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Cette  ^qnation  Joiote  k  I'^imtira  (18)  change  la  fonnole  (17)  en 

<*»>  (d:j)='"=y;'^w^''''""'""^'+i  "^^*- 

3.    En  prenaiit  r=0  dans  la  pr^^dente»  od  obtient 

(20)  jr'P>=J^  i-^^^,.daf+^^.'a, 

fonnule  par  laquelle  une  integrale  multiple  sera  rameoäe  ä  une 
integrale  simple. 

II  est  boD  d'observer  qu'en  r^solvant  par  rapport  ä  u  röquation 
difföreDtielle 

Fd^  u=:  (px, 
OD  aura 

et  que  par  suite  la  valeur  de  u  sera  exprunöe  par  le  second  membre 
de  la  tormule  (11)  ou  (15).  Od  voit  que  cette  valeur  de  u  com- 
preDd  des  quaotitäs  arbitraires  doDt  ie  Dombre  est  egal  k 

^1 +«2 + • .  •  +  Wm  » 
ou  ^gal  au  degr^  de  la  fouctioD  Fs  par  rapport  h  x. 

§.  III. 
Soit  ^g  UD  sigDe  d'opäratioD  dötermiD^  par  F^quation 

(1)  ^,f,=fi^i=f±., 

SubstituoDs  ^x  k  X  daos  la  fonnule  (2)  §.  IL,  et  appltquoDs  les 
op^ratioDS  ä  uue  foDctioD  tpx  •    Od  aura 

(2)        {F^r  f =2^'^r'  *»  s^bi'"  • 

Or,  eu  posaDt 

1 


\\  «nt 

^M  y—Tk  s=  q>m , 
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öqoatioD  anx  diUrence«  finiesj  qei  aera  venM^  en  pvewiDt 

9  =  1^7^  {l+«n)r  i  (1+«  nrT  ^x , 

ou 

X  etaDt  nne  valear  particuli^re  de  x ,  le  signe  2  se  rapportant 
ä  la  variable  x\  dont  raccroissement  est  representö  par  c»  et 
IIx  itsLut  uDe  fonction  qui  De  change  pas,  si  Ton  attribue  a  o? 
raccroissenient  e,  mais  da  reste  arbitratre  et  foDctioD  de  r  et  A:. 
Od  aura  par  8uite 

^      "P'  =0^  'F(l+frt)^  ^x'  +  (i+Brk)7  Hs  , 


ce  qui  chaoge  la  formule  (2)  eo 
daiM  laqnelle  on  a  fait,  ponr  abrtfger. 


JE  =  ^  ■   a?*~*  (l+ert)7Ät  H, . 
Saivaat  uoe  formale  conoae  od  döduit  de  celle-ci 

fc=l         4=0 

et  cornme  od  a 
il  Tieadra 

h 

Or,  TTT — Ä-  et   JBjfc  ^taot  iDdäpeDdaats  de  a:,   et  JI*  repr6- 

seotaat  uoe  foDctioD  arbitraire  des  variables  autres  qae  x^  od  sub- 
stituera  simplemeDt  Ilx  ä 


soff 

ce  qni  fait  diipMidre  Hei»  hi  doqc  od  aiva 


C'est  cette  valeur  de  JST  qu'il  faut  snbstituer  dans  la  formule 
(3),  et  pour  mettre  en  ävidence  que  IIx  dopend  de  k  et  h,  od 
pourra  äcrire  nx,k,h  au  lien  de  JTjr.  Avec  cette  distinction  11  viendra 

.  ilr=si»4-l    „    '"-     c/?.     *'=x  X— jp' 

+  Z         £    a;(ar— €)(ar— 2«)...(ar— Ä— l6)(l+€^^)T^7x,M• 
fc=l       »=^ 

RemarquoDS  qu'on  peut  faire  sabir  ä  la  formule  (4)  des  trans* 
formatioDS  et  des  simplifications  semblables  ä  Celles  wie  Ton  a  falt 
subir  ä  la  formule  (11)  §.  II.  Observons  de  plus^  quen  resolVant 
par  rapport  ä  u  requation  aus  differences  finies 

F^^  u  =z  (fx  , 
le  signe  ^x  ötant  toujours  dätermin^  par  l'äquation  (1),  od  aura 

DoDC  la  valeur  de  u  sera  expripiee  par  le  seoood  memhre  de 
r^quatioD  (4),  et  Tod  voit  quelle  contieudra  des  fonctioos  p^rio« 
diques  doot  le  nombre  est  ägal  k 

•*i  "l"  **«  "h  •  •  •  +**»•» 

ou  ögal  au  d^gr^  de  la  foDctIoD  Fx  par  rapport  k  x.  AjontoDs  qu'eD 
vertu  de  TäquatioD  (I)  le  sigDe  A,  se  reduira  au  sigue  dx  9  lor$- 
qu'oD  fait 

et  que  par  coDS^queot  la  formule  (4)  r^produirala  formule  (11)  ||.  II. 

§.  IV. 

Ed  adoptaDt  les  memes.Dotatiobs  que  daus  les  paragraphes 
pr^c^deots^  et  rempla^ant  x  par  le  sigue  -^  dans  la  formule  (2) 
§.  IL,  11  yient 


r^""=r"'^-'*c^ 
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Soit  fpjt,^  uDe  f oDcHon  des  Tariables  x,  y,  aoxqaelles  se  rap- 
porteot  les  sigoes  B»,  d^    On  d^uit  de  l'^quatioo  pr^Meate 

et,  ea  verta  des  principes  ötablis  daas  le  §.U.,  cette  fonaulesera 
mise  sous  la  fonne 

(1)  f    V  *='  ifc, 

D'aillears  od  a  g^D^ralement 

(2)  C-Öf  -^;y=^y^.., 

et 

(3)  dS^4^tf;y^a=:8"  tf^H-a^ 

pe  qui  change  la  pr^cMente  en 


da' 


«=1  A=0 


fonnule  qai  Calt  voir  comment  l'opiSratioD 

—1 


Ci) 


■ 

peut  ^tre  appliquiSe  a  uae  fonction  quelconqae  de  .t  et  y*    Posons 
maintenant 

p  ^tant  le  degr^  de  Fx  par  rapport  k  x.    On  anra 

et»  en  vertu  de  la  fonnule  (20)  §•  IL, 

y  etant  une  valeiur  particulidre  de  y ,  et  A  ddiignant  une  quantittf 
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indf^pendante  de  y>  mais  du  reste  arbitraire  et  foDction  de  h  et  x. 
De  plus  OD  tire  ae  la  pr^cedente»  eu  ägard  ä  la  formale  (3) , 

+  2       [y+ri(ar— «')]»  Sa  . 

En  substitnaDt  les  valeurs  de  q>x,y  et  dy  (px'yy^rj^i^^^)  tiröes 
des  äquatioDS  (5)  et  (6)  dans  la  formule  (4)^  il  vieodra 

la  valeur  de  H  etant  fourDie  par  Täquation 

h=m-\-l    ^      1  /**  Aal 

/f  =  2       Slf*-'  Rk  I      £       [»+ri(awO]»  Ä*  d^. 
Pois  OD  a 

n=Ä-|-l    n       1.    _    _ 

[ff+rt(i-«')]»  =  2      (A)  y       «  (a;-^)- , 
n  etant  ud  nombre  entier^  done 

H=2      ^f^Rkl       2        Z      (A)y      r"(a:-ar')"Ä»rfa:', 
^quation  qu'oD  peut  mettre  sous  la  forme 

/***  A=« — 1  n=hr\-l  •  n 

ayant  fait^  pour  abräger^ 

fc=i         * 
oü  bieti»  suivant  röquation  (4)  §.  II 


n 


*=I  *      8?*  Fr, 


398 

« 

Mais,  eil  v«rta  da  th^rto«  V.  dli  Nr.  XXXV.  T.  VII.  de  c« 
jonrnal»  on  a 


5our  tont  Dombre  entier  et  positif  n  inferieur  au  degrö  de  la  foDctioD 
"V  dimiDae  de  i  nnitä.    Od  aura  par  conseqaent 

lorsqne  n  sera  ud  Dombre  entier  et  positif  införienr  h.  p — !•  Or, 
n  est  DOD  seiilement  un  Dombre  entier ,  mais  T^quation  (8)  fait 
voir  que  n  repr^sentera  un  des  DonibreS  0,  1,  2,  .,.h,  et  h  nn 
des  Dombres  0,  1,  2,  ...p — 2^  de  sorte  qae  n  sera  toujours  in- 
färieur  a  p — L    DoDc  od  aura 

« 
et  par  suite 

^  =  0; 

ce  qui  montre  qae  les  fooctioDs  arbitraires  Bh  comprises  daos  H 
disparaitroDt  de  la  formale  (7)  5  laqaelle  sera  ea  cdos^üeDce 


C^'^-r.. 


y 


(9)  ]JT''B7rmf;j^''''-'''^-^^^r^''.rä.'^ 

Reniarquons  qae  lorsque  F^aation  aox  diriväes  partielles 

dans  laqaelle  8^^  Fe^  repr^sente  une  fonctioo  homog^oe  da  degrö 

p  par  rapport  aux  caractchristiqaes  dx>  dy,  sera  r^solue  par  rapport 
&  u>  il  viendra 


a) 


d'oü  il  suit  qae    la  valeur  de  tt  sera  exprim^  par  le  second 


3A9 

membre  de  la  formale  (9).  Afotttons  que  cette  valear  de  ti  com- 
prend  des  fonctious  arbitrairesj  dont  le  Dombre  est  ^gal  ä 

»i +iia+- • . +Wiii» 
ou  egal  an  degre  de  la  foDction  Fx  par  rapport  k  x, 

.§.  V. 

La  formale  (1)  9-  IV.  n'edt  qu'un  eas  particulier  de  la  formale 
plus  generale 

\y  ^lant  une  foncfion  des  sign^s  dy,  &,...>  et  fpx.y ,%,..,  Qne  Fonctiotl 
des  variables  Wj  y^  *yf  anxquelles  se  rapportent  les  signes 
Sx,Sy,6z,...  Cette* formale  se  d^duit  de  la  formale  (2)  §.  Ii.  eo 
sabstituant  le  signe  dx  kx  et  appliqnant  les  Operations  k  la  fonctioo 

Vx,y,%^,.*    D'apres  ce  qtti  a  i6i6  dit  dans  1«  §•  IL  on  Hb  diSdttil 

fc=l     Ä=l 

C  etant  ind^pendaat  de  j?,  mais  da  reste  arbitraire  et  fonctioo  de 
ki  h,  y,  Zy.,  .    Cette  formale  fera  däpendre  Topäration 


— 1 


d'ane  Operation  de  la  forme 

(3)  e«^Ä,.,..   . 

Lorsqae  le  signe  y  repr^sente  ane  fonction  da  premier  d^rö 
par  rapport  aax  caract^ristiqaes  dj^,  Bz,..»  soit 

on  aara 

Mais  le  signe  v  passant  le  premier  degr^,  il  ne  sera  plus 
possible  d*exprimer  Tezpression  (3)  en  forme  finie.  Toatefois ,  en 
rödaisant  en  s^rie,  on  a  gäneralement 
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9=0 

'I 


q  iStant  un  Dombre  entier,  et  s  ud  nombre  entier  et  positif  qa'oD 
peut  faire  accroitre  jusqu'ä  rinfini:  d'oü  il  suit 

9=«     Y* 


daDS  laqnelle  ^ 

Vo  "(i=i)r^    Ä,.,.rfi'- 

Od  De  saura  dooc  determioer  g^^ralemeot  )a  valetir  de  Fop^ration 
e®^/sf,K,..  pour  tonte  foDctioD  fy,%,,..  et  pour  toutes  les  valeurs 
qu'oD  attribueaux  variabies  y^  z,..  Äfai»  la  foDctioD  fy,»,..,  ötaot 
ratioDDeUe  et  eotiere  par  rapport  a  ^,  z,...,  ou  du  moias  dävelop- 
pable  eo  s^rie  convergente  pour  toute  valeur  des  Tauriables  y»  z , . ., 


OQ  aura 

S  =  0, 


lorsqu'oD  attribue  k  s  une  valeur  iDfinimeDt  graode^  ce  qm  chaoge 
r^quatioD  (4)  eD 

formule  qui,  joiute  ä  la  formule  (2),  fera  coDoditre  la  valeur  de 
Texpression 

Dans  quelques  cas  on  parvient  meme  ä  d^terminer  rexpression 
(3)  a  Faide  d'intägrales  definies.    En  effet»  partant  derequation 

et  rempla^ant  u  par  ^— fi,  on  en  conclut 

T  ^t/  —CD 

en  supposant  qne  ft  ne  soit  pas  infinit  ou  bien,  en  supposant  que 
le  produit 


—I*    7tU 

e      e 


soit  nul  pour  ^=±(30.    Puis  on  a  pareillement 

■Vir/—« 


e' 
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et  par.suite 

er    e^   :=^'Z  I       e      e  '^  dt  /       e      e      du. 


ou 


7S^/  —CD  ,/  —CD 

4 

et  aiDsi  de  8uite.    En  posant»  pour  fixer  les  id^s, 

•t  appliquant  ies  Operations  a  une  fooction  de  y  et  s ,  on  tire  de 
la  präc^dentd 


e 


S+Z»'«!^,..  ^If^^J^^  e^''^\^%e'f^'f,„  dt  du. 


OVL 


e     » 


AjoutoDS  toutefois  que,  d'aprös  ce  qu'on  vient  de  dire,  cette 
formule  «ubsistera  seulemeDt^  lorsque  TexpressioD 

e^  ^      e       8f  e  P    »  /J,»  , 


CO 


s'fSFaoouira  pour  <=J:X   etti=±QO. 


Theil  VII.  ^ö 
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xxv. 

Ein  paar  einfache  Anwendungren  der 

greometrisclien  Darstellvng:  imai^ärer 

Zahlen,  insliesondere  auf  cuhische 

Oleichnn^en. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein 

%\k  Uannorer. 


Die  darcb  Gauss  begründete  Theorie  der  complexen  Zahlen 
würde  nach  unserer  Ceberzeugung  gewiss  eine  viel  schnellere  An- 
erkennung und  Verbreitung  gefunden   haben  ^    wenn   es  dem   be-* 
rühmten  Geometer  gefallen    hätte,   zugleich  recht  zahlreiche  An- 
wendungen jener  Theorie  zu  «^eben,  und  wir  glauben  selbst,  dass 
es  jetzt  noch  nicht  zu  spat  sei  5  solche  x\nwendungen ,  so  viel  sich 
ihrer  darbieten  wollen  und  so  einfach  sie  auch  an  sich  sein  mügen, 
aufzusuchen  und  bekannt  zu  machen.    Am  nlichsteti  liegen  die  Axt' 
Wendungen  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen,   wozu 
wir  bereits  Tbl.  VI.  8.  225.  des  Archivs  einen  ßeitrag  zu  geben, 
versucht   haben;   ein  paar  der   einfachsten   wollen   wir   hier  noch 
folgen   lassen,    indem  wir  die  Voraussetzung  machen,    dass  die 
Einfachheit  der   Gegenstände  in   dem   angegebenen   Grunde    ihre 
Rechtfertigung   finden  werde.     Vielleicht  dürften  sie  Lehrern  zur 
Benutzung  beim  Unterricht  willkommen  sein. 


£s  sei  die  Gleichung 

a?»  —  fl  =  0  (1) 

fegeben,    wo   a  eine  positive,   negative  oder  imaginäre  Zahl  he* 
euten  mag,    so  ist  die  vollständige  Auflösung  derselben  in  der 
Gleichung 


1 
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enthalten.  Denn  man  constniire  die  Zahl  n  in  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen ,  und  sie  nehme  daselbst  die  Gestalt  an 
Q(cosg>+isiüw)f  wo  (p  einen  zwischen  0  incl.  nnd  ^In  enthaltenen 
Winkel  darstellt;  so  wird  der  Gleichung  (1)  jeder  complexe  Werth 
für  X  genügen,  dessen  Modulus,  zur  Fotenz  n  erhaben,  3=^  und 
dessen  Winkel,  n  mal  gesetzt,  entweder  tp  selbst  oder  einen  um 
ein  Vielfaches  von  27t  davon  verschiedenen  Werth  liefert,  d.  h. 
man  wird  haben 


X^=Qn  (COS^^ ■ hlSm-^^ )  y 


n  n 

wo  für  k  jede  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder 
Null  gesetzt  werden  darf.  Dass  dieser  Ausdruck  übrigens  nur  n 
von  einander  verschiedene  Werthe  darstellt,  die  in  der  r^bene  der 
complexen  Zahlen  gleichförmig  vertheilt  auf  der  Peripherie  eines 

Kreises  vom  Halbmesser  gn  liegen,  ergibt  sich  aus  der  Con- 
struction  des  Ausdrucks  unmittelbar. 

So  entsprechen  z.  B.  der  Gleichung 

a;8-l  =  0, 
wo  ^=1  und  ^=:0  zu  setzen  ist,  die  drei  Wurzeln: 

x'  =  coi?0  +  isinO=  1, 

\ji  '271  27C  11    w— ^ 

x"=  cos-g-  +  iSiny=— ,j+2  y-3  *), 

,,f  Atc  An         1      1  ^—5 

ar"=  co8-«-  +  isin-«-  =  —  o"^«^ — ^5 

welche  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen,  Taf.VI.Fig.  4.,  woAX 
die  positive  reelle  und  ^  Fdie  positive  imaginäre  Einheit  bezeichnet, 
durch  die  Punkte  X,  B,  C  dargestellt  werden.  Öiese  Werthe 
^vurden  erhalten,  indem  man  k^=0,  1,2  setzte;  wollte  man 
k  =  3  etc.  annehmen ,  so  würde  man  nur  wieder  zu  den  nämlichen 
Punkten  der  Ebene  gelangen. 

Oder  der  Gleichung 

a;3+l  =  0, 
wo .  ^  =  1  und  9  =  3C  zu  setzen  ist ,  entsprechen  die  drei  Wurzeln : 


*)   Wir  Terstehen,   nach  Cauchy,   iumier  die  positive  Wurzel, 
vemi  wir  ein  einfaches  Wurzelzeichen  setzen. 


26* 


4M 

i  *-..*         *.*    4/ ö 

3^  =  C08  «  -|-£sio%=: —  1, 

5x     ..  .    Ö9S      1       1  ^— « 

« 

in  Taf.  VI.  Fig.  5.  Ä,  C,  Ä 

Ebenso  enüiprecben  der  GieicbiiDg 


•r»-4  +  g1^=3)=0. 


vro  ^  =:  1  and  9^^  isti  die  drei  Warzeln : 

j:'  =co8  ~ +»siD|    =   0,9387+ i.O<3420, 

x^  =  co8^  +  t8iD^=— 0,7660+1.0,6428, 

0:*'=  co8?|?+t8in^=-0,1736-».0,9848; 

iD  Taf.  IV.  Fis.  6.  ^,  C,  />.  Id  aUen  diesen  Fäflen  föbrt  jeder  der 
Bogen  XBy  AC,  XD,  wepn  man  ihn  von  X  aus  dreimal  aof  der 
Kreisperipberie  abträgt',  genau  wieder  zu  demjenigen  Punkte  der- 
selben, der  dem  Winkel  9  der  gegebenen  Zahl  a  entspricht,  näm- 
lich in  Taf.  VI.  Fig.  A.  zu  X,  in  Taf.  VI.  Fig.  5.  zu  C,  in 
Taf.  VI.  Flg.  6.  zu  M;  die  Punkte  B,  C,  D  sefbst  aber  fiegen 
um  je  120  Grade  aus  einander. 

Wenn  der  Modulus  ^  von  a  verschieden  von  Eins  ist,  so  gebt 

die  vorstehende  Operation  in  einem  Kreise  vom  Halbmesser  ^n 
vor  sich,  worüber  es  keines  Zusatzes  weiter  bedarf.  Ebenso  be- 
darf es  kaum  der  Erinnerung,  dass,  wenn  die  complexe  Zahl  a 
in  der  Form  a-\-iß  g^eben  ist,  man  q  und  q>  durch  die  Gleichungen 

^  =  Va*+/3«,    cos9>  =  -7r=^==,   sin  9»=: 


zu  bestimmmen  hat.    Man    vergleiche  übrigens  den  schon  ange- 
führten Artikel  Tbl.  VI.  S.225.  des  Archivs,  besonders  §.3.  u.^  4. 

2. 

Es  sei  ferner  die  Gletchang 

x^+qx  +  r=zO  (2) 

gegeben,  so  werden  bekanntlich  ihre  Wurzeln  nach  der  Cardani- 
schen  Regel  durch  die  Gleichung 
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gegeben«  wo  y  und  x  an  die  Bedingungen  gebunden  sind: 

von  welchen  drei  Bedingungsgleichungen  die  letzte  nur  aussagt, 
dass  das  Product  der  zusammengehörigen  Werthe  von  y  und  z 
reell  sein  müsse,  wenn  nämlich»  wie  wir  hier  annehmen  wollen» 
die  Coefficienten  der  Gleichung  (2)  gleichfalls  reell  sind. 

Die  Werthe  von  y^  und  2'  werden   reell  oder  imaginär,   je 
nachdem 

(D'i-©- -  (ö'<-ar' 

die  beiden  ersten  von  jenen  Bedingungsgleichungen  reduciren  sich 
demnach  im  ersten  Falle  auf  die  Formen 

im  zweiten  Falle  auf  die  Formen 

In  beiden  Fällen  lässt  sich  demnach  die  Aufsuchung  der  drei 
Werthe ,  deren  sowohl  y  als  z  föhig  ist,  immer  nach  der  vorhin 
angegebenen  Behandlung  der  Gleichung  (1)  leisten,  und  es  tritt 
mithin  der  sogenannte  Casus  irreducifoilis  hier  nicht  in  den  Rang 
eines  Ausnahmefalls,  sondern  es  wird  ihm  im  Geiste  der  Theorie 
der  complexen  Zahlen  genau  die  nämliche  Behandlung  zu  Theil, 
wie  jedem  andern  in  der  Cardanischen  Formel  enthaltenen  Falle. 

Statt  die  bekannten  allgemeinen  Formein  zu  entwickeln,  die 
uns  keine  bestimmten  Constructionen  gestatten  würden ,  ziehen  wir 
es  vor,  die  Sache  an  numerischen  Beispielen  zu  erläutern. 

Es  sei  1)  gegeben : 

a:3  — 18.r  +  12=0, 
so  hat  man 


y3  =  — 6  +  V^-.180,    z3==:_6— 1^—180, 
=  —6+1.13,416,      =—6-1.13,416; 

welche  beiden  complexen  Werthe  in  Taf.Vl.  Fig.  7.  constrnirt  sind,  wo 
AX  die  Richtung  der  positiven  reellen  und  A  Y  die  Richtung  der 

5ositiven  imaginären  Zanlen  bezeichnet;  ÄB=: — '6,  £(7=t.lo>416, 
?/>  =  —  i,  13,416.    Um  von  hieraus  zu  den  Formen 
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db«iziigelMa>  hat  man 


9  =  q'  =  i^6*+13,410*  =  14,696; 
«-"=-14156'  «'"'  =    SS'''=»"*^'*'^> 

.    -'"''=-OT6--'''=-W''''=^'^^'*«'' 

welche  Grusseo  gleichfalls  in  der  Figur  sichtbar  sind,    nämlich 
AC=Q.  XAC^ip,  AD=q',  XAD=qi'. 

Die  Weffthe  Ton  y  nnd  x  selbst  finden  sich  nun  nach  Anlei- 
tung der  oben  gegebenen  Auflösung  der  Gleichung  (1).  Man  con- 
stniirt  aus  dem  Funkte  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser 
2l£=^^= 2,449  einen  Kreis  und  schneidet  auf  dessen  Peripherie 
von  E  aus  sowohl  von  EF  ein  Drittel  =EL,  als  auch  von  EG 
ein  Drittel  =EL'  ab;  alsdann  geben  die  Punkte  L  und  L'  resp. 
aEwei  Werthe  ^  und  z'  von  «  und  z ;  and  geht  raad  von  diesen 
Punkten  um  je  120<*  und  2iO^  weiter,  so  erhält  man  die  beiden 
andern  Werthe  von  y  so  wie  von  r,  nämlich  y"  und  ^  in  M  und 
JY,  und  z"  und  i'^  in  ilT  und  iV'.  Diese  sechs  Punkte  liegen, 
wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  symmetrisch  zu  beiden 
Seiten  der  Achse  AX;  nämlich  es  entsprechen  einander  L  und  iV, 
üf  und  ^' ,  iV  und  V. 

Um  endlich  x  zu  finden,  bat  man  diejenigen  Werthe  von  t/ 
und  X  zusammen  zu  suchen,  deren  Product  reell  ist.  Aber  zwei 
imaginäre  Zahlen  sehen  nur  dann  ein  reelles  Product,  wenn  die 
Summe  ihrer  WioKelzahlen  Null  oder  ein  beliebiges  Vielfaches 
von  jc  ausmacht*);  folglich  lehrt  ein  Blick  auf  die  Figur,  dass 
man  x  zusfunmenzusetzen  habe 

entweder  aus  X  und  JV',  ar*  =  y  +  2**; 
oder  aus  ilf  und  üf',  x"  =  y"+  z"; 
oder  aus  N  und  L',    a:'"  =  ^  +  z. 

Folglich  hat  man  unmittelbar  in  Betracht  der  symmetrischen  Lage 
jener  Punkte 


**)  Man  kann  dies  analytisch  beweisen,  indem  das  Frodact 

Q  (cos  9»  +  £  sin  9) .  ()'  (cos  9>'  +  £  sin  9')  =  (>(>'  (cos 9-|-9>'+  i»in<p-\-^'^ 

nur  dann  reell  wird ,  wenn  sin  ^ -f-?'  =  ^  i^t.  Aber  auch  auf  geometri- 
«chem  Wege  ergibt  es  «ich  leicht,  indem  die  mit  dem  einen  Factor 
nach  Vorschrift  des  andern  Factors  vorzunehmende  Drehung  genaii  in 
die  Achse  der  reellen  Kahlen  überfahren  muss. 
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«'  =  2^i  cos  I  =  2 . 2,449 .  cos  38 '  1'  54'=  3,8587, 
jc"  =  2pl  coaSä^ = 2 . 2,449 .  cos  158"  1'54"= —4,5433 . 
j^  =  2pi  cos ^-=2 . 2,449 . cos 278»  1' 54'  =    0,684'>. 

Es  sei  2)  gegeben 

ar»+ 18^ +12  =  0, 
so  bat  man 


y  = —6  +  1^252,    s8  =  — 6—^^252, 
=  9,874  =  —  21,874; 

welche  beideo  reellen  Werthe  durch  die  Punkte  B  ^ni  C,  Taf.VI, 
Fig,  S,,  der  Achse  der  reellen  Zahlen  dargestellt  werden  mMgeo^ 
indem  2<<B  =  9,874  und  ^C  =  - 21,874.  Will  man  dieseßien 
unter  dffO  Formen 

g^  =  p(cos9)-|~tsin9)),    a^  =  ^' (cos g>'+£ sing)') 

darstellen  9  ^o  hat  man  zu  setzen 

^  =  9,874,    9' =  21,874; 
9  =  P,  9=3r. 

^  Die  Werthe  von  y  finden  sich  nun  nach  dem  Obigen,  indem 
man  aus  A  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  2ll>= 9^=2,1453 
einen  l^reis  construirt  und  diesen  von  D  aus  in  drei  gleiche  Tbeile 
thellt;  die  Theilpunkte  J),  E,  F  entsprechen  alsdann  den  drei 
Werthen  y',  y",  ^"  von  y. 

£benso  finden  sich  die  Werthe  von  z,  wenn  man  gleichlfalls 
aus  A  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  itG=  p'i  =  2,7967  con- 
struirt und  diesen  von  H  aus  in  drei  gleiche  TheHe  tbeitt;  b}eiv 
entsprechen  die  Theilpunkte  J,  H^  K  den  drei  Werthen  %',  2",  2'" 

von  2. 

Die  zusammengehörigen  Werthe  yony  und  2,  deren  Summe 
^  .a«6mA<^t,  «ind  niex  wieder  durch  die  Bedingung  ^airakterisirt, 
dass  ihr  Product  reell  sein  soll.  Alit  ELueksiobt  ditfaüf,  d^ss  nach 
dem  Obigen  in  diesem  Falle  die  Summe  der  Wlnkelzahleu  von  y 
und  2  Null  oder  ein  Vielfaches  von  n  betragen  n^nss,  ist  also  x 
zusammenzusetzen 

eptweder  aus  D  und  Ä,  x'  =  ^'  +  »" ; 
oder  aus  E  und  J,  ^'  =  ^"+,2'; 
oder  aus  F  und  K,  a/''  =  y"  +  2"'; 

folglich  erfaSlt  man  unmittelbar  aus  der  Figur 


im 

x'  =  ^*+  ^'*  cos  «  =-0,65U, 

ar  =(fiC08-g-+  9'^C08j-|-t((t8in-j+9t81D  j) 

=  0^257 +».4,2799, 

=  0,3257  —  1.4,2799. 

Welche  AbkürznDgeD  sich  bei  dieser  RechouDg  anbringeb 
lassen ,  und  wie  sich  daran  eine  allgemeine  Behandlung  der  Car- 
danischen  Regel  knüpfen  lässt,  das  ist  ebne  Mühe  klar.  Bemerken 
wollen  wir  nur  noch,  dass,  so  wie  in  der  symmetrischen  Lage  der 
Werthe  von  y  gegen  die  von  z  in  Taf.  VI.  "Fic.  7.  der  Grand  zu  er- 
kennen ist,  wesshalb  bei  der  Addition  die  rein  imaginären  Theile 
verschwanden  und  alle  drei  Werthe  von  x  reell  wurden ,  ebenso  in 
der  Verletzung  dieser  Symmetrie  in  Taf.VI.  Fig.  8.  der  Grund  gesucht 
werden  muss,  wesshalb  hier  die  imaginären  Theile  in  zwei  Fällen 
stehen  bleiben  und  nur  Ein  reeller  Werth  von  o;  erscheint.  Wenn 
die  beiden  Kreise  in  Taf.VI.  Fig.  8.  einander  decken,  während  alles 
übrige  ungeändert  bleibt,  d.h.  wenn  y^= — z^,  so  tritt  eine  symme- 
trisclie  Lage  jener  Werthe  gesen  die  Achse  AY  ein,  und  es  ver- 
schwinden mitnin  aus  den  Werthen  von  x  die  reellen  Theile; 
doch  ist  dieser  Fall  der  stillschweigenden  Voraussetzung  entge- 
gen, dass  r^O  sein  soll. 


•    3. 

Man  hat  eine  Formel,  vermittelst  deren  man  die  Quadrat- 
wurzel aus  einer  complexen  Zahl  a  +  ib  auf  algebraischem 
Wege  findet,  nämlich 

Diese  Formel  finden  wir  durch  geometrische  Betrachtung  wie  folgt. 

Wir   übertragen   die    complexe    Zahl  ]a+ib   auf  ^e  Form 
^icostp+isrnq}),  indem  wir  setzen 

80  werden  nach  Vorschrift  der  Gleichung. (1)  die  beiden  Werthe 
von  V"((a+i6))  dargestellt  durch 


gk  (cos  2  -f. ;  sin  2)  und  ^4  (cos  ^n + i  sin  ^  +ä)  , 
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welche  in  den  einen  Ausdruck 

^((a+ib))=:±  qHcos  I  +t'siD|) 

zusammengefasst  werden  künnen.  Hierin  sind  nur  ßlr  cos  ^  und 
sin^  die  bekannten  Ausdrücke  durch  cos 9)  an  die  Stelle  zusetzen, 
um  zu  der  Gleichung  (3)  zu  gelangen.    Man  hat 


2C0S(X)   =l-hC0Sy:=:       ^JL!!LI      , 

,.c«,|=V((i2^±^), 

2sin  Q  =  1  — cosopi= — r===-^, 

^„„i  =V((?:2^)), 

und  durch  Substitution  dieser  beiden  Werthe  für  $i  cos  ^  und 
Q^  sin  ^  entsteht  unmittelbar  die    obige  Formel.     Man   überzeugt 

sich  auch  leicht,  dass  trotz  der  mehrfachen  doppelten  Zeichen, 
welche  durch  die  Rechnung  hineingekommen  sind,  die  Formel  (3) 
dennoch  nur  zwei  Werthe  enthält;  denn  die  beiden  Theile  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  müssen  einerlei  oder  verschiedene 
Zeichen  besitzen,  je.nachc&m  b  positiv  oder  negativ  ist. 

Wollte  man  eine  ähnliche  algebraische  Formel  für  Cubikwurzel- 
ausziehung  haben,  so  würde  man  setzen 

V((o+i6))  =  pt  (cos  I  +  1  sin  |) , 

und  =  pl  (cos  2+?!E  +  i  sin  S-Ä , 
nnd  =  Qi  (cos  2+lü  +  i  sin  2+lff ) ; 

und  hier  würde  es  noth wendig  werden,  für  cos  ^  und  sin  ^  Aus- 
drücke  durch   cos  9    und  sin  q>  an    die  Stelle  zu  setzen.     Aber 
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solche  Ansdrfieke  eilstireM  nicht;  den  die  Antßmmg  d«r  be- 
kaooften  Gleichongen 

liefert  nach  der  Cardanischeo  Regel 

COS«  =  2  ^ ((co« 9 4- 1 siD g>))  +  ^  V"((co8  9)— isin^)), 
sin  ?  =  2"-  ^  ((cos 9  -\-itAn  g>))  —  5-.  V  ((cosy— ising))); 

ond  diese  Ansdrfieke  fordern  genau  wieder  die  Anflosnng  desjeni- 
gen Problems,  von  dessen  Lrisung  wir  aasgegangen  sind^  so  dass 
wir  ans  im  Cirkel  bewegt  haben. 

Aber  man  erkennt  leicht«  dass  diese  Schwifrigkeit  mit  Jener 
andern  zusammenhängt ,  dass  man  nicht  im  Stande  ist  5  durcn  die 
Hulfsmittei  der  Elementar -Geometrie  einen  Winkel  in  drei  gleiche 
Theile  zu  theilen;  —  denn  wfire  etne  Construction  zu  diesem 
Zwecke  Torhanden ,  so  brauchte  man  ihr  nur  mit  der  Rechnung  zu 
folgen,  um  auch  für  jenen  Fall  die  gesuchte  Formel  zu  erbauen; 
—  und  es  zeigt  sich  somit,  wie  die  Unauflösbarkeit  des  berühmten 
Problems  von  der  Trisectio  anguli  unmittelbar  die  Unausföhrbar- 
keit  der  algebraischen  Cubikwurzelausziehung  aus  complexen 
Zahlen  zur  Folge  hat,  ja  mit  ihr  bei  unserer  geometrischen  Auf- 
fassung der  complexen  Zahlen  eines  und  dasselbe'  ist. 


m 


IJelber  die  geometrische  Darstellnunf^ 

complexer  Vnnetloneii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein 

zn  Hannorer. 


1. 

Wenn  man  sich  von  dem  Laufe  einer  Function  y-^zf^x),  wo 
^  und  X  nur  reeller  Werthe   ßihig  sind ,   ein  anschauliches  Bild 
entwerfen  will,  so  pflegt  man  in  einer  Ebene  die  Werthe  von  x 
und  y  als  rechtwinklige  Abscissen  und   Ordinaten   zu  construiren 
und  die  Endpunkte  dieser  letzteren  durch  einen  Zug  zu  verbinden, 
der  sodann  die  geometrische  Darstellung  jener  Function  abgiebt. 
Diese  Veranschaulichung  hört  aber  auf  anwendbar  zu  sein«  sob^Jid 
für  X  und  y  auch  imaginäre  Werthe  zugelassen  werden    sollen, 
und  so  pflegt  man  z.  B.  überall,  wo  für  gewisse  reelle  Werthe  von 
X  die  Werthe  von   y  ins   Imaginäre  fallen,  die  betreffende  Curve 
als  geschlossen  anzusehen  und  darüber  hinaus  von  einer  gebme- 
trischen   Darstellung    der    gegebenen    Function    nicht    weiter    zu 
reden.    So    schätzbar  nun  aber   —  und  zwar  nicht  für  {jernende 
allein  —  selbst  zur  Lösung  rein  analytischer  Fragen  jenes  geome* 
irische  Hülfsmittel  ist,  eben  so  wichtig  wird  die  Frage,    ob  und 
wie   dasselbe  auch  auf  imaiginäre  Functionen  Ausdehnung  finddo 
könne:  ^ine  Frage,  welche  in  der  von  Gauss  gegebenen Wr»gllchf 
keit,    imap;inären   Zahlen  eine  geometrische    Bedeutung    abssuger 
winnen,  eine  befriedigende  Antwort  zu  versprechen  schelpt«    Wir 
'  wollen  nachstehend  einige  Untersuchungen  darüber  anstellen ,  wie 
weit  man   hierin   gelangen   kann,    und  welche  Anwendungen  sich 
daraus  sowohl  für  die  analytische  Geometrie,  als  auch  rückwärts 

für  die  Theorie  der  complexen  Zahlen  ziehen  lassen. 

'  .1 

0 

2. 

Wollte  man  unter  der  Voraussetzung,  dass.  sowohl  für  x  als 
auch  für  y  imaginäre  Werthe  zugelassen  werden  sollen ,  allgemein 
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die  Aufgabe  stellen»  die  Fnoction  y  ^=((^)  nach  Analogie  der 
reellen  Fonctionen  geometrisch  za  constmiren ,  so  jst  nicht  schwer 
za  übersehen ,  dass  dieser  Aufgabe  in  ihrem  vollen  Umfange  nicht 
Genfige  geleistet  werden  kann  Denn  offenbar  würde  man  als 
Analogon  der  Abscissen- Achse  in  der  Ebene,  hier  die  Ebene  der 
complexen  Zahlen  —  gleichsam  eine  Abscissen-Ebene  — >  an- 
zuseilen haben,  als  Analoeon  der  Ordinaten- Achse  aber  eine  mit 
jener  rechtwinklig  verbundene  zweite  Ebene  der  complexen  Zah- 
len, —  eine  Ordinaten-fibene,  —  zu  welcher  sodann  durch  den 
Endpunkt  einer  jeden  Abscisse  eine  Parallele  geleet  werden  konnte, 
die  zu  dem  festzulegenden  Punkte  hinHihrte.  Welche  Lage  man 
nun  auch  der  Ordinaten -Ebene  geben  wollte,  so  würde  dennoch 
immer  zwar  zu  jedem  complexen  Goordinatenpaar  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes,  aber  nicht  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  des 
Raumes  ein  bestimmtes'  Paar,  sondern  eine  unendliche  Menge  von 
Paaren  complexer  Coordinaten  geboren;  und  damit  ist  dieiJnzu- 
läoglichkeit  dieser  geometrischen  Versinnlichung  hinreichend  dar- 
getnan.  Wenn  man  nun  die  Ueberlegung  mapht,  dass  zwei  com- 
plexe  Coordinaten  jederzeit  vier  von  einander  unabhängige  reelle 
Grossen  enthalten,  während  deren  drei  schon  zur  Festlegung 
eines  Punktes  im  Räume  hinreichen,  so  liegt  der  Schluss  nahe, 
dass  erst  in  einem  Räume  von  vier  Dimensionen  ausführbar 
sein  würde,  was  uns  der  thatsächlich  vorhandene  Raum  vob  drei 
Dimensionen  versagt. 

Aber  die  genannte  Unausführbarkeit  zieht  noch  eine  andere 
Folge  nach  sich.  Nimmt  man  nämlich  für  den  Augenblick  einen 
Raum  von  vier  Dimensionen  als  zulässig  an ,  so  kann  man  in  dem- 
selben ebenso,  wie  in  der  Ebene  die  beiden  reellen  Coordinaten 
:c  und  y  durch  die  einzige  comp  1  exe  Zahl 

a:  +  iy 

dargestellt  werden,  auch  die  beiden  complexen  Coordinaten 
x^:=a/ -\riaf  und  y'=y' -{-iy^  in  die  eine  —  wir  mochten  sagen 
hypercomplexe  Zahl  zusammenfassen 

wo  j*=i*= — 1  sein  rouss,  indem  /  eine  neue  imaginäre  Einheit 
bezeichnet,  die  den  rechtwinkligen  Uebergang  aus  aer  complexen 
Abscisse  In  die-complexe  Ordinate  zu  vermitteln  hat.  Dieses  findet 
eine  merkwürdige  Bestätigung  durch  eine  Untersuchung  von 
Hamilton*).  Derselbe  stellt  nämlich,  um  aus  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen  in  den  Raum  überzugehen  >  hypothetisch  die 
dreitheilige  Form  auf 

a^\'ih^rjc, 

als  deren  Modulus  die  positive  Quadratwurzel  aus  a*-(-6*-|-€' 
anzusehen  ist,   und  gelangt  durch  arithmetische  Operationen  an 


*)  S.  d.  Abbandlang:  ,,0n  Qaatemioni,  nr  on  anew  System  of  Ima- 
ginaries  in  Algebra.  By  Sir  W.  R.  Hamilton*'  in  dem  Philosophical  Maga- 
zine für  1844  und  1845,  wo  dieselbe  bis  jetzt  noch  nicht  gescblo«s«iist 
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dieser  Form^  und  mit  Festhaltung  des  Geiietzes ,  dass  der  Modulu« 
eines  Products  gleich  dem  Producte  der  Moduli  derFactoreo  sein 
müsse,  zu  dem  Resultate,  dass  jedes  Product  sich  unter  der 
viert  heiligen  Form 

a  +  ib  -{-je  +  kd, 

darstelle,  wo  man  t/=: — ji=k  und  ä:^=:-— 1  zu  setzen  und  die 
positive  Quadratwurzel  aus  a^+Ä^  +  c^-f  <P  als  Modulus  derselben 
anzusehen  habe.  Das  Rechnen  mit  diesen  viertheiligen  Formen 
(Quaternions)  liefert  aber  wieder  nur  viertheilige  Formen,  deren 
EntwickeluDg  den  Gegenstand  der  angeführten  Abhandlung  aus- 
macht, und  damit  scheint  in  der  That  unsere  oben  aufgestellte 
Form  einer  hypercomplexen  Zahl ,  als  nächster  Fortschritt  von  der 
complexen  Zahl  aus ,  so  wie  die  Forderung  eines  Raumes  von  vier 
Dimensionen  zur  Ausführung  der  Operationen  an  diesen  Zahlen, 
vollkommen  gerechtfertigt  zu  sein. 


3. 

•  Aus  dem  Vorstehenden  lässt  sich  ohne  Mühe  der  Schluss 
ziehen,  dass  der  Raum  von  drei  Dimensionen  in  allen  denjenigen 
Fällen  zur  geometrischen  Constrttction  der  Function  y=f(x)  hin- 
reichend sein  muss,  wo  entweder  nur  o:,  oder  nur  y  imaginäre 
Werthe  annehmen  kann,  während  die  andere  Veränderliche  reell 
bleibt 

Es  sei  erstens  nur  x  imaginärer  Werthe  (Sbte,  so  wird 
man  die  Ebene  der  complexen  2iahlen  als  Ebene  der  x,  und 
eine  im  Nullpunkte  derselben  errichtete  unbegränzte  Normale  als 
Achse  der  y  anzusehen  haben.  Jedem  complexen  Werthe  von 
a:  gehurt  sodann  vermöge,  der  Gleichung  y=zf{pc)  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes  zu,  und  umgekehrt,  und  das  Continuum  aller 
dieser  Punkte  von  a:=— oo  bis  a:=-|-aD  bildet  eine  Fläche, 
welche  mithin  das  geometrische  Bild  der  gegebenen  Function 
darstellt. 

Es  sei  zweitens  nur  y  imaginärer  Werthe  fabig,  so  wird 
eine  beliebige  im  Räume  gezogene  Gerade  die  Achse  der  .r,  und 
eine  im  Nullpunkte  derselben  normal  damit  verbundene  Ebene 
der  complexen  Zahlen  die  Ebene  der  y  abgeben.  Hier  gehört 
jedem' reellen  Werthe  von  x  ein  bestimmter  Punkt  des  Raumes 
zu,  und  umgekehrt,  uhd  das  Continuum  aller  der  Function ^=/(a;) 
entsprechenden  Punkte  von  x  =.  —  qd  bis  :r  =  -fao  bilcfet  eine 
Linie,  welche  als  das  geometrische  Bild  der  gegebenen  Function 
anzusehen  sein  wird. 

Setzt  man  im  ersten  Falle  x:zzx''\-ix''  ^  so  dass  mithin  die 
Achse  der  x*  als  Achse  der  reellen  Zahlen  und  die  Achse  der  af 
als  Achse  der  imaginären  Zahlen  in  der  Ebene  der  x  betrachtet 
wird,  so  hat  man 

y=/(x'+iVO 
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od«r,  me  man  im  Geiste  der  analytischen  Geenetrie  schreiben 
wfirde ) 

als  Gleichung  der  resnltirenden  Fläche 

Setzt  man  ebenso  im  zweiten  Falle  y^^y-^-iy^'  und  zerföUt 
f(x)  in  die  beiden  Theile  ^(^)-fW'(^)9  so  sind  gleichfalls  im 
Geiste  der  analytischen  Geometrie 

y'z=ztp{a:),    y^:=tip(ai) 

dl^  beiden  Gleichungen  der  entstehenden  Linie. 


4. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  beiden  angegebenen  Con- 
structionsmethoden  auch  dann  noch  anwendbar  bleiben ,  wenn  für 
beide  veränderliche  x  und  y  imaginäre  Werthe  zugelassen  wer- 
den, aber  zugleich  eines  ron  den  vier  Bestimmungsstticken  dieser 
beiden  complexen  Werthe  .in  der  Construction  unoeachtet  bleiben 
darf»  Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  sind  wir  im  Stande,  die  Mehr-" 
zahl  der  bis  jezt  gegebenen  Beweise  des  Satzes  r 

dass  jeder  algebraischen  Gleichung  mitEräer  Cn« 
bekannten  durch  einen  complexen  Werth  dieser 
Unbekannten  Genüge  geleistet  werden  kann,) 

aq  dem  Fadei»  der  genannten  Constructionsmethoden  systematisch 
au.  reprpdttciren» 

fis  sei  die  Ftmction  y = f(£)  von  der  Form 

und  man  erhalte  durch  die  Substitution 

£c  =  p-\-iq=z  r (cos <+isin  t) 

das  Resultat 

y  =  P+iQ==B(cosT+islnT), 

so  ist  zu  beweisen  5   dass  man  durch  schickliche  Wahl  von  a:  zu 
dem  Resultate^ =0,  d.  h.  entiveder 

.  Ä  ==  0, 

« 

wobei  T  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann,  oder  gleichzeitig 

p=:o,  e  =  o 

gelangen  könne. 
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Bewei»  von  Cauohy*). 

1 

Am   näc^hsten  dürfte  es  liegen,    da  in  dem  geforderteo  Eod* 
re^ultate  der  Werth  von  T  gleicngfiltig  ist,  die  Gcüiuie 


als  Function  von  as  zu  constrairen,  wobei  nach  der  ersten  der 
obigen  Constructionsmethoden  zu  verfahren  sein  würde.  Die  ent- 
stehende Fläche  liegt,  da  R  nur  positiv  ist,  vollständig  auf  Einer 
Seite  der  Elbeoe  der  a:;  ferner,  wenn  a;  über  eine  gewisse  Grösse 
hinaus'  wächst,  so  entfernt  sie  sich  immer  weiter  von  der  Ebene 
der  a:;  folglich  niuss  sie  in  der  Nähe  des  Nullpunkts  dieser  Ebene 
nothwendig  wenigstens  Ein  Minimum  besitzen. 

Dass  nun  dieses  Minimum  nicht  von  Null  verschieden  sei, 
wird  von  Cauchy  auf  rein  analytischem  Wege  gezeigt.  Wie  mau 
zu  demselben  Resultate  auch  durch  eine  geometrische  Betrachtung 
gelangen  könne,  bei  tvelcher  der  bis  dahin  vernachlässigte  Werth 
von  jT  wieder  in  die  Construqtioir  hineingezogen  wird,  nahen  wir 
in  einem  früheren  Artikel  zu  zeigen  gesucht;  doch  gehurt  diese 
Betrachtung  im  Grunde  nicht  hielier,  weil  sie  das  bisherige  geo- 
metrische Sild  verlässt,  und  findet  besser  weiter  unten  ihren  Platz. 


Dritter  Beweis  von   Gauss**). 
.  laicht  so  unmittelber  scheint  es  sich  darzubieten,  die  Crrösse 

als  Function  von  x  nach  der  ersten  Methode  zu  construiren,  welche 
Grösse  nämlich  für  den  in  Frage  stehenden  Fall  durch  die  Bedin- 
gung charakterisirt  wird,  dass  sie  eines  jeden  beliebigen  (reellen) 
Werthes  hmss  fabig  sein.  Im  Allgemeinen  ist  T  eine  vieiförmige 
Function  von  x,  der  für  jeden  Werth  des  a:  uNendüch  viele  um 
je  Ä  von  einander  verschiedene  Werthe  zukommen ;  folglich  ent- 
sprechen im  Allgemeinen  jeder  complexen  Abscisse  unenolich  viele 
uro  je  7t  von  einander  verschiedene  Ordinaten ,  und  die  resultirende 
Fläche  besteht  demnach  aus  einem  Systeme  über  einander  liegen- 
der Schichten,  die  um  einen  Abstand  von  je  n,  diesen  im  Sinne 
der  Ordinaten  gemessen,  von  einander  entfernt  sind.  Nur  für 
solche  Werthe  von  a^,  welche  /'(;r)=:0  machen,  muss  nach  dem 
oben  Gesagten  die  ganze  Ordinate  in  die  Fläche  hineinfallen; 
von  welcher  eigenthümlichen  Beschaffenheit  der  Fläche  man  sich 
etwa  dadurch  ein  Biid  machen  kann,  dass  man  sie  mit  einer 
Sehraubenfläche  vergleicht ,  Welche  sich  um  jene  Ordinate  wie  um 
eine  Spindel  herumwindet;  oder  aueh  so,,  dass  jede  einzelne  Schicht^ 


'*')    Analyie  alg^briqoe.  Chap.  \, 
**) .  Commentationes  soc.  reg.  Gottkg.  recentieres.  Tom.  III. 


416 

der  Fläche  an  dieser  ^M\e  das  Ansehet  eine»  Wasserwirbels  oder 
Wasserstrudels  erhält.  Die  Existenz  solcher  Stellen  der  Fläche 
wären  also  Dacbzuw^iseo. 

Zum  ßefanfe  dieser  Nachweisung  führt  Gauss  Sie  genannte 
Eigenthümlichkeit  auf  die  anal3rtische  Thatsache  zurück ,  dass  an 
den  betreffenden  Stellen  die  Grosse 

unendlich  gross  wird ,  und  beweist  nun,  dass,  wenn  man  für  r  einen 
hinlänglich  grossen  Werth  Tq  an  die  Stelle  setzt,  die  Gleichung 

t/o     't/o  t/o       t/o 

P' 

aufhört  richtig  zu  bleiben ,  dass  mithin  V  innerhalb  der  Gränzen 
der  Integration  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  muss, 
welche  sodann  unmittelbar  die  verlangte  Folge  nach  sich  zieht. 

\ 

Erster  Beweis  Ton  Gauss  *). 

Zieht  man  statt  R  und  T,  welche  in  den  beiden  vorhergehen- 
den Beweisen  betrachtet  wurden,  die  beiden  Grössen  P  und  Q  in 
Betracht,  ^nd  construirt  dieselben  als  FunctioneUs  von  or  gleichfalls 
nach  der  ersten  der  in  §.  3.  angegebenen  Constructioosmethoden, 
so  erhält  man  zwei  Flächen ,  von  denen  leicht  nachgewiesen  werden 
kann,  dass  sie  beide  die  Ebene  der  x  schneiden. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Durchschnittscurven  sind 

und  es  kommt  mithin  jetzt  noch  darauf  an  zu  zeigen ,  dass  beide 
Curven  auch  einander  schneiden  müssen ,  damit  man  gleichzeitig 
habe  P=0  und  Q=0.  Dazu  fuhrt  aber  eine  specielle  Betrach- 
tung der  beiden  Curven  selbst,  wie  sie  Gauss  a.  a.  O.  ansteUt 


Beweis  von  Deahna  **).' 

Um  die  complexe  Zahl  v  nach  der  zweiten  Constmctions- 
methöde  des  §.  3.  in  einer  Ebene  für  sich  dargestellt  zu  erhalten, 
dürfte,  der  einzige  brauchbare  Weg  darin  bestehen,  dass  man  die 
Achse  der  jt  als  Achse  derr  ansieht  und  zugleich  für  jeden  Werth 
von  r  den  Winkel  t  (der  in  der  Constructiön  nicht  sichtbar  wird) 
alle  Werthe  von  0  bis  2;i; .  durchlaufen  lässt.  Alsdann  erhält  man 
als  .geometrisches  Bild  der  gegebenen  Function  nicht  eine  Linien 


*)    Demonstratio  nova  Theorematis  etc.    Hehostadii.  1709. 
**)    CreUe's  JoamaL   2a  Band.  S.  337. 
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wie  In  §.  3»,  sonders'  jedem  einzeifieo  Wertbe  von  r  eDtsprieiit 
eeben  In  dbr  nugeliGrigen  Ordinäten-Ebene  euie  ffeschteabene  Cnr^e, 
deren  Radius  vectw  s;=  R  und  Elongatioo  sc  2^  icft^  und  das  Coik'-^ 
timnukt  aller  dieser  Curven  von  r:=:U  bist*b=:Qo  biidet*  eine  kminitte 
Flädie,  die  eine  Art  von  keselfiinnigem  Baum  nnÜGhliesst.  Dieser 
Raum  ist  im  Sinne  der  wachsenden  r  ofen,  und  Ifinft  mttrzzO  in 
einen  Punkt  aus ,  dessen  Lage  auf  der  Ebene  der.  y  dureb  das 
letzte  Glied  On  der  Gieicbung  /(ar)=0  festgestellt  wird. 

Der  in  Frage  stebende  Beweis  verlangt  nun  die  Macbweisung, 
dass  die  entstandene  Fläche  notbwendi^  Einen  Punkte  mit  der 
Acbse  der  r  gemein  liaben  rauss,  und  dieses  wird  nachgewiesen 
sein ,  sobald  sich  äwei  zur  Achse  der  r  normale  »Schnitte  jener 
Fläche  angeben  lassen,  von  denen  der  eine  ganz  ausserhalb  der 
Acbse  liegt,  der  andere  aber  diese  Acbse  umschiiesst  Als  den 
eipen  Schnitt  kann  mau  aber  die  Spitze  der  kegelförmigen  Fläche 
für  r=0  ansahen»  welche  niemals  mit  der  Acbse  zusammenfiftUen 
kann;  und  den  andern  weist  Deahna  dadurch  nach,  dsMss  (üx  ein 

hinlänglich  grosses  r  der  Wertb  von  -^  stets  positiv  bleibt,  mit- 
hin T  zugleich  mit  t  wächst,  und  folglich,  während  t  von  0  bis 
29S  sich  ändert,  T  gleichfalls  das  nämliche  Intervall  durchlaufen 
muss. 

Der  hier  angesehenen  Form  des  Beweises  kCnnen  wir  sogleich 
noch  eine  andere  Fassung  desselben  zur  Seite  stellen,  durch  welche^ 
wir  wieder  auf  den  Beweis  von  Cauchy  zurückgeführt  werden. 
Um  nämlich  zu  zeigen,  dass  die  genannte  Fläche  nothwendig  Einen 
Punkt  mit  der  Achse  der  r  gemein  haben  muss,  nehmen  wir  will- 
kürlich einen  ausser  der  Achse  Hegenden  Puifikt  in  jener  Fläche 
an;  und  können  wir  nun  n$bchweisen,  dass,  wie  auch  dieser  Punkt 
gewählt  sein  mag,  man  immer  einen  zweiten  Punkt  jener  Fläche 
anheben  kann,  der  der  Acbse  näher  liegt,  so  ist  gleichfalls  der 
in  Rede  stebende  Satz  bewiesen.'  Diese  Nachweisuns  haben  wir 
adber  waf  geemetrisehem  We^e  Th.  VI.  Nr.  XXXV.  3es  Archivs 
settefert.  Indem  unsere»  dortige  Ebene  der  oomplexen  Zahlen  lüs 
tdentiscfc  mit  der  jetzigen  Ebene  der  y  angesenen  werden  kann,' 
nachdem  aufwiese  die  beiden  betrachteten  Punkte  der  krummen 
Fläche  projicirt  worden  sind. 

Die  Reihe  dieser  Beweise  scheint  uns,  so  weit  die  geometri- 
sche Darstellung  der  Sache  in  Betracht  gezogen  wird,  ein  voll- 
ständig in  sich  abgeschlossenes  Ganzes  zu  bilden,  wovon  wir  na- 
mentlich (das  als  Beweis  anführen  mochten,  dass  wir  in  der  That 
den  Beweis  von  Deahna  auf  dem  oben  angegebenen  Wege  selbst- 
ständig gefunden  und  erst  hinterher  uns  überzeugt  haben,  dass 
dieser  i^weis  im  Wesentlichen  nicht  neu  war. 


5. 

Die  analytische  Geometrie  beschäftigt  sich  in  ihrem  planime- 
trischen  Theile  mit  Linien  ,in  der  Ebene,  und  in  ihrem  stereome- 
trischen Theile  mit  Linien  im  Räume  und  mit  Flächen ;  sie  drückt 
jede  Linie,  in  der  Ebene   durch   eine  Gleichung  zwischen   zwei 

Thcil  VU.  27 


U8 

V^ffiftdeflichen  ans»  jeäe  UMk  in  Kamne  d«reb  awei  Gietciiiniffeif 
zwisclpen  drei  V^rSndvvlicfaeD,  jiMle  Fliehe  endttck  .durch  eitie 
Gleich«»  zwischen  drei  VetäDderilcheo.  GestBtst  a«f  die  in  §.3« 
entvriekefieD  GoDstmetionfiiiiethodeD  eind  whr  iber- jetzt  im  Stead»^ 
i»  jenen  drei  Fälle»  die  fc^treffeade  Linie  oder  Fläche  imnberdonib 
ßlne  Crleich'ang''  awiscken  awei  Veränderlichen 

dajrzaatellen  5  and  awar  bedeaiet  dieäe  Gfeicbüng  entfreder  eind 
Linie  in  der  Ebene,  oder  eine  Linie  im  Räumet  oder  <dne 
Flüche«  jenachdem  op  and  y  reell  sind«,  oder  nar  jc,  oder  qnr  ^ 
reell  i^L 

Was  zunächst  die  analytische  MSglichkeH  der  beiden  letzte 
FiMe  betrifft,  so  mrd  die  Linie  im  Räume  offenbar  nur  da- 
durch 2tt  Stande  kommen  kOnnen,  dass  die  Function  /(;r)  entwtedet 
oomplexe  Constanten  in  sich  schliesst,  oder  Operationen  angezeigt 
enthält,  deren  Resultate  gleichfaUs  oompJexe  Zahlen  ^no..  So 
ist  z.  B. 

wenn  a  und  6  conplexe  ZaMeo  sind,  abfr  x  mfx  reeUi^r  Werthe 
fähig  sein  soll ,  die  allgemeine  Gleichung  einer  geräidien  Liqie  191 
Räume f  und  ebenso  ist  '        '  «    ir 


^to.  aceeir  s^io  hiag  öder  nicht,  die  Gfelchung  eines  Systems,  tön 
dl^i'  congruentep  enenen  Cürveo ,  deren  Ebenen  einander  in  der 

Achse  dec  x  unter  Winkeln  von  120"  schneide/i.  . 

'.•,11  •    • .  ♦ 

Cioe  Fläche  dagegen  >firde  dadurch  entstehen Hmssea^  dass 
die  Function  f(x)  mit  der  c^miplexen  Veränderiiohen  otour  soklie 
Operi^tlonen  voraitoebmen  forderte, .  welohe  stets  ein  reeHea  R^ 
£wutat  ^eben.  Dies  lasst  sich  aber  darch  keine  der  bekannten 
Operationen  allgemein  leisten ,  weil  jede  OfMilraüon  an  einer  eom- 
plexen  Zahl  im  Allgemeinen  wieder  eine  complexe  Zahl  liefert ;  es 
wird  jederzeit  nur  eine,  gewisse  Gruppe  complexer  Wertbe 
ffff  ^  angegeben  werden  können,  füV  welcne  f(a;)  reell  wird;  und 
da  diese  VVerthe  von  a:  in  der  Ebene  der  x  im  Allgemeinen  eine 
Liriie  bilden  werden,  so  stellt  in  dieser  Beschränkung  die  Gleichung 
yj±tf{a:)  auch  nur  eine  Linie  im  Räume  dar.  Man '  clurfte  in  der 
Thaf  kein  anderes  Ergebniss  erwarten , '  da  diese  Auflassung  der 
Linie  im  Räume  sich  von  der  vorigen  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  die  Coordinaten  vertauscht  sind.    ' 


Es  sei  z.  B. 


'). 


so,  hat  niati>r  damit  y  «reiäl  wvnle,  dl«  £edingiinsgii»idiiun|^ 
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und  sodann 


welche  beiden  Gleichungen  zwischen  den  drei  reellen  Veränder- 
lichen X  ,  af  y  y  eine  gerade  ^nle  im  Baume  darstellen.  Wollte 
man  aber  die  gegebene  Gleichung  fflr  x  auflösen,  so  würde  man 
haben 


X  =  ^ 
a 

__  y-ff  —  ib" 


folglich,  iudevk  xns^n^x^^x'  +  ix''  setzt, 


V  -  {y-b^^o!r^<b" 
l^,^  (3/-V)a!'-\'db'' 


als  die  beiden  Gleichungen  der  geraden  Linie  im  Räume,  welche, 
wie  sich  leicht  nachweisen  Jäs^t,  mit  den  beiden  zuerst  gefundenen 
.Gleichungen  zwischen  x',  x'\  y  identisch  sind. 

'  •  Wirkiiniieki  hieraus  aligemein  den  Sehluss  ztefaen,  dass  jode 
Gleichung' ^'Wlsch«n  «iner  reellen  und««aei^  comple±en 
Veränd^ertidi«!«!'  .         i      .  •. 


J  I  r  ■        '     'k 


stets  eine  Linie  im  Räume  bedeutet^  un4  2war  stets 
die  nämliche  Linie,  man  mag  v  als  Function  vpn  x  an*- 
sehen  oder  umgekehrt;  sobaldf  nur  bestimmt  angegeben  ist, 
welche  der  beiden  Veränderlichen  reell  und  welche  imaginär  sein 
soll.  Eine  Vertauschung  in^  dieser  letzteren  Beziehung  wird  im 
Allgemeinen  eine  andere  Linie  hervorbringen.  Am  bequemsten 
aj^  .bleibet  es  in  al^n  Fällen,  die  imaginäre  VerändeHiche  als 
Function  der  i;eellen  aufzufassen  und  äu  constniiren,  wie  wir  es 
anfaiigs  gethaip  hab^n,.  weil  man  alsdann  in  einer  einzigen  Glei- 
chung ausgesprochen  erhält,    wozu  man  sonst  deren  zwei  nothiir 

haben  würde.  * 

■*■'''"  ■  ' 

Was  nun  aber  die  bis  hierher  noch  unerledigte  Frage  nach  der 
Gleichung  einer  Fläche  betrifft,  weiche  für  jeden  complexen 
Weräi,  denjoian  dem. 4?  beilegen  mag,- stets  nur  eben  reellen 
WeiPth  für  yazf(pc)  hervortreten  lassen  soll,  so  gelangt  man  asu 
demelben  nur  durch  Einführung  einer  neuen'  Art  von  FunetiM^ 
welche  eben  durch  die  hier  geforderte  Eigenschaft  ehwEahtefeiaiM 

27* 
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irifd.    Di«  GnmdUbrmen  ßeaer   FawtioM«  miMi  scfcoa  n  §.  4. 
bei  dcB  dort  coostnirten  FUcImd  in  Amrcadaag  gcki 
md  folgciidc  Tier; 

jr  =s  Mod.  dT  ^ 

jf  :iz  Are«  x, 

jr  =  Co^C  imag.  x^* 


vreldie  dadordb  conplicirtier  wctden  kuoaen,  dass  auo  siattxenie 
beliebige  coaplexe  FsDefioo  too  a  und  stall  jr  eine  beliebige 
reelle  Fuoclioit  tod  jr  ao  die  Stelle  setzt  So  wGrde  z.  B.  me 
ailgeineiiie  Gleichmig  der  Ebene  darcb  ^ 

^  r=  Co^ir.  real.  (<ur4^ 

dargestellt  werden  bannen  ^  ^o  a  and  h  alh^eraein  coraplexe  Zahlen 
bezeichnen;  denn  diese  Gleichoi^  l5st  sieb  auf  in 


y  =  Co«f.  real.  {(«'+«0 (^'+*0  +  ä'+ Ä*'} 

irelcbes  die  gewuhnliche  Form  dieser  Gleichung  ist. 

Hiemach  können  wir  also  allgemein  sagen,  dass,  obgleich 
eine  Gleichung  zwischen  zwei  compiexen  Veränder- 
lichen 

an  nnd  für  sich  einer  geometrischen  Denl«ng  nicht 
fihiff  ist,  dennoch,  wenn  man  sie  für  eine  de^r  Tcrrdn^ 
derlichen  anflOst,  und  statt  dieser  compllexen  Verfiv« 
derliehen  nur  einen  ihrer  reellen  Bestand theile  in  Be- 
tracht nimmt,  die  Gleichung  stets  eine  Flache  bedeute; 
jedoch  im  Allgemeinen  eine  verschiedene  Fläche,  jenachdem  man 
die  eine  oder  die  andere  Veränderlicbe  als  abhängige  VerändeF- 
Ifche  ansieht. 


6. 

Gestützt  auf  die  hier  entwickelten  Grundgesetze  ergiebt  steh 
nun  eine  neue  und  höchst  eigenthumliche  Behaddlun^  der  Objecte 
der  analytischen  Geometrie,  welche  nicht  nur  der  bisherigen  ana- 
lytischen Geometrie  vollkommen  parallel  läuft,  sondern  auch  in 
mehr  als  einer  Hinsicht  durch  Einfachheit  und  Eleganz  ihrer  Ent>> 


•)  B«  «ci  X  ==»'  +  «  flc*' =  (>  (<50t^ +  «•  •iny),  ao  Hi  Mod«  »:=^, 
Are.  x-^^tp^  CoefT.  real.  x=ix'  ^  CoSUt,  imag.  ott=iD(f,'  Wir  haben  ^Seae 
BesdchnnDgen  ihrer  leichten  Verständlichkeit  wegen  gewählt ,  obgleich 
rie  lieh  wenig  dnrch  £in£Mldielt  aniseiciMiOB. 


i 


wicUelttDgcO'  solche  Vorzflg«  besitzt ,  dass  wir  hoffen  dffrfen^  sie 
hald  Ib  dep  Uoterrioht  und  die  betreffenden  Lehrbücher  aufge- 
nommen zu  sehen. 

Untersuchen  wir,  um  an  einem  einfachen  Beispiele  den  Geist 
dieser  neuen  Behandlung  anschaulich  zu  machen ,  die  Bedeutung 
einer  Gleichung  vom  eräen  Grade  zwischen  zwei  Veränderlichen 

«o  können  1)  fOr  reelle  Werthe  der  Coefficienten  A,  B,  C  auch 
die  Veränderlichen  a:  und  y  im  einfachsten  Falle  nur  reeller  Werthe 
föhig  sein,  und  die  Gleichung  stellt  in  diesem  Falle  eine  gerade 
Linie  in  der  Ebene  acy  Aar,  wie  bekannt* 

Werden  dagegen  2)  für  A,  B,  C  auch  complexe  Werthe  zu- 
f^eiassen ,  so  kann  die  Gleiebung  nur  i>estehen ,  wenn  von  den  bei- 
den Veränderlichen  a;  und  «/  mindestens  die  eine  gleichfalls  com- 
slex»  Weffthe  aniiehmen>  darf.  Es  sei  5  diese  Veränderliche,  ao 
findet  man  durch  Auflösung  für  y 

B         C 

wofür  man  zur  Abkürzung  schreiben  kann 

WO  a  und  6  im  AUgemeinefi  wieder  complexe  Zahlen  sind.  Zur 
Constrüction.  dieser  Gleichuns  legen  wir  nun^  eine  Achse  der  x 
und  eine* Ebene  der  ^  zum  Grunde;  dass  die  Gleichung  alsdann 
aber  eine  gerade  Linie^  im  Räume  darstellt,  lässt  sich  genau  eben 
so  zeigen»  wie  man  es  in  der  Ebene  zu  thun  pflegt. 

Es  ist  nämlich  der  Quotient  ^^'  =  «t,    also    constant;   folg- 

X 

licli  hezetchnet 

wo  fSr  den  Augenblick  y — 6  als  Ordinate  angesehen  werden  mag, 
eine  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  gehende  gerade 
Linie,  die  In  einer  durch  die  x  Achse  ^leeten  Ebene  zu  Stande 
kommt ^  welche  gegen  die  Ebene  oßy^  eme  Neigung  =  Are.  a  be- 
sitzt; die  Neieung  dieser  Linie  gegen  die  x  Achse  selbst  wird 
durch  einen  Winkel  bestimmt,  dessen  trigonometrische  Tangente 
=:  Mod.i  a  ist.  Dieser  letzte  Winkel  kann ,  da  Mod.  a  stets  po- 
sitiv ist,  nur  zwischen  0  und  ^  oder  zwischen  n  und  -^   enthal- 

ten  sein;  doch  lie^t  darin  keine  Beschränkung,  da  Are.  a  eines 
jeden  Werthes  zwischen  0  und  2;c  föhig  ist. 

Die  Gleichung 
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Selbst  stellt  pitn  eine  PaiSallele  mit  j#06r  Geraden  dar«  viwlehe 
dareh  eiDcsi  JPuokt  dei  Ebene  der  g  Ulhrt,  deesen  cemplexe  C<M>r«t 
dinate  =  b  ist.  i 

.     Nimmt  Min  Br=0,  so  liefert  die  Gietchung 

ffzsb 

eine  zur  x  Achse  parallele  Gerade ^  und  ist  ausserdem  C  =  0, 
mithin 

SO  ftUlt  die  Gerade  mit  der  x  Achse  ztisammen. 
Ist  aber  A=:0,  so  kann  die  Gleichung 

Bx*^Cori^ 

.     «  -  .  •    :         * 

mit  der  «hier  geforderten  Beschränkung,  dass  o?  mir  reeller  Werthe 
fähig  sein  soll^  nur  noch  bestehen,  wenn  -^  reeiilst;  sie  bezeich- 
net aber  unter  dieser  Voraussetzung  nicht  mehr  eine  Gerade, 
sondern  eine   zur  Achse  der  a:  iiormale  Ebene,    welche  diese 

Achse  in  dem  Punkte  x=:  —  -^  schneidet ;  milbin  die  Ebene  der 

Ja 

y  selbst,  wenn  C=0  und  folglich  jr=0  ist.  Dieser  Ausnahme- 
fall gebort  indessen  streng  genommen'  nicht  hieher,  da  hier  die 
von  vorn  herein  vorausgesetzte  Möglichkeit,  ^  als  abhängige 
Yeränderltche  atizusehen,  aufgehoben  ist*  ....'.>> 

Werden  für.  die  CoefBcienten  yl,  J?,  C  reelle,  öjdcr  cpmpUxe 
tVerthe  gesetzt  ^  so  kann 

3)  die  GieicJiinig. 

Ay+Bx+C:szOi 

als  solche  auch  noch  bestehen,  wenn  für  beide  VeHlnderKelie  x 
und  y  complexe  Werthe  zugelassen  werden ;  soll  aber  die  Gleichung 
in  diesem  Falle  einer  geometrischen  Deutung  fähig  sein,  so  muss 
man  sie  für  einje  der  Veränderlichen  auflösen  und  von  dieser  Yer- 
änderlicheu  sodapn  nur .  einen  ifaoier.reeUen  Besiandtbeile  in  Bettuchl 
ziehen.  Es:  sei  y  diese  ViBräoderliche,  so  kann  man  alci  eioliichate 
Formen  der.  resultirenden .  Function  — .  insofern:  nämlkb  die-  Aib*- 
hängigkeit  zwiscben  y  imd  or'noch  d«Kh  eine  lieealre  Gleicihung 
dargestellt  werden,  s^l  r^  ansehen  .     ; 

y  ==  Coeff.  reall  (iMP  +  6)   .    . 

und  '      ./  V     ' :  .  i  •  "/i  "'. 

^  =:2  C6<$ff«  imag/(iia?-f  ^9 

•         •  •  •    .    .  ■ 

B  C 

wo  a  =  —  -j.    und  6  =  —  -j    im   Allgemeinen    noch    complexe 

Zahlen  sein  werden'.    Beide  Gleichungen  eonstruiren  wir  fSr  eine 


4X1 

Ebeo(e-4er  of.  Hiid  «fioe  Acks^:  der  ^^  dtms  4i^  durch  Aene- 
beiden  GleichuDeen  dargeateilteo  Flüelieiiab^  Eben  tili  sind,  be- 
weisen wir  wie  lolgt. 

Betrachtet  man  zunkchst  die  erste  Gleichling 

so  zieht  man  aus  der  Natur  dieser  Gleichung  unmittelbar  den 
8chiuss,  dass  die  GrCsse  Co^ff.  imag.  (ru?-f  6)  jeden  beliebigen 
reellen  Werfli'iiiuss^aiiiiehmeo  liOimen,  während  ^r-aUe  cemiriexen 
Werthe  in  der  Ebene  der  x  durchläuft;  setzt  man  aber,  inaem  w 
eine  willkiirliche  reelle  CötoHante  bedientet ,      '\ 


•  i « 


K^tL.iiAig.  (aar+6)  ^  w,  • 


1'^ 


flo  whd  durch  die  Beechränknngy  welchq  man  hieoiit  deniW^hen 
▼on  X  auferlegt,  der  Umfang  der  obigen  Gleichung  aufgehoben, 
und  durch  die  Vereinigong  beider  Gieicmingieii  ^entsteht 

welches  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist,  die  mithin  mit 
allen  ihren  Punkten  in  der  obigen  Flache  liegt.  Bringt  man  diese 
Gleichung  auf  die  früher  betrachtete  Form,  wo  die  compiexe 
CeoiUtBate  als  ^Fvoetion  der  reellen  aufg^fasst  würde«  so  hat  man 


»•I    » 


1      ,  iw^-'b 


.  I        •  •  • 

•  '•  .•  ■.•■■.•  .  ■  .         .     .  ■■  . 

und  hier'  erkennt  man  aus  dem  ^oeflfici^nten  —  die  Lage  der  ge- 

•  -  -  o 

raden  Linie  und  aus  dem  Coefficienten  — ^^^  ihr/fn  Pujreb«clwittS;> 

a 

punkt  mit  der  Ebene  i]er  x.        ^  ^ 

Lässt  man  nun  w  sich  ändefi) ,  so  pivimt  diese  gerade  Linie 
successiv  andere,  der  ursprunglichen  parallele  Lagen  an,  indem 
nur  die^S^age  i^res  Diirehscboittspunkts.tntt  der  Ebebe  der  Af  sif^ 
ändert;  und  bezeichnet  man  mit  Xq  alle  der  Annahme  ^=0  ent- 
sprechenden Werthe  von  x ,  so  hat  man 

Od — b 

Xq  —  

18|';  'S;!  I  ,  (.    '  •  •^,;\  •■•.'.  •.    '  ,■'-'   I 

•  ■  •  •         .  ■  .  .' 

als  Gleichung  der  Linie  der  Dürcbschmttspunkte  jener.  Gj^raden 
oiHder  Eben^  der  x.  ^  OieseGl^iobuns  aber  ist,  wgeii- dejr  Willr, 
Kurfichkeit  von  t|7«  identisch  mit 'd^r  folgenden,:   ,;    ►    ,     .    '.  , 

Coeff.  real.  (<iXQ-{-b)  =  0, 

und  bezeichnet  deipnach  eine  gerade  Linie  in  de^  Ehepe  it^:,^^ 
deren    Coorainaten    der    reelle  Coeflficient  x^    und  der   imaginäre 


4M 

Coeficient  V  4er  conpinen  ZaU  ;r ^  or'  4*  •d:'  «lud  *).  Man  kaao 
midiiii  m  der  dnrcli  die  Gieichiiag 

y  r=  CoöC  real«  (aar  -|-.&) 

dargestellten  Flftcbe  mzählig  Tiele  gerade  Linieo  angeben,  die. 
einander  parallel  sind  und  deren  Dorchschnittsponkte  mit  der  Ebene 
der  X  wieder  eine  gerade  Linie  bilden;  jene  Fläcbe  ist  foigücb 
eine  Ebe,ne. 

Das»  maii  ebenso  die  Bedeutung  der  xweitao  Gleichmg 

jf  =  Co^ff.  imag.  (ax  -f-  f") 

nacbweisen  kann ,  liegt  auf  der  Hand ;  diese  Gleichung  stellt  also 
gleicbfalis  eine  Ebene  dar. 

Setzt  man  B^szO,  so  nehmen  beide  Gleichungen  die  Formen  an 

y  rr  Co^fl  real,  b,  ff  =  Coeff.  imag.  b , 

und  jede  stellt  in  diesem  Falle  eine  zur  Ebene  der  x  parallele 
Ebene  dar;  und  ist  ausserdem  0=0,  folglich 

so  hat  inan  die  Ebene  der  x  selbst.  Dies  ist  genau  derselbe  Fall, 
der  oben  bei  der  Discussion  der  geraden  Linie  unter  der  Annahme 
^=rO  eintrat;  denn  dort  hatten  die  Buchstaben  x  und  y  die  um- 
gekehrte Bedeutung  von  ihrer  jetzigen. 

Nehmen  wir  aber  hier  A=0,  so  zerßlllt  die  Gleichung 

•  • 

sofort  in  die  beiden 

Codf.  real.  (Bx  +0=0, 
Co^tt.imHg.(Bx+C)  =  ü; 

ton  denen  jede  eine  durch  die  Achse  dei'  y  gelegte  Ebene  darstellt. 


7. 

Der  Gang  unserer  Untersuchung  hat   uns   von   vom    herein 

f leichsam  von  selbst  darauf  geführt,  bei  der  Betrachtung  der 
«inie  stets  von  einer  Achse  d^r  ^.und  einer  Ebene  der  y; 
dagegen  bei  der  Betrachtung  der  Fläche  von  einer  Ebene  der 
X  und  einer  Achse   der  y  zu  spriechen.     Obgleich  diese  Ter- 


*)  Beiläufig  erhalten  vir  hier  noch  ein  neues  Mittel ,  um  die  Glei- 
clnmß  einer  Lime  in  der  £beiie  darzasteileh ,  worauf  wir  Jedoch  gegen- 
wärtig nieht  weiter  eingehen  wollen. 
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tandcbuBg  der  CooKdioaten  alterdiiigs  einiges  Unbequeme  bat/Da» 
mentlicb  sobald  man  Betrachtungen  der  einen  Art  in  solche  der 
andern  Art  hineinziehen  will ,  so  wollen  wir  ihr  dennoch  für  unsern 
gegenwärtigen  Zweck  bis  zu  Ende  treu  bleiben. 

Untersuchen  wir  nun,  um  von  unsern  zuletzt  gewonnenen  Re* 
sultaten  einige  Anwendung  zu  machen,  zunächst  die  Lage  zweier 
geraden  Linien  gegen  einander,  deren  Gleichungen  seien 


^  ax  +  b» 


so  wird  die^  Existenz  eines  Durchschnittspunktes  beider 
Linien  an  die  Bedingung  gebunden  sein,  dass  die  gleichzeitige 
Gültigkeit  beider  Gleichungen  nothwendig  für  die  Veränderlicbe 
3ß  einen  reellen  Werth  zu*  hefern  habe.  Da  nun  die  Gleichsetzung 
y=^y  liefert 


x^ , 

a — c 

so  ist 


Co«ir.  imag.  ^*=i^  =  0 
\a — c/ 


die  gesuchte  Bedingungsgleichung;    und  wenn  diese    erfüllt  Ist, 
so  sind 

^ *^^  „^j         od — bc 

X  = und  V  =  — I 

die  Coordinaten  des  Durchschoittspunktes. 

» 

Jene  Bedingungsgleichung  wird  z.  B.  erfüllt ,  wenn  alle  Con- 
stanten reell  sind,  wie  bekannt;  ferner  wenn  man  hat  d=^hy  denn 
alsdann  schneiden  sich  beide  Gerade  in  der  Ebene  der  y\  sie 
wird  auch  erfüllt,  falls  man  die  Sache  so  ansehen  will,  wenn  man 
hat  aT=ze^  denn  alsdann  sind  beide  Gerade  einander  parallel.  Ist 
gleichzeitig  e£=Aund  a=c,  so  decken  die  Linien  einander.  ' 

Um  den  Winkel  X  zu  finden ,  den  jene  beiden  geraden  Linien 
mit  einander  einschliessen ,  denken  wir  uns  zu  beiden  durch  den 
Nullpunkt  des  Systems  Parallelen  ffelegh  ai^serdem  werde  aus 
diesem  Punkte  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser '=  I  eine  Ku- 
^elfläche  construirt,  auf  welcher  sowohl  die  Durchschnittspunkte 
jener  beiden  Parallelen  als  auch  der  Durchschnittspunkt  der  po- 
sitiven Seite  der  Achse  der  x  vorkommen.  Alsdann  ist  der  ge- 
suchte Winkel  X  Seite  eines  sphärischen  Dreiecks;  und  setzt  mn 

a  =  p(cos9)-4'tsin9)), 
c  =  9' (eos  9 -f  t  sin  9)') ; 

so  wird 


4M 

CMisMfl(aKl««).ciM(afetse')-^<<>(>H:^lr)*NaM^fO«M(^y) 
oder 

•  •       • 

Sollen  beide  Linien  aufeinander  rechtwinklig  stehen»  so 
hat  man  cos  i  =  0,  folglich 

* 

e^' cos(^— 9)  =  — 1» 

^  •  p 

w«>fär  man  auch  scbreibeo  kaon 

a'c+.o»c'=-l, 

■ 
f 

wenn  a  =  a'-i'ia''  nnd  c=^  c+icf  gesetast  wird« 

Um  hievon  eine  Anwendung  xu  machen»  wollen  wir  die  Auf- 
gabe losen:  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  normal 
zu  der  Geraden 

eine  Ebene  zu  legen. 
Bezeichnet  man  mit  , 

g  =  ex 

I  •  . 

\ 

«  • 

eine  durch  den  Nullpunkt  des  Systems  gelegte  Gerade^  so  wird 
diese  in  der  gesuchten  Ebene  enthaltet)  «eb;  wenn  man  gleiell-^ 
zeitig  hat. 


'  Elimiairt  man    mit  Hülfe  .dieser  Gleichung  eine'  der  W4«n 
Unbestimmten. c'  uod^  c^^  s^t  B.  die.  erste,  so.  ejfKfilt  man  ; . 

'   effr+ar  =  ioc^ar, 

taii  da  fatJer^'c^  nocb  je^es  beli^V^^n  reellen  Wfrth'^s  l^ann  ^ftig 
sein,  insofern  dte  Gerade  j^=± dir  eine  Wiebige juage  innerhflilb  4^r 
gestiebten  Ebene  b^ben  darf  j,  so  umfasst  ((le  Gieicbung 

Coöff.  real.  5^^t£  =r  0 

ax 

alle  Lagen  der  Geraden  y^^cx,  welche  dieselbe  normal  zu  der 
Geraden  y=^€UJC-{-b  annehmen  kann,  und  ist  folglich  die  Gleichung 
der   gesuchten    Ebene.      Man    kann   dieselbe ,    um   die   rf^olle 
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Coordiiaie  A  als 'solche  grilf— t  hervortreten  m  h»sei|^  aveh  auf 
die  Form  briagto  ^  -  > 

■ '  '       .  .  ■       ■  .       • 

'        Co«r.  wftl  Y*^")  =  -  «  .  Co€ff.  real.  A\ 

Hätte  man  oben  €f  statt  c'  eüaiinirt^  so  wflrde  maii  als  Gleiehiing 
der  £bene  schliesslich  erhalten  haben 

Coäff.  imag.  f  ! — 2.  j  =2  x  Co£ff.  imag.  (  —  )• 
Boi4f  Gleiobuegeaaber  sind  Identisch^  deno  sie  lassto  $icb  auf 


die  Form 


a:  =  —  (a'^+iO  .  Coeff.  real.  0L\ 


zuricküQhreiii 


Man  kann  hieramr  einea  Sehluss  aioheii»  weleher  der  JDiseossieii. 
der  aUgemeinea  Gleiefaaog  der  Ebea^ 

yi^Coeff.  waU(twr+Ä) 

in  §•  6.  (wo  die  CQprdisateq  die  uihgekehirte  BeileHtung.  haben 
wie  Yorhin)  zur  Ergänzung  dienen  kann.  .  Fällt  man  nämlich  auf 
diese  Ebene  aus  dem  Nullpunkte  des  Systems  ein  Perpendikel,  so 
bezeichnet  Med.  a  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels, 
weichet] dieses  \^^ei^keT  mit  der  Aeb^O  der^  einschliesst;  und 
»•*-»Afc/€e  ^eth  Neiguagswi^ei;  welcbeti  ethe  durch  dieses  Perpen- 
dikel und  die  Achse  der'W  is^elegte  Ebene  mit  der  £ben^  afy 
hildef.  t'^lgltcb  t^t  «ingfeicn  Mod,  a  .di<^  trigonometrische  ^Tangente 
dM'NeignngsWinkeld' der  Ebene 

;y  =&  Codff.reaL  (ojr  4- 6} 

» 

mit  der'  Ebene  der  x%  und  ^  — ^  Are.'  a  derjenige  Winkel»  welchen 

die  Schnittlinie  jener  Ebene  mit  der  Ebene  der  x  in  dieser  Ebene 
mit  der  reellen  Achse  der  sc*  einschliesst.  Die  Gleichung  jenes 
Perpendikels  selbst  aber  wird 


wo  y  seine  reelle  und  x  seine  complexe  Coordinate  bezeichnet. 


*)    Durch    Aan'endaitg   der   Gleichungen    Co«ff.  real.  (A-^B)   =: 

Coeif.  real.  A  4-  Coeff.  reaL  B;  Coeff.  real.  —  =  -  Coeff.  real.  J^   wenn 

—  n         n 

n  reell  ist,  etc.    Diese  un4  ähnliche  Gleichungen  lassen  sich  leicht  aus< 
der  Natur  der  hier  eingeführten  Fnnction  nachweisen. 
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INe  Lag«iiv#rhiltni«a  vod  EbeoMi  Ixawi  sieh  auf  iK*  La^en-' 
verhältoiwe  der  auf  ihnen  errichteten  Perpendikel  sotüclcfitfiren, 
sind  jedoch  auch  einer  unabhängigen  Entwickeinng  fthig.  Beides 
weiter  ausznfflhi'en  unterlassen  wir  hier/  d«,  wie  wir^  gbuben^  die 
bisherigen  Andeutungen  schon  hinreichend  den  Geist  der  neuen 
Behandlung  der  analytischen  Geometrie  zu  erliennen  geben ,  wei- 
ches allein  der  ZwecK  «Ueses  Aufsatzes  sein  soH« 


8. 

Will  man  nach  den  hier  aufgestellten  Principien  die  geome- 
trische Bedeutung  einer  algebraischen  Gleichung  vom  zweiten 
Grade  zwischen  zwei  Veränderlichen 

untersuchen,  so  wird  man  wieder  zu  unterscheiden  haben,  ob  die 
unabiiängige  Veränderliche,  z.  B.  x^  nur  die  Reihe  der  reellen 
Zahlen,  oder  ob  sie  die  Ebene  der  complezf  n  Zahlen  zu 
durchlaufen  als  fähSv  ai^iesehen  werden  soll,  fan  ersten  Falle 
werden  die  teellen  oder  compiexen  Werthe  der  abhängig  Veränder- 
lichen y  eine  Lini^  der  zweiten  Ordnung,  —  im  zweiten 
Falle  dagegen  wird  sowohl  der  reelle ,  als  der  imaginäre  Coefficient 
der  abhängig  Veränderlichen  y ,  jeder  filr  sich,  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordtiiing  festlegen.  Die  CoeflScIenten  der  obigen 
Gleichung,  A,  B,  C  etc< ,  dfinen  dabei  entweder  reelle  oder  selbst 
complexe  Zahlen  sein. 

,  Wir  hoffen  diesen  Gegenstand  bei  ^m^  andern  C^egeoheit 
weiter  auszuführen,  und  beben  hier  nur  Colgenden  einzetlpefi  Fall 
heraus«  Wenn  nämßch  alle  Coefficienten.der  gegebenen  Gleichung 
reelle  Zahlen  sind  und  die  unabhängig  Veränderiiche ^  gleichfaUs 
nur  die  Reihe  der  reellen  Zahlen  •durcblaufea  darf,  so  klhmen 
dennoch,  da  die  Gleichung  vom  zweiten  Grade  ist,  fiir  y  schon 
complexe  Werthe  eintreten,  und  die  Curve  bleibt  mithin  nicht  in 
Einer  Ebene. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Gleichung  der  Ellipse  in  ihrer  e^uoiach- 
sten  Gestalt:  ^ 


wo  o  und  b  die  beiden  Halbachsen   der  Ellipse  bezeichnen,  und 
betrachten  y  als  Function  von  x ;  so  haben  wir 

ö 


y  =  +  ^VS 


a 


X 


s 


und  hier  bleibt  y  reell«  so  lapge  a;*<a*  ist,  und  wird  dag^en 
imaginär,  nämlich  von  der  Form 


y  =  + i-  V^r^— a*, 
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«okald  :r>>a*  wiid.  Nehmen  wir  äbo^  wie  ic«her^  am  «ift  Ach«e 
der  X  eine  Ebene  der  y,  and. bezeichnen  in  letalerer  mit  y  die 
4chee  der  reellen  und  mit  ^  die  Aebee  der  imaginftren  •  Zahlen, 
00  erhalten  wir  vermOge  jener  Gietehimg  eine  Curve,  die  von 
ma=i-^a  bis  xusza  ganz  in  der  Ebene  xif'  fii^»  in  den  Penkten 
ir=  ±11  die  Achse  der  x  dnrcbech neidet ,  und  Ton  hier  an,  ntai- 
lieh  von  X'=a  bis  a:=ao  und  von  a?=  — a  bis  a:=— od,  ganz  in 
die  Ebene  x^*  hineinföllt.  Jenen  ersten  Theil  der  Curve  nennt 
man  Ellipse,  diesen  letzten  Hyperbel,  und  es  zeigt  sich  mit' 
hin,  dass  von  unserm  hier  entwickelten  Standpunkte  aus  Ellipse 
und  Hyperbel  nurTheile  einer  und  der  nämlichen  Curve 
sind,  welche  man  vollständig  erhält,  wenn  man  alle 
Wertbe  von  y  für  .r=--Qo  bis  a:=+«  in  Betracht  zieht. 
Zugleich  ist  hieraus  auf  der  Stelle  klar,  mit  welchem  Rechte  man 
die  Hierbei  eine  Ellipse  mit  imaginärer  Nebenachse,  oder  auch 
die  Ellipse  eine  Hyperbel  mtt^  imapnärer  Nebenachse  nennen 
kpnne ;  dennr  die  letztere  Beneminng  ist  dadurch  gerechtfertigt, 
dass  die  vorstehende  Betrachtung  auch  von  der  Gleichung  der 
V^ffgß^l  YiHI^  \\afW  Aufbüif  Mhmeti  bOtmen. 

Dem  -Krmee  ^e|i8rt  hiernach  einej^eichseit'^,  Hyperbel  mit 

? [leicher  Hauptachse    als  nothwendige  Ergänzung  zu ,  welche  mit 
hm  die  Achse  der  x  gemeinschaftlich  besitzt,  aber  in  einer  zu 
der  Ebene  des  Kreises  normalen  Ebene  liegt. 

Die  Gleichung  der  Parabel 

yz=z±  V^ 

liefert,  wenn  p  als  positiv  vorausgesetzt  wird,  reelle  Werthe  itlr 
positive  X  und  imagmäre  Werthe  von  der  Form 


y=±tV-/?x 

für  negative  x.  Sie  erstreckt  sich  mithin  gleichfalls  von  :r=:— oo 
bis  a:r=:-|-oo,  und  zwar  bestellt  sie  aus  zwei  con^ruenten  Theilen, 
ven  denen  der  eine  von  x=:0  bis  x=^+<x>  ganz  in  die  Ebene  ar^, 
der  andere  aber  von  x  =0  bis  x= — od  ganz  in  die  Ebene  xy" 
hinein  föllt.  Von  diesen  beiden  Theilen  wird  gewöhnlich  schon 
jeder  fiir  sich  eine  Parabel  genannt,  während  sie  hier  erst  zu- 
sammengenommen die  vollständige  Curve  ausmachen. 

Allgemein  kann  man  hieran  die  Bemerkung;  knüpfen,  dass,  wenn 

F(ar,3()==0 

eine  algebraische  Gleichung  zwisdien  den  Veränderlichen  x 
und  y  bezeichnet ,  die  in  dieser  Gleichung  enthaltene  Curve  stets 
sich  von  ä:?=  — od  bis  .r  =  'f,0D  erstrecken  muss;  denn  es  ist  be- 
wiesen (v^rel.  §,  4'.),  dass  fn^'  jeden  Werth  von  x  sich  stets  ein 
complexer  Werth  v<^n  y  tnuäs  angeben  lassen,^  welcher  der  Be- 
dingung der  Gleichung  F(x,y)^=0  genügt.  Es  kann  mithin 
bei  unserer  Auffassung  der  Siacfae  keine  im, Sinne  der  x  ge- 
schlossene algebraische  Curve  geben. 
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Diendbe. Bwtrkupg  ISsgt  sieh  aneh  «nf  iie^iügeft  Flicken 
ilbeftnitpen ,  weiche  ia  einer  ei^ehraiecheii  Gleiching  swischco 
swei  Veffinderlichen  enthalten  aiad.  Beide  fiemcriningen  susnuinien 
p^enonmen  aber  können  als  der  geometfiscbe  dwdrnck  des  In 
§•  4«  behandelten  algebraischen  Fimdanwntal- Theorems  femgesehea 
if«ffden« 


Zur  SSntwiekeluiiir  te  neihen  nnd 
Summinuiir  4er  llelliäi.- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Phvsik  an  der  höheren  Burgeirschnle 

SU  Sinsheim  bei  Heidelberg. 


§.  I. 

Der  Bruch 

1 

gieht»  wenn  man  theilt,  die  Reihe  '\    ' 

« 

und  \vir  woUen  ~*ri  dtt«  allgemeine  Glied  dieser'  Heüie  MenneUj 
so  dass  die  Reihe  dargestellt  werden  kann  durch 

n     af^        ar"+*       1  1 


Das    ErgänzUDgBglied    erzeugt  ^urch   fortgese^te  .Division    die 
wtttevta  Glieder  der  Reihe.  uli^ssH*  der.  ens^u^Dd^  BHti*h  Dir 

Aft  Reihe,  deren  all^ttidtaes  Gti^'-^^  ist;,  h^issen.    Eben  so 


«an 

wird      .     . — -  dex  erzeugende  Bruch 'sein  jfiir.  die  Reihe«  d^rep 
allgemeines  Glied       .    .  j^- .    Man*  hat  offenbar 

und 


1  .  0:"+^  •*     ar» 


1«  I 


Ist  f  —  j    -<  1 ,  so  ist  offenbar 


*       ( 


*       « 


=s 


or" 


Hat  man  allgemein  den  Bruch 

1 


I »    ./ 


Oq  +  dl  j: + a»j  a:*+.... +aii  a:" ' 
so  entsteht  durch  Division  eine  Reihe  von  feigeBder  Form 

deren  allgemeines  Oiieä  An  oi^   ist.    'Hat  tnan  bisi'  dem   Glied« 
An  st^  den  Rest  Rn»  so  ist  das  Ergänzungsglied 


und  es  ist  genau 

ff 


Hi^r  ist  /r;'- -V -*i-^ — ;*--*r^dererzeuffi^n4e:BcDch  derjiß]|{^€^4eren 

allgemeines  Glied  u^nor"' ist s  desffletcUen  aRer  ist- — * — l^.2 

der  .erzeiigiende.  Bnkdi  .der  .Beihe »  .deren  aligem«ltie^  Glied 
-^»+r+i  ^"^'^^  ist,  wenn  hier  «  unveränderlich,  r  verändeflich 
fO;  1,  2,..)  ist  Heisst  also  K  der  erzeugende  Brüdh  der  Reihe« 
dereoallnn^of^.^ed,^^  K!  dei  erzeugende  Bri^hiderR^Uie, 
deren  allgelneiiies  G)ied  An^^  4«^»*+i  ist,  so  ist  gf^nau    .    ,    .  «. 


;   K^K!^:SAn^. 

0  « 


VeMchWfiiide  düi  iSrgehziitigi^KleA  fiif  ei«  unettdlicb  i^dsfiies^. 
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oder,  was  das  N&nliche  uA,  wftre  die  Reihe,  deren  allgemeinee 
Glied  AnOf^  ii»t,  konvergent,  so  hätte  man  ganz  genau 

jr  =  1  Anaf'. 

o 

Hat  man  also  eine  Reihe,  von  der  man  weiss,  dass  sie  dnrch 
Division  entstanden  ist, 

4o+^i^+^^+ » 

und  man  verlangt  die  Summe  der  t-\-\  ersten  Glieder,  oder 

r 

o 

so  suche  Aan  den  erzeugenden  Bruch  (iir  die  Reihe,  deren  allge- 
meines Glied  An^n^t  und  den  ffir  die  Reihe,  deren  allgemeines 
Glied  An^r^i  ^^^^  ist;  sind  K  und  K!  diese  beiden  Bräche,  so 
ist  genau 

o 

welche  Formel  eine  merkwfirdige,  LhSchst  einfache  Summirungs- 
methode  in  sieh  scUlesst. 

Wir  werden  nnp  im  Folgenden  zu  zeigen  suchen ,  auf  welche 
Weise  man  den  erzeugenden  Bruch  bestimmen  kann,  und  alsdann 
die.  gefundenen  Farmefn  zur  Reihensummirung  anwenden. 


$.  S. 

Vor  Allem  wollen  wir  die  Gestalt  der  Reihe  untersuchen,  die 
aus  dem  Bruche 


(o— ar)* 


entsteht 

Nach  dem,  was  man  in  }.  1.  gesehen,. hat  sie  die  Form 

A0-\-AiX+A^a^+A^a^+.,..+Anai^+>.»* 

Soll  diese  Reihe   wirklich   durch   Division  aus  dem  Bruche 

1'  '      . 

entstanden  sein,  so  muss  sie  die  Eigenschaft  habend  dass. 


wenn  sie  beliebig  weit  fortgeführt  und  mit  (a-^x)"*  multipllzirt  wird, 
alle  Glieder  des  Produktes,  die  Potenzen  von  x  enthalten,  ver- 
schwinden ,  und  das  a:  nicht  enthaltende  Glied  =  1  sei. 

Wird  die  Reihe  nur  bis  zum  Gliede  AnOi^  fortgeführt,  so 
werden  im  Produkte  diejenigen  Potenzen  von  or,  deren  Exponent 
>n,  nicht  verschwinden,  alle  aAdern  aber  werden  verschwinden,.ft  mag 


4S$ 

nun  6610,  -  Wai$  es  will.  Mim  'Iftsst  sieb  lefdvt  rinsäh^n/dass  es 
eine  einzige  Reihe  giebt,  die  diese  Eigenschaff  hat.  Denh  gäbe 
es  eine  andere 

»  '       •      * 

und  man  multiplizirte  sie  mit  (a-^a:)"^,  setzte  alsdann  die  Gleichun- 
gen an,  die  sich  aus  den  angeführten  ^Bedingungen  ergeben,  so 
würde  man  eine  Reihe  Gleichungen  des  ersten  Grades  erhalten, 
aus  denen  A*q,  A\  ,  Ä^^ ....  A'n,, .  bestimmt  werden  konnten,  und 
man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Werthe  mit  Aq,  Ai,.».,  An,*** 
zusammenfallen. 

Nun  behaupte  ich  aber,  die  Reihe 
1    ,         X     j^m  m-j-i     x^     ^  m  m-fl    m-f-^       x^    ,      \ 

,v  ^  >  ...    (1) 

,  »i(m+l)...(in-fw — 1)       ar«  \ 

•    .   •  T  ■   ■'«'    «I      .      .   M..I   .    I    «.—    ...    ,>.f    ,    ,  ■  I 

1.2....n  a"^«/ 

habe  diese  Eigenschaft,  sei  also  die  Reihe,  welche  durch,  die 
verlangte  Division  entstanden. 

Denn  es  ist  attgraouein  .  < 

Multiplizirt  man  nun  die  Reihe  (1)  mit   (a— or)"*,  so  ist  das 
Glied  des  Produktes,  das  die  Potenz  af^  enthält,: 

1  (m(m+l)...(?n+«— 1)  m(m+i)...(m+n— 2) 

a»|  1.2...»  1.2. ..1,11—1) 

,   m(»i— 1)    ?ii(m+i). .  .(w-f-w~3)  ^^ 
"^"~1T2~'        1.2...(n— 2) 

Ist  7t <m,  so  ist  das  letzte  Glied  dieser  Reihe: 

r— n«  ^  (^--^) » . .  (m— n+1)  . 

^     ^  i.2Tr^      ~' 

för  n  =  ni  ist  es: 

und  für  n>m: 

(A\m  m(i»4-i)->(^-N-wi~l)  _  ._. .^  m(m+l)...(n— 1) 
^      ^  1.2...(n— m)         "^^      ^      1.2... (»-.in)    ' 

Nun   folgt   aus  Archiv.  Tbl.  I.  Nr.  X.    S.  72.  (12)  für  *=1, 
pxszn,  m=im,  n^^-^m,  dass  im  ersten  Falle  die  Reihe 

m(m+l)...(«.+«-l)  ^^     m(^+i)...(m-^-i)  _^  ^  ^^ 

1.2. ..n  l.z...(n — 1) 

ThdlVII.  28 
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ißt  ach  Ar  4m  iiiiilii  «4  *ittn  FaD.    Es  ist 


i_ii  11  I  11  I 

fai  cntea  Falle  ist  diese  Reihe  Tel^jüedem,  ia  xireitea  chea- 
bÜM,  iai  dritten  aber  ist,  da  ~ 

^■^^ orn: • 

Ufa'  r^iK,  ( — fli)r=0,  was  anf  asern  Satz  mra^kiwuiit.    Das 

1 

aligesMiae  Glied  der  aas  dem  Bnidbe —  cntstdbcBdcaReilis 

ist  alsD 

ai(aH-iM»f*-l)     •»■     ^^  J* 

nad  maa  erhalt  die  Reilie,  weoo  maD  «=rOj  I,  3,...  setzt,  dabei 

aller  nt^\  aoDinnft  (M.  s.  die  Torlier  aa^iAftrt^  Abfcmdtsng  In 
Ml  Theile.). 

Qas  aUgemeiBe  CSIied  der  aus  den  Brache 


(o 
eotsteheodeo  Beihe  ist  folglich 

1.2...«  a-Hi" 

und  das  allgemeiDe  Glied  der  aus  dem  Brache 

A 


eotstehendeD  Reihe: 

b 


A 


Umgekehrt  auch  wird  eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

j  m  (m-t-t)...(iw-fn— 1)       6» 
1.2...II  "  a'^f» 

ist,  zom  erzengenden  Brach  haben: 

(o — ba:}^ ' 
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§.  3. 


p  i        • 


Ist  ein  Biwck  ausannuMlgeset^t  aus  der  (fllgebtatehen)  Summe 
einer  Reibe  von  Brüchen,  welobc?  die.  CrestfUjI; 


(o — bx)^ 


haben,  so  ist  das  aligemeine  Glied  der  aus  ihm  hervorgehenden 
Reihe  offenbar  gleich  der  (algebraischen)  Summe  der  ttllgeMehiefi 
'  Glieder  der  Reihen ,  die  durch  Division  aus  den  eipzelnen  JBrüchen 
erzeugt  werden.  Und  umgekehrt»  ist  das  atgemelne  Glied  ein  In- 
begriff einer  Heibe  Formen  der  Gestalt 

^   m(m+l)...(m+n—l)      fiß    ^   .  /        • 

SO  ist  der  erzeugende  Bruch  auch  ein  Inbegriff  einer  Reihe  von 
Brüchen  der  Gestalt 


(a— M« 


§.4. 

Das  in  §.  %  Aufgeführte  gilt  offenbar  auch  für  den  Fall ,  dass 
A  und  a  imaginär  sind« 

Sei  also  ^=  i2(cos  jT-h^sin  T),  a=r(cos^-f  isinf)»  so  ist 
das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

jB(cosr+isinr) 
r  (cos  t-^i  sin  t)  —  bity^ 

entstehenden  Reihe: 

»/       /ri  •  •   /rv  m(wi+l),..(m+»— 1)     ft"  x^ 

/c(cOSr-ftSinT). — ^ -JT-cT^ '  •  — TZ.  •/ — 7 — .     v^.  .  .    . — r-TTT 

^  '  '  1,2...^  !•'»+»  (cos(m+n)^^isin(m+ll)f) 

_BMo^  m  (m+l)...(m+n— 1)  cosT-t-tsinr 

Dessgleichen  ist  das  allgemeine  Glied  der  aus  dem  Bruche 

Jg(cosr— tsinJ) 
[r  (cos  t  —  t  sin  t)  —  bx^ 

entstehenden  Reihe : 

^^.f  .  «("'+i)-('"-H»-*)  [cos((«+n)t-r) +f  sin((Bi+n)  <- J)]. 

28  ♦ 
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NuD  ist  aber 


[r  (cos  t-^ismt)  — bxy*      fr(co8f— tsinf) — bxf^ 
ein  reeller  Bruch,  dessen  Nenner: 

(r*— 26rarcos*+6*^*)"" , 

«  i 

und  dessen  Zähler : 

R  (cos  T+  f  sin  T)  fr  (cos  U-i  sin  0 — &r]» 
+  jB  (cos  T —  i  sin  J)  [r  (cos  < + 1  sin  i) — 6a:]"» , 

welche  Grosse  reell  ist. 

Das  allgemeine  Glied  der  aus  diesem  Bruche   entstehenden 
Reihe  ist  somit  r  , 

2Rbna^^  mjm-H)    (m+n^l)  eo3((m+n)<.^r). 
r«+«  172777«  vv    ■   /        / 

Und  umsekehrt  gehört  zu  einem  solchen  allgemeinen  Gliede 
ein  erzeugender  Brucn: 


R  (cos  T  +  i  sin  T)  [r  (cos  * — i  sin  0  — 6.t: 

l-t-  Jg(cosy~»slny)  [r  (cos  Hi^n4)'-ba: 

[r^—2brxcost+b*x^^,  ' 

«  r 

Für  m=:l  ist  das  allgemeine  Glied: 

2jB6«jra 


IM 


und  der  erzeugende  Bruch : 


cos((«+i)<— r). 


Q  »  ycos(y— ^)-^  //ar  cosf 
r2-^26rarco&<+6»a:«  * 

Diese  Andeutungen  mögen  genügen.  Wir  wenden  mkä  nun  zu 
Summirungen,  wie  sie  durch  die  entwickelten  Formeln  möglich 
werden»  und  deren  Prinzip  in  §.  1.  erläutert  wurde.  Es  werden 
also  hier  eine  Reihe  Beispiele  folgen. 


§.   5. 

1)  Es  sei  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe  (2.4"-|-3);r*,  und 
man  verlange  die  Summe 

-S(2.4»+3)jr«. 
o 


i 


ftS7 

,     Das  allgemdloe  GUed  zeM&fIt  Ia  2.4^0!«  'iiDd  '8;iij*.   Betrachtet 
man  den  ersten  Tbeil^  so  ist  in  §.  2.  ^=2,  A=4,  a=l^  m=l» 

also  der  erzengende  Bruch    '^     •;  dessgleic&en  ist  der  erzeugende 

3 
Bruch  von  S.or"  hier   -r ;    also. ist 

Fflr  Ä*  Ist  das  allgemeine  .Glieds  {S.4»+r+»  a!"+H-i-f  3ä^'+», 
also  der  erzeqgende  Bruch 

Mithin  ist 

Diese  GrOsse  wird  Ar  a;=l :  ^!;    ihr   wahrer    Werth   ist 


alsdann : 


-14— (r+1)  (2  4'"+H3) + (r+2)  (2.4'+ 1+12) 
_ . 


Deafsgleiqhen  wird  sie  ^  für  ^=t-  oder  4.r=]  ;  ihr  wahrer 
Werth  ist  alsdann: 

^l4^(r+l)(2.4-+i+3),;^ + (i42X2,4'+A+>2)f  jii       : 

"     \  \  —5+2  T 

^    _  14.4'-f  ^  +  (r+1)  (2.4'-+^+3)!4^r+2)  (2.4^^  H12) 
~  ^        3.4'+i  ^  ' 

wie  man  findet  >  wenn  man  Zähler  und  Nenner  nach  x  differenzirt 

und  dann  o:'  ==  -r  setzt.  * 

4 

2)  Man  soll  die  Summe 

£.  (w-H)<«-t-3>^^- 
0  1  •  iS 

angeben^    Für.diesmi  Fall  ist  in  §.  2.:  il  =  l,  6=1,  a=:i|  m=:3, 
also 


(l-ar)»- 
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Dm  lilgMaeiu«  Glied  der  4>rak  S  etttaMenden  Reiht  ist 

>K+a)(ii-fr+3)^.^ 
1.2 

^  r«' + (ar4^i)  n + (r+2)  (r-m  ^^h^, 

folglich  der  erzeugende  Brucb 

a'+H*+^^)— «^'(r»-Mr+5)      ^^^a^» 


2    '  '     ■      '  '   .        2 


(1-*)»  .  (1-«)* 


AOthin 


j.  («+l)(it-t-2) 


l-^f+i(^+^r^)  +a^«(,«+4i4«)~j^»(l^Äti) 


(l-o:)' 


3)  Es  soll  die  Smnme  £  a^  cosni  angegeben  wetden.  *    " 

o 

Nach  §.  4.  ist  hier  Ä=l,  b^l,  r  =  l,  T=t,  also 

* 

«.         1 — a?cosf 

ML  =  -! «._ i_u 


1 — 2jrcos<+a:** 


1    '•  >  j       ( ' 


Für  af^^+^cos(n-\r+l)t  als  aligemeines  i^UM  ist  J£;:;;$=;v=sl, 
7=— (rO,  mithin 


jp/  _  cos  (r+1)  f — arcosri'^i.^' 
~*       l-*^€OSt+a:»  ' 


folglich 


I 


i               ^      I— ;r  cos  ^— if +^cos  (r+1)  * + ^+^6osrl 
^ar"  cosn<=: 1— 2a?co«^4-a« 

Für  0=1  ist 
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■^  l--c»8*  +  cö8rf---co8(r+l)* 1    ,1  co«r<— co«(r+l)^ 

2— 2cos«  f^?  I— cosf 

^  2p+1. 


2  •  2  .  1, 


tvie  bekannt. 
4)    Es  sei 


it2(3n«-l)2»  +  12ii]jc» 


anzugeben. 
Es  ist 

2(3»«— 1)2« '+1211 

^3J3H^  ^q  t  ^y  ,^.^  »H- 1 .9(»+l)  +»•*»  + B(«+l)-l», 

also 

[2(3»«-l)2«  +  12n]a:« 

=  12  («+j)(^+2)  .2»ar«— ia(w+l)2«a:«+4.2»a«+12.(n+l)jr»«— 12  j:», 

JL«  ^  . 

folglich 

y^       1^      1.       18        ,       ^       ,       1^^  12 

~  (l-2a:)a       (l-.2a:)«  "*"  1— 2a:  "*"  (1-a:)«      I=J  * 

Das  allgemeine  Glied  ^iH-r^-i  a:"+''+*  (§.  1.)  ist  hier : 
[6(«+r+l)«  — 2J(2a:)«+'-+i  +  12(n+r+l)a:«+''+^ 
oder  fveiiTi  man  r  +  l=^ü  setzt: 

[12  ;:fc±^^-^  +  (12/^-18)  («+1)  +  4 + p«- 1^](  är)» .  (2«)/- 

+  (19(»+1)— 12)«J»  a:» +13/1  .a*a:« ; 
also 

:.  *  ;r  (i_2r)»  +     (1-2*)*     +  -fcäi—  ^^^' 

.    K.«!»       12. ä*  .  12p. jcP 

■•;    •♦•(P^^""-T=^+-i:;5~  = 
^2^>^+ Lä^T»+(i=2^+^T=2^J+^'+L(r=^«+i=iJ' 
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Die  verlangte  Summe  tot  oud  K^K. 

Weitere  Beispiele  z«  geken,  haiteo  wir  für  unoutbig.  Wir 
haben  nur  auf  diese  Summirungsweise  aufmerksam  machen  wollen, 
da  ihr  Gang  ein  einfacher  und  klarer  ist.  £s  Hessen  sich  noch 
mancherlei  Formeln  daraus  ableiten ,  auf  welche  wir  yielleicht 
später  zurückkommen  werden. 


Beltraire  zu  den  saementen  d<»r 

Cleometiie. 

Von 

Herrn  Rudolf  Wolf, 

Docenten  der  Mathemiltik  und  Archivar   der  Schweixerischen    natarfor- 

sehenden  GeaelUchaft  zu  Bern. 


I. 


Wenn  ich  mich  längst  zu  der  sich  immer  mehr  Bahn  brechen- 
den Ansicht  bekenne,  dass  die  künstlichen  Schranken  zwischen 
einzelnen  Tbeilen  der  Geometrie  zusammenbrechen  müssen ,  inso- 
fern diese  Wissenschaft  in  ihrer  Innern  GUederung^  fortschreiten 
soll,  —  so  halte  ich  namentlich  dafür,  dass  die  ebene  Geometrie 
der  Raumgeometrie  durch  eine  gleichmässigere  Behandlung  beider 
näher  zu  bringen  ist,  und  ich  gebe  mich  der  Hoffnung  hm,  dem 
mathematischen  Publikum  binnen  Kurzem  einen  betreffenden  Ver- 
such vorlegen  zu  können.    Folgendes  möge  zur  Probe  dienen. 

Wie  der  Flächenberecbnung  in  der  Ebene  der  Satz:  Drei- 
ecke von  gleicher  Grundlinie-  und  HChe  sind  gleich 
gross  oder  haben  gleichen  Flächeninhalt,  zu  Grunde  liegt, 
so  gründet  sich  die  Körperberechnung  i^uf  den  Satz:  Tetraeder 
von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe  sind  gleich  gross 
odet.h^ben  gleichen  Rauminhalt»  Für ersteren  Satz wüsste 
ich  keinen  klareren,  Beweis  zu  geben,  als  den  von  Cierwieni  wie  er 
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ioArchW.Thl.IV.  8.237.  aiigedentet wurde;  da  er  «tcli  aber  Dichtauf 
den  Raum  ausdebnen  lässt,  soniuss  ich  ibii  dennocb  yerwerfen. 
Ebensowenig  kann  ich  den  von  Euklid  oder  Legendre  beibehalten, 
da  ich  es  für  unwisseDSchaftlich  halte,  die  Berechnuiig  von  Dreieck 
und  Tetraeder  auf  die  Beredinnng  von  Päralieiöeramin  und  Paral- 
lelepipedtim  zu  gründen.  Ich  habe  nun  för  das  Dreieck  folgenden 
Beweis  adoptirt.  Ich  lasse  ein  Dreieck  der  Fläche  nach  entste- 
hen, indem  sich  eine  Gerade  parallel  zu  einer  seiner  Seiten  fort^ 
bewegt,  während  ihre  veränderlichen  Grensspunkte  in  den  beiden 
andern  Setten  bleiben ,  —  zeige  dann  (mit  Hülfe  der  bei  meinem 
geometrischen  'Systeme  unmittetbar  aus  den  Congruenzsätzen  her« 
vorgehenden  AeDolichkeitssätze),  dass  ffir  Dreiecke  von  gleicher 
Grundlinie  und  Hohe  die  Erzeugende  in  gleichen  Abständen  von 
den  Spitzen  gleich  lang  ist,  und  schliesse  aus  der  fortwährenden 
Gleich neit  der,  Erzeugenden  auf  die  Glrichheit  des  Erzeugten.  — 
Für.  die  folgenden  Flächensätze  die  gewöhnlichen  Beweise  beibe- 
haltend, bin  ich  so  in  den  Stand  gesetzt,  die  entsprechenden  Raum- 
sftbse  auf  ganz  analoge  Weise  zu  erledigen« 

»  I  > 

a)  Tetraeder  von  gleicher  Grundfläche  und  Höhe 
sind  gleich.  —  Wenn  {Tat  VI.  Fig.  9.)  abc—hik  und  do\\ia, 
se  Ist  T.  abcd=^T.  hiko.  Denn  ist  trtcHlv,  so  hat  man,  da  pa- 
rallele Schnitte  eines  Tetraeders  ähnlich  sind,  efycoabc  und 
/mncoAtÄ:,  folglich  auch  ,  wenn  rg,  ep,  kq  und  n$  senkrecht  zu 
den  Dreiecksseiten  gezogen  sind»  rgfoopcö  und  smncogik.  Aus 
diesen  ähnlichen  Dreiecken  folgen  aie  Proportionen: 

1)  gr:cp=fff:cb=^ef:ab  .   2)  sn:kq  =  nTn:ki=^lm:hi. 

Da  femer  parallele  Ebenen  parallele  Kanten  bilden ,  also 
ef\\ab  und  /8t||Ai  sein  muss»  'so  v^rhMten  sich 

•  ■ 

3)  ßf:ab=:^:ad  4)  bn:hi=:lo:Ao. 

Endlich  schneiden  parallele  Ebenen  proportional^  .also  verhalt 
sich  auch 

5)   ed:ad=lo:  ho. 

* 

Die  Verbindung  dieser  fünf  Proportionen  ^bt  die  zwei  neuen 

ef:ab-=lmihi  §r:cp=^sn:  kg, 

aus  deren  Multiplication 

ef.gr: ab, cp=^lm.stt:Ju.kq  oder  /^efg: ^abc=i J^lmn: ^hik 

folgt.,  Nim  ist  nach  der  Voraussetzung  Aa6c= AAiA;,  also  muss  auch 
^efg=  ^Imn  sein.  Es  kann  sich  aber  der  Rauminhalt  eines  Tetrae- 
ders dadurch  erzeugen , .  dass  sich  eine  Ebene  parallel  einer  Seiten- 
fläche fortbewegt,  während  ihre  veränderlichen  Grenzlinien  in  den 
drei  andern  Seitenflächen  bleiben.  Da  nun  für  z^ei  Tetraeder  von 
gleicher  Grundfläche  und  Hube  die  Erzeugende  in  gleichen  Distanzen 
von  der  Spitze  nach  dem  Bewiesenen  immer  gleiche  Grosse  hat,  so 
müsjsen  auch  die  erzeugten  Tetraeder  jgleicheGrdssehaben,  w.  z.  b*  w. 


4£i 


m  notor  sieh  gleicbe  Tb«iU  and  tf  in  »  noler  sieb 
e,  Dud  Vflrbindet  die  Tbcüpniobte  je  mit  deo  Spitaen 
Jiat  mao  offenlwr  060  isid  (r/7  in  im  uodi  auch  uotec 


6)  Tetraeder .vod  gleicher  Hübe  verkaltev  »\t3»  wie 
die  BaesD.—  Wbdb  dA  |j  i£  (TaT.  VI.  Fig.lO.)ttDda&c;e/{;:;cin:n, 
■o  verhfiit  «Ich  auch  T.  ahcd:  T.  e^A=in:fi.    Dsdd  thellt  man  die 

gleiche  Tbeile,' 

c  und  g,  ao  bat  11  . .,_,        

einandvr  gleielM  Tbeile  setbeill.  Jeder'  dieser  Theile  bestimmt 
mit  der  an  ibm  gehürenden  Spitze  d  oder  k  ein  Tetraeder,  und 
alle  diese  Tetraeder  haben  gleichen  Inhalt,  weil  sie  bei  gleicher 
Hübe  äqaivaleiite  GrundBaeheD  haben.  Es  verbalteii  nicb  äso  die 
ganzen  Tetraeder  wie  die  Zahlen  m.  and  »,  welche  die  in  ihaen 
^ilfcajlteaen  kleitieD  Tetraeder  tSblen,  w.  s.  b.  tr. 

c)  Tetraeder  v  ie  verhalten  sich  wie 

ihre  Hüben.  —  let  abc^efg,  so  sollen  neb 

die  Tetraeder  »bcd  a  luhen  Terbalten.    Um  dies 

ED  beweisen,  nefameu  r  iklm  zu  Hülfe,  welches 

mit  ct&c^gleiche  HüI  ^    ,  m\\rt),  wahrend  ilm\\egk 

und  iklc\:>enf.  Dieses  Tetraeder  hat  mit  abcd  nach  der  Voraus- 
setzung gleiche  HS lie  und  aquiraleote  Grundfläche,  also  gleichen 
Inhalt.  Denkt  man  Bi<^  nun  efyk  so  in  ikim  gelegt',  dass  die 
gleichen  Grundflächen  zBsammenfalleit .  so  muss  auch  wegen  des 
vorausgesetzten  Parallel ismus  ef/h  in  Um  fallen;  es  sind  daher  die 
beiden  Tetraeder ,  in  Beziebane  auf  tgh  waA  Um  «Is  GmndflXefaen, 
von  gleicher  Hübe,  und  mair  out  d^er 


T.  efgh : T. iklm=:egh :ilm=eg.hq:U.mo  =  Aq: mo. 

man  ni 
j  und  pg. 


Zieht  man  nun  die  Höhen  mn  und  hp  senkrecht  auf  n  und  verbindet 

oj_i<  und  p^±eg  stehen,  da  mo  and  Ay 

'  '  i(  und  eiT.     Es  stellen  also  die 


Winkel  mon  und  hqp  die  Neigungen  der  parallelen  Flächen  Um 
und  eßh  gegen  rs  tot,  sind  also  gleich;  folglich  sind  die  recht* 
winkligen  Dreiecke  mno  und  hpg  ähnlich,  also  hgimo^^hpimn. 
Man  hat  daher  endlich 

'I.efyhiT.iklm  =  hpimn  oder  f.  efghi1,abcd=kpimn. 

({)  Die  Inhalte  zweier  Tefra'eder  verhftIteiDsich  wie 
die  Producte  aus  Hübe  und  Basis.  —  Stellen  tig,hf  und 
c,  Og  A2  Volumra,  Grundfläche  und  Hübe  zweier  Tetraeder  vor, 
und  ist  ferner  Dg  gleich  dem  Inhalte  eines  Tetraeders  der  Höhe 
hl  und  Grundfläche  g%,  so  hat  man  nach  b)  und  c): 

fblglich  durch  Maft^Hcation ;  . 

"1 '"•  =  ?!  •*!=?■•*«• 

e)  Wshit  man  den  Inhalt  eines. Tetraeders,  dessen 
Grundfläche  die  Basis  1  und  Hübe  2  hat,  während 
seine  Hübe  3  beträgt,  zur  Volumeneinheit,  —  so  Ist 
das  Volnmeir  jedes  Tetraeders  gleich  dem  Dflttheite 


443 

dea  ProdttCte»  aus  BasU  und  Hvh««  •*-  BeseicIin^D  nämluch 
g  wd  4  Baals  uod  Hubs  iigettl  eioas  Tetraedei»  oy  so  hat  man 
nach  der  getEoffeneii  Wahl  iiad  id  Fo%a  vsa  cQ^ 


< » 


II. 

Meistens  wird  den  Schülern  der  Uebergang  von  den  ersten 
Elementen  der  Geometrie  zu  den  rechnenden  Theilen  etwas  schwer. 
Die  Erfahrung  hat  mir  mio  gezeigt,  dass  di^$e  Schwierigkeiten' 
am  leichtesteo  dadurch  gehoben  werden »  wedti  man  ihnen  die 
Formein  nicht  nur  durch ,  Rechnung  ableitet,  sondern  sie  ihnen 
auch  durch  Construction  näher  zu  bringen  sucht,  und  ihnen  durch 
Hinweisung  auf  die  gleichen  Resultate  beider  Methoden  Zutrauen 
zu  dem  Rlr  sie  neuen  Verfahren  weckt.  Ich  fflge  hi^r  einige  solche 
Constructionen  hei,  tod  denen  ich  mir  nicht  bewusst  bin,  sie  in 
geometrischen  Werken  gefunden  zu  haben. 

a)  Es  soliidie  Summe  oder  Diffenz  zweier  Sinus 
oder  Cosinus  in  ein  Product  verwandelt  werden.  — 
Man  hat  offenbar^  wenn  a/==ac2=l  und  j^fac==^dac  (Tal.  VI. 
Fig.  12.). 

sin«+sinj8=/^+rfc=2.cÄ=:f*;»r;sin2±^=  2cos!^  ßin^, 
sina — sin/J=/^--ife=2.cÄ=2.cd.cos?i2  =  2sin  — £cos^^^  , 
cos  o  4- cos /? = a^  4- ae  =  2.a6  ==  2.ac .  cojs  ^~£  ==  2  cos  ^^^  cos  ^^i£ « 
cos  a — cos  ß^ag-^ae  =— 2Äd=— 2cd .  sin  ^~^= —  2  sin  ^^-^  sin  ?^i£. 

b)  Es  soll  gezeigt  werden,  dass  sich  in  jed^m  Drei- 
ecke die  Summe  zweier  Seiten  zu  ihrer  Differenz  wie 
die  Tangente  der  halben  Summe  der  Gegenwinkel  zur 
Tangente  ihrer  halben  Differenz  verhalt.  Aus  der  nach 
Construction  und  Bezeichnung  für  sich  klaren  Taf.  VI.  Fig.  3. 
folgt  unmittelbar 


•I 


I  > 


UI. 


t    I 


im!. 


.  t£ild|9.n  drei  Seiteii  eines  TetraedeTs  recht^e  Wipliel 
]ii;ii  fiLnander,  so  heistsen  sie  Katheten,  dieCLeg^nseite 
Hypotenuse,  das  Tetraeder  rechtwinklig..,  Flur  j^  ^ 
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sol«be  rechtwinidlge  Tetraeder  besteht  sedann  der  dem  Pyfhago- 
rüecfaeii  Theoreme' 'analoge  8atz :  Das  Quadrat' der  Hypole- 
Duse  ist  gleich  der  Qnadratsiimme  der  Katkeien.'-^ 
Wenn  (Taf.  VI.  Fig.  14)  ,^ABDC=  ^DABC^^AßCD  =90o, 
so  folgt,  da  zwei  za  einer  dritten  senkrechte  Ebenen  auch  eine  zu 
ihr  senkrechte  Kante  haben  müssen,  dass  ^(a,  6)  =  ^(a,  c)  = 

^  {b,  c)  =  90^9  und  daher 

» 

4  4  4 

•    : 

* 

Zieht  man  nun  ej.dt  so  folgt  fxd  vmd^(a,e)  =  W,fmd  da  oud 
b.€  =  d.e,  so  wird  ,  . 

AtU^ 4 —4 ^  («  +T^) 4 - 

^^<tt^ti±£^AB€»  +  ABD*+BCß*, 
4 

w.  1;..  b.  vv.    ,  •  . 


'        * 


llebniif^sauiniralbeii  für  Schfiler. 


I «         I      f      • 


\  •  ■    >  I  •       i 


Aufgabe  aus  der  Stereomeü^ie.  ' 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  Wittstein  zu  Hannoviir/ 

Unter  den  Namen  der  Archimedischen  Körper  fähren  einige 
Lehrbücher  der  Stereometrie  eine  Klasse  von  Polyedern  auf, 
welche  von  regelmässigen  Poly^oneii  verschiedener  Art  (z.  B« 
Quadraten  und  gleichseitigen  Dreiecken)  dergestalt  bekränzt  wer^ 
den,  dass  an  jeder  Ecke  gleichviel  Polygone  von  einenei  Art  zu- 
eammenstossen.  Diese  Körper,  die  mithin  einen  natürlichen  Fort- 
scltfritt^von  de?  sogenannten  Platonischen  KOrpem  ans  bilden, 
geb^tf  Anlas»  zur  AiifsteUuftg  folgender  Au^kbe  nnt  mehreren 
Unbekannten : 


'JkfMAß 

Wie  viel  regelniäsiiige  pecke,  (ecke»  reeke  etc. 
wird  ein  Polyeder  enthalten  müssen,  wenn  an 
jeder  Ecke  desselben  a  pecke,  b  g^cke,  c  recke 
etc.  zusammenstossen  sollen? 

Beispielsweise  führen  wir   an^    dass  aus   Quadraten  und 

Sleichseitigen  Dreiecken  sich  nur  folgende  fünf  Archime- 
ische  Körper  bilden  lassen:  . 

1)    2  gleichs.  Dreiecke    3  Quadr,»  an  jeder  Ecke  1  gl.  Dr.  2  Qu. 

2)  8       „        .ff  18      99  99  94       39  ^  99  «»    9f 

3)  8       „  „  6      y,  „     9f  •>    2      yp  I  99 

4)  8       „  „  2      „        „     f%  99  ^  W     1    ** 

5)  u2       5>  59  Ö      ,9         %y  59       99  ^  5>      1    »> 

Die  Netze  dieser  Körper  zu  entwerfen  5  dürfte  für  Anfänger 
eine  sehr  instructive  Uebung  abgeben. 


Aufgabe  aus  der  Integralrechnung. 

Von  dem  Herrn  Doctor  T.  Wittitein  zu  HannQTer. 

In  einem  Tonnengewölbe  (Halbcylinder)»  dessen 
Grundfläche  horizontal  lie^t  und  dessen  normaler 
Querschnitt  eine  halbe  Ellipse  bildet,  denjenigen 
Theil  der  krummen  Oberfläche  zu  berechnen5  welcner 
von  zwei  Vertikalebenen«  die  einander  in  einem 
Punkte  der  Achse  des  Gewölbes  durchschneiden«  und 
▼  on  der  Grundfläche  begränzt  wird. 

Wir  theilen  diese  Au^aibe  mit»  weil  sich  das  Resultat  auf 
eine  für  Praktiker  sehr  beqfieme  Gestalt  bringen  lässt.  Bezeichnet 
man  mit  a  die  horizontale  5  mit  b  die  vertikale  Halbachse  des 
normalen  Querschnitts,  und  mit  JPdie  horizontale  Projection 
der  gesuchten  krummen  Oberfläche,  —  welche  ein  Drei- 
eck bildet,  -^  so  ist  diese  krumme  Fläche  selbst 

wo  man  den  Factor  k^   der  nur  noch  von  dem  Verhältnisse  -? 

a 

abhängig  ist»   durch  eine  Integration  findet,  die  auf  Logarithmen 

oder  Kreisbögen  führt,  je  nachdem  man  a>6  oder  a<6  hat.  Sie 

vereinfacht  sich  für  a  =  6,   d;  h.  für  Kreisgewölbe,    wo  man  das 

überraschende  Resultat  A=2  erhält;  in  dieser  einfachsten  Gestalt 

findet  »ich  die   Aufgabe  bei   Moigno,    in  dessen  musterhafter 

Darstellung  der  Anwendungen  der  Integralrechnung  auf  Geometrie 

(Calcul  dif drentiel  et  integral.  Tome  It.). 
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Eäiw- ADzftbl  Wertiie  flir  it  htbeo  wk  iadtr  forden  Tafel 


m ' 

i 

Dil. 

i 
■  a 

t 

Dir. 

0^ 
0;6 
0,7 

'S 

1* 

i 
2 

2; 

1142 
1201 

1249 
1287 
1319 
1346 
1309 
1387 

11 
2,0 

2 
2 
2 
2 
2 
3 

3._  _ 
3,4184 

1387 
404 
419 
433 
1413 
1463 
1461 
1469 

Diese  Aafj^abe  findet  An  »«ad  «ig  «avcohlzgr  Beeacbnnag' der 
Oberflächen  von  Kloetergewülben  (welche  aus  lauter  Flfichen- 
stücken  von  der  angegebenen  Gestalt  msaminengesetzt  sind) ,  als 
auch  Ton  Kreuzgeivülben  (wo  Ton  jedem  der  sich  durchbTen- 
den  Tnnneneen-Clbe  FliicbenstScke  der  angegebenen  Art  zu  sob- 
trahiren  sind) ,  und  möchte  sieb  desshalb  besonders  fSr  technische 
Lehraastalten  als  Recbnaogsbeispiel  eignen. 


niscellen. 


Professor  Frisch  in  Stuttgart  hat  sicfa  einer  vollStiBdige« 

Ausgabe  von  Kepler's  Schriften  unterzogen  und  den  dazu  ent- 
wor^nen  Plan  bekannt  gemacht.  Die  ScErilten  sollen  in  ihrer 
ursprünglichen  Form  chronologisch  geordnet  erscheinen ,  begleitet 
^on  kdraen  er)äi)te]^den  Asmcrkungea.  Eine  Einleitung  nktf einen 
Ueberblick  liber  den  Zustand  der  Mathematik  und  Naturwissen- 
schafteo;!!!  der  Kepler  ti  Totansgegangeacn  Zeit  gebe«  ind  daraa 
alcji  Kit pJ er'»  Leben,  mit  Rücksicht  a^if  dessen  wisseiMcbaft- 
JtOhe  Thätigkeit,  sobliessen.  Hierzu  steht  die  Benutzung  von  Kep- 
ler's  handsehrirUichem  Nachlasse,  weicher  in  ^  Foliobändeil  die 
CoDciepte  der  gedruckten  Werke  und  einen  reichhalttgen  Brief- 
Wechsel  r  so  wie  meiwere  angefangene  astronomisch»  ArbeiteD  «Ad 
zerstreute  Notizen  enthält,   zu  envarten.     Die  €e«chicbte  dies^ 
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NaeUasses  era&bU  v.  Marr  in  mkwtm  Journal  ffir  Kuaätge 
schiebt«.  ThJL  3.  S.  727.  Dr.  Hansch,  Colleeiat  in  Leip- 
zig, hatte  ums  Jahr  1710  die  Haadsdirifteii  um  100  Fl.  in  DaDBtg 
erkauft,  und  erlaagte  von  dem  Kaiser  Karl  VI.  das  Versprechen 
voo  4000  Fl.  zu  der  Herausgabe;  doch  ward  ihm  nach  Ufeberrei- 
cbung  des  ersten  Bandes  der  Titel  eines  kaiserlichen  Raths  und 
eine  goldene  Kette  ▼erliebeD,  aber  di«  Ueterstfitzvn^  versagt.  4n 
Frankfurt  a.  M.  gedachte  er  dennoch  den  Druck  zu  bcvrerk- 
steliiffen y  und  yerlor  darüber  Imne  CoAegiaiur  zu  L e ip z ig.  Aach 
die  Ausgabe  des  über  de  caiendar.i»  GregoriaDO.  1726. 
rernMMebte  nicht  die  kaiserliche  Zasage  der  Erfllluog  afther  au 
briDgien.  Die  Keplerschea  JEIandsciriften  waren  indessen  zu 
Frankfurt  ffir  828  Fl.  versetzt  worden,  wo  sie  iö  Vergessenheit 

ferietlieo;  bis  sie  v.  Murr  im  Jalke  1774  ftir  die  Akademie  io 
'etersburg  erkaufte.  Dort  ward  alsbald  ein  Plan  zur  Heraus- 
gabe antworten,  blieb  aber  ohne  Ausfuhrung.  Vielleicht ,  daifls 
nun  Mitglieder  der  Akademie  in  Petersburg  mitwirkend  eintre- 
ten ^  uuQ  das  fuLr  die  Wigsenschaft  wichtige,  das  Audeaken  des 
grossen  Matine<a!  erneuernde  Werk  vollenden  (Jenaische  Lite- 
ratur-Zeitung.   1845.    Nr.  Id4.    S.  775.). 


Die  mathematische  Gesellschaft  in  London. 

fiegen  Mitte;  Juni  184S  fand  die  Einverleibung  der  seit  1717 
bestehenden  ^»Mathemati  sehen  Gesellschafterin  die^^Astroh 
nomische  Gesellscjhaff  statt.  Dieses  Ereigniss  ist  insofern 
von  Interesse,  als  die  Gründung  des  erstgenannten  Vereins  eine 
ganz  auf  das  Volk  und  seine  Bildung  berechnete  war.  Was  heut- 
zutage die  sogenannten  Mechanic  institutions  und  Lyceums  in  den 
englischen  Fabrikstädten  sich  nach  vielseitigerer  Richtung  hin  zur 
Aufgabe  stellen,  das  suchte  diese  Gesellschaft  in  besonderm  Bezug 
auf  mathematische  und  physikalische  Wissenschaften  durch  gegen- 
seitigen Unterricht,  Vorfesungen  und  dergleichen  zu  erreichen. 
Der  Grundsatz,  welcher  an  der  Spitze  der  Gesellschaftssatzungen 
stand,  lautete:  „Es  ist  die  Ptfeht  jedes  Mitgliedes,  wenn  es  um 
Auskunft  über  eine  mathematische  oder  naturwissenschaftliche 
Frage  von  einem  Andern  angegangen  wird.  Letzterem  in  der  fass- 
lichsten und  deutlichsten  Weise,  deren  es  föhig,  Aufschluss  zu 
ertheilen.'^  Ursprünglich  zählte  die  Gesellschaft  64  Mitglieder, 
später  81,  Quadratzahlen,  die  als  Symbole  gelten  mochten.    Zum 

§  rossen  Theil  bestand  sie  aus  Leuten  von  niederm  Herkommen, 
ie  sich  aus  eigenem  Triebe  und  eigner  Kraft  zum  Denken  und 
Forschen  emporj^earbeitet ,  sogenannten  Autodidakten,  und  doch 
befanden  sich  Männer  darunter,  die  sich  einen  europäischen  Na- 
men erwarben.  So  Dollond  und  Thqmas  Simpson,  welcher 
Letztere  von  der  Gesellschaft  von  seinem  Webstuhle  in  Spitalfields 
hervorgezogen  wurde ,  um  in  der  Woolwich  Academy  Mathematik 
zu  lehren.  Wie  heute  noch  ein  grosser  Theil  der  Handwerker- 
vereine in  Deutschland,    legte  man  sich  bei  den  Versammlungen. 
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welcke  geeensteitigeD  wiftsenschaftllcben  Aai»tauBch  und  Blldang 
zum  ZweoL  hatten,  nieht  den  mindesten'  conventionellen  Zvrang 
aal.  Jedes  Mitglied  erschien  mit  sener  Pfeife  ^  hatte  seinen  Zinn- 
krag init  Ale  vor.  sich  stehen,  und  brachte  Schiefertafel  und  Griffel 
mit.  Es  schien  Grundsatz  zu  sein>  bei  Erörterung  der  schwierig- 
sten Fragen  dem  Satze:  ,,ex  fumo  dare  lucem'^  buchstäblich  An- 
wendung zu  verschaffen  Später  kamen  andere  Elemente  hinzu, 
welche  im  Sinne  der  geselligen  Verfeinererungen  Neuerungen 
machten.  An  die  SteUe  des  xUnnkmgs  trat  das  Crlas  und  die 
Pfeife  verschwand  allmälig;  aber  mit  dem  falten  Brauch  nahm  auch 
^e  Zähl  der  Mitglieder  ap,  und  deren  kabbalistische  Geviertsfafal 
war  bald  nur  eine  geschichtliche  Denkwürdigkeit.  Endlich  zählte 
sie  nur  noch  19  Mitglieder,  nicht  mehr  Weber  und  anderes  Ge- 
werbsvolk, sondern  Mitglieder  anderer  mit  hechklingenden  Namen 
versehener  Gesellschaf&n;  Da  ihr  Fortbestehen  uot^lr  solchen 
Umständen  nicht  mehr  möglich  war,  machte  man  der  Astronomi- 
schen Gresellschaft  den  Vorschlag  zur  Vereinigung ,  die  ihn  best^nis 
aufnahm^  da  sie  sich  dadurch  ansser  der  Zunahme  ihrer  Mitglieder 
in  Besitz  der  reichen  Saminlungen  undüandemt  Mittel  der  mathe- 
matischen Gesellschaft  setzte. 


Un  nouvel  observaloire  met^rolo^ique  vient  ^'et^f^  e;tabU  sur 
le  sommet  du  Vesuve;  'il  ä  i^te  inaugur^  ä  l*öccasion  du  dernier 
congr^s  des  savants  italiens,  reunis.cette  ann^e  ä  Naples.    U  est 

rlace  ä  fendroit   de  Ik  montagne  cel^bre  que  Ton  nomme  San- 
issiino  Salvatote.  . 


.'  ' 


MAterarl^cEker  Bericlit. 


Schrifteii  fiber  Unterrichtsmethode. 


Ueber  die  Beschränkung  des  mathematischen  Un- 
terrichts auf  den  kurhessisehen  Gymnasien  durch  die 
hohe  Ministeriai-Verfugune  vom  28.  Februar  1843,  Kur- 
fürstlichem Ministerium  des  Innern  als  Denkschrift 
unterthänig  überreicht  von  Dr.  £.  W.  Grebe,  Gymna- 
,    siallehrer  zu  Kassel.    Marburg  1843.    8. 

Die  betreffende  Ministerialverfügung ,  von  welcher  schon  im 
Literarischen  Berichte  Nr.  XVIU.-  8.  274.  die  Rede  gewesen  ist, 
wird  zuerst  auf  S.  .3.  vollständig  raitgetheilt  und  dann  weiter  be- 
sprochen ,  indem  der  Herr  Vf.  diese  Besprechung  auf  die  drei  fol- 
genden Hauptpunkte  zurückführt: 

*  „1.  Die  Beschränkung  des  mathematischen  Unterrichts  hin- 
sichtlich der  darauf  zu  verwendenden  Zeit  steht  mit  der  Beschrän- 
kung des  äusseren  Umfangs  durchaus  in  keinem  Verhältniss. 

2.  Dieses  Missverhältniss  wird  auch  durch  die  Vorschrift 
über  die  innere  Behandlung  der  Mathematik  nicht  allein  nicht  beseitigt^ 
sondern  sogar  noch  vermehrt. 

3.  Statt  der  dermaligen  Beschränkung  des  mathematischen 
Gymnasialunterrichts  hinsichtlich  seines  äussern  Umfangs  erscheint 
vielmehr  eine  andere  im  Interesse  unserer  Gymnasien  wünschens- 
werth ;  aber  auch  selbst  wenn  diese  eintreten  sollte',  bleibt  die 
Wiederherstellung  der  früheren  wöchentlichen  Stundenzahl  drin- 
gendes Bedürfniss. " 

Was^  die  unter  Nr.  3.  angedeutete  wünschenswerthe  Beschrän- 
kung des  mathematischen  Unterrichts  angeht,  so  betrifft  dieselbe 
die  Ausschliessung  der  Stereometrie,  welche  nebst  der  Lehre  von 
den  Kegelschnitten  und  der  sphärischen  Trigonometrie  dem  acade- 
mischen  Unterrichte  vorbehalten  werden  soU.  Obgleich  wir  nicht 
glauben,  dass  in  letzterer  Beziehung  alle  Lehrer  der  Mathematik 
dem  Herrn  Vf.  beistimmen  werden,  da  die  Stereometrie  jedenfalls 
eine  eigenthümiiche  bildende  Kraft  besitzt,  die  nicht  leicht  jeder 
Gymnasiallehrer  unbenutzt  lassen  mochte,   so  ist  die  Schrift  doch 
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durchgängig  mit  grosser  BesonneDheit  verfasst,  bekundet  überall 
den  erfahrenen  Lehrer,  der  sich  zu  manchem,  namentlich  zu  dem 
vorher  erwähnten  Vorschlage,  wohl  nur  durch  die  Dringlichkeit 
der  Umstände  veranlasst  und  genuthigt  gesehen  hat,  und  verdient 
von  allen  Lehrern  der  Mathematik  beachtet  zu  werden. 

Als  Resultat  der  ganzen  von  dem  Herrn  Vf.  angestellten  Un- 
tersuchung ergiebt  sich,  dass  derselbe  an  das  Hohe  Kurfürstlich 
Hessische  Ministerium  die  Bitte  richten  zu  müssen  glaubt,  die 
Verfugung  vom  28.  Februar  1843  in  mehreren  wesentlichen  Punk- 
ten zu  modificiren.  Dass  dies  recht  bald  geschehen  möge,  wün- 
schen wir  mit  dem  Herrn  Vf.  im  Interesse  des  mathematischen 
Unterrichts  überhimpt  und  zum  Besten  der  Kurfürstlich  Hessischen 
Gymnasien  insbesondere.'  Eine  Gewährleistung  hierfür,  und  zwar 
nach  unserer  Ueberzeugung  eine  jedenfalls  höcnst  erfreuliche,  liegt 
schon  in  dem  Umstände,  dass  der  Herr  Vf.  keinen  Anstand  neh- 
men zu  müssen  geglaubt  hat,'  der  ihm  unmittelbar  vorgesetzten 
höchsten  Behörde  zwar,  wie  es  sich  gebührt  und  schickt,  in 
ruhigem  und  ehrerbietigem  Tone,  aber  doch  freimütbig  und  offen, 
in  einer  vor  das  Fonim  der  Oeffentlichkeit  gebrachten  Schrift  ent- 
gegen zu  treten ,  was  jedenfalls  diese  hohe  Behörde  selbst  in  einem 
sehr  vortheilhaften  Lichte  erscheinen  lässt,  und  ein  erfreuliches 
Zeichen  der  Zeit  ist. 


Arithmetik« 


Poinsot:  R^flexions  sur  les  principes  fondamentaux  de 
la  theorie  des  nombres.    4.     Paris  1845.    8  fr. 

(Aus  Liouville's  Journal  besonders  abgedruckt.) 

Ueber  die  Auflösung  der  nuiherischen  Gleichungen. 
Von  Dr.'Brandis,  viertem  Lehrer  an  dem  Königlichen 
Christianeum  zu  Altonä  (Programm  des  Christianeum  zu 
Altena  von  Ostern  1845).    Altena.  1845.    4. 

Diese  Abhandlung,    deren   erster  Theil  jedt)ch   für  jetzt  nur 
vorliegt,    verdient  jedenfalls  allgemeiner  bekannt  und  beachtet  zu 
werden.    Der  Herr' Vf.   hat   in   derselben    eine  Zusammenstellung 
der  verschiedenen  allgemeinen  Principe,    auf  welche  bis  jetzt  die 
Auflösung    der    numerischen    Gleichungen   gegründet   worden    ist, 
vroit  deren  gehöriger  Begründung ,  zu  geben  und  zugleich  die  Grän- 
.zen  ihrer  Anwendbarkeit  näher  zu  bestimmen  gesucht,  namentlich 
ob  dieselben  bloss  bei  der  Auflösung  der  algebraischen  oder  auch 
bei  der  Auflösung  der  transcendenten  Gleichungen  anwendbar  sind. 
Dass  der  Herr  Vf.  bei  den    älteren  Methoden   kürzere  Zeit    ver- 
weilt als  bei  den  neueren,,   kann   nur   gebilligt   werden,    und   die 
ganze  Abhandlung  wird,  wenn  sie  erst  in  ihrer  Vollendung  vorliegt, 
zugleich  eine  gute  historische  Uebersicht  über  die  verschiedenen 
Auflösungsmetboden  der  numerischen  Gleichungen  darbieten.    Der 
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80  wichtigen  Lebfe  vom  Excess  der  gebrochenen  algebraischen 
Functionen  hat  der  Herr  Vf.  mit  Recht  besondere  Aufmerksam- 
keit gewidmet^  und  namentlich  iu  dieser  Beziehung  enthält  die 
Abhandlung  auch  manches  Eigenthümliche^  was  wir  leider  hier 
zwar  nicht  Alles  einzeln  namhaft  machen  können,  aber  doch  nicht 
unerwähnt  lassen  dürfen,  dass  der  Herr  Vf.  mit  Hülfe  der  Lehre 
¥om  Excess  einen  neuen  rein  analytischen,  und  selbst  für  trans- 
oendente  Gleichungen  gültigen  Beweis  des  wichtigen  Theorems 
von  Cauchy  über  die  Gränzen  der  imaginären.  Wurzeln  der  Glei- 
chungen gegeben  hat.  Wir  wünschen,  dass  der  Herr  Vf.  recht 
bald  Gelegenheit  finden  möge,  die  Fortsetzung  dieser  Abhandlung 
herauszugeben. 

*  Handbuch  der  mathematischen  Analvsis  von  Doctor 
Oskar  Schlömilch,  Privatdocenten  an  der  Universität 
zu  Jena.  Erster  Theil.  Algebraische  Analysis.  Mit 
zwei  Kupfertafeln.^   Jena.  1845.    8.    2  thlr.  16  ggr. 

Vor  dem  Jahre  1^21,  wo  Cauchy's  „Cours  d' Analyse  de 
r^cole  royale  poivtechniaue.  Ire  Partie.  Analysealge- 
brique^'  erschien,  ist  es  wonl  nur  wenigen  Mathematikern  ein* 
gefallen,  an  der  völligen  Unfehlbarkeit  der  Lehren  der  Analysist, 
und  namentlich  auch  an  der  völlig  allgemeinen  Gültigkeit  der  in 
derselben  gewonnenen  Resultate  zu  zweifeln;  ja  es  hätte  wohl 
geradezu  für  ein  crimen  laesae  majestatis  gegolten,  wenn  einer 
»ich  so  etwas  hätte  wollen  in  den  i^inn  kommen  lassen,  und  vol- 
lends wenn  er  solche  gefährliche  Ideen  öffentlich  auszusprechen 
gewagt  hätte.  Man  denke  hierbei  nur  an  die  combinatoriscne  Ana- 
lysis und  deren  Bearbeiter,  und  erinnere  sich  u*  A.,  dass  noch 
der  verdienstvolle  Kl ü gel  den  polynomischen  Lehrsatz  „einen 
hohen  Standort,  von  welchem  man  die  Gefilde  der  Ana- 
lysis übersehen  kann''  nannte.  Das  ist  nun  freilich  seit  dem 
Erscheinen  des  oben  genannten  wichtigen,  und  jedenfalls  in  der 
Geschichte  der  Mathematik  wahrhaft  Epoche  machenden  W^erks 
von  Cauchy,  und  mehrerer  anderer  auf  dasselbe  gefolgter  Schrif- 
ten desselben  tiefsinnigen  Mathematikers,  jetzt  in  vieler  Rücksicht 
anders  geworden,  und  der  oben  genannte  hohe  Standort,  von  wei- 
chem man  die  Gefilde  der  Mathematik  übersehen  kann,  ist  aus 
den  Werken  C  a  u  cb  y'  s  und  allen  deren  Richtung  folgenden  neue- 
ren analytischen  Schriften  gänzlich  verschwunden. 

Fragt  man  sich  nach  dem  Grunde  dieser  bei  einer  Wissen- 
schaft von  so  hoch  gerühmter  Strenge,  wie  die  Mathematik,  aller- 
dings sehr  merkwürdigen  Erscheinung,  und  will  auf  diese  Frage 
eine  ganz  unumwundene,  auf  k/Diner  Selbsttäuschung  beruhende 
Anbii^ort  ertheilen,  so  muss  man  kurzweg  sagen:  „dass  diese 
Erscheinung  darin  ihren  Grund  hat,  weil  Cauchy  zuerst 
völlig  klar  und  deutlich  gezeigt  hat,  dass  es  mit  der  frü- 
her so  hoch  gerühmten  völligen  Allgemeinheit  der  meis- 
ten der  von  den  älteren  Analytikern  aufgestellten  Sätze 
nichts  ist,  d^ss  diese  Sätze  vielmehr  sehr  häufig  wesent- 
lichen Einschränkungen  unterworfen  und  nicht  selten  in 
sehr  enge  Gränzen  eingeschlossen  werden  müssen,  wenn 
ihre  Anwendung  nicht  zu  unrichtigen  oft  völlig  wider- 
sinnigen Resultaten  führen  soll;  dass  daher  auf  diese 
Weise  der  wahre  materielle  Gehalt  der  Analysis  gegen 
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frOher  sehr  verniiudert  «vurdeii  und  die  Anzahl  derje« 
niji^en  Sätze,  welche  gegenwärtig  als  völlig  fest  begrün 
det  und  namentlich  auch  rücksicntlich. der  ZniSssigkeit 
ihrer  Anwendung  als  in  vOllig  bestimmte  Gränzen  ein- 
geschlossen zu  betrachten  sind^  im  Verhältniss  za  dem 
früheren  Zustande  der  Analysis  eine  sehr  geringe 
ist,  dass  man  aber  eben  deshalb  gerade  diese  Satze 
als  kostbare  Perlen  zu  betrachten  hat,  die  man  sich 
durch  nichts  wieder  entreissen  lassen  darf,  vielmehr 
immer  sorgfältiger  pflegen  und  weiter  auszubilden 
suchen  muss  *);  dass  man  endlich,  so  wie  die  Sachen 
jetzt  stehen,  die  früher  grusstentheils  gewöhnliche, 
namentlich  eine  möglichst  grosse  Allgemeinheit  er- 
strebende Behandiungsweise  der  Analysis,  insbeson- 
dere die  sogenannte  Methode  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten,  verlassen,  bei  Begründung  der  analyti- 
schen Sätze  zu  mehr  speciellen,  jedem  einzelnen  Falle 
besonders  angepassten  Methoden  seine  Zuflucht  neh- 
men, und  dabei  sein  Augenmerk  ganz  vorzuglich  darauf 
richten  muss  —  gewissermassen  nach  Artdergriechischen 
Geometer,  welche  bekanntlich  überall  mit  der  ängstlich- 
sten Sorgfalt  und  Genauigkeit  alle  möglichen  Fälle 
streng  von  einander  schieden  und  jeden  derselben  einer 
besonderen  Betrachtung  unterwarfen  — ,  alte  einzelnen 
Fälle,  die  bei  eijiem  §atze  vorkommen  können,  von 
•  inander  zu  untetscheiden,  und  bei  jedem  einzelnen 
derselben  die  Zulässigkeit  oder  Unzulässigkeit  des 
Satzes  zu  untersuchen,  überhaupt  also  jederzeit  die 
Gränzen,  innerhalb  welcher  der  Satz  richtig  oder  un 
richtig  ist,  bestimmt  festzustellen. 

Mit  diesen  wenigen  Worten  habe  ich,  so  viel  es  hier  der  Raum 
gestattete,  den  G^ist  der  neueren  Analysis  in  der  ihr  vorzüglich 
durch  Cauchy  gegebenen  gegenwärtigen  Gestalt  zu  charakterisi- 
ren  gesucht.  Dass  dieselbe  io  Rücksicht  auf  eine  gewisse  Eleganz 
und  die  Allgemeinheit  der  Behaddlungsweise  der  älteren  Analysis 
nachsteht,  wdl  ich  gern  zugeben,  und  auch  einräumen,  dass  überhaupt 
die  wahre  Behandiungsweise  der  Analysis  noch  nicht  gefunden  ist, 
so  wie  auch,  dass  es  wohl  möglich  sein  dürfte,  mehrere  der  älte- 
ren Methoden  zu  grösserer  Strenge  zu  erheben,  welches  zu  ver- 
suchen —  was  unter  allen  Bedingungen  mit  Dank  aufzunehmen  ist  — 
jedenfalls  eine  sehr  würdige  Aufgabe  für  jeden  Mathematiker  ist; 
eben  so  entschieden  muss  ich  aber  behaupten,  dass  von  der  neue- 
ren Analysis  in  Rücksicht  auf  die  Festeteilung  der  gewonnenen 
Resultate  auf  völlig  sicheren  Grundlagen,  auf  gehörige  Einschrän- 
kung derselben  zwischen  bestimmten  Gränzen  und  auf  die  dadurch 
bedmgte  vollständige  Sicherstellung  vor  Fehlgriffen  in  d^ren  An- 
wendung,  überhaupt  also  auf  eine  wahrhaft  strenge,    von  jedem 

*)  Ungefähr  mit  den  letzteren,  hier  übrigens  nur  aas  dem  Gedächt- 
nisse niedergeschriebenen  Worten,  äusserte  sich  vor  Knrzeiii  gegen  den 
Unterzeichneten  in  einem  Briefe  auch  ein  demselben  befreundeter  treff- 
licher schwedischer  Mathematiker,  Herr  Professor  Malmsten  in  Up- 
sala,  der  mit  der  älteren  und  neueren  Analysis  in  gleichem  Grade  ver- 
traut ist 
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Zweifel  freie  Begründung  der  Sätze «  welche  den  eigentlichen 
materiellen  Inhalt  der  ganzen  Wissenschaft  bilden,  die  altere  bei 
Weitem  überflügelt  wird,  und  dass  in  allen  diesen  Beziehungen 
die  ältere  Analysis  im  Verhältniss  zur  neueren  eigentlich  nur  als 
ein  Spiel  mit  Formen  zu  betrachten  ist,  welches  durchaus  keine  wahr- 
haft innere  Ueberzeugung  von  der  unumstösslichen  Richtigkeit  der  ge- 
wonnenen Resultate  zu  gewähren  geeignet  ist ,  und  dieselbe  in  oer 
That  auch  fast  nie 'gewährt.  Hierbei  hat  man  auch,  was  die  Me- 
thode betrifft,  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Beweise  in  der  neue- 
ren Analysis  häutig  ein  Werk  des  grr>ssten  Scharfsinns  sind,  dass 
jeder  in  seiner  Eigenthfimlichkeit  oft  ein  besonderes  Kunstwerk 
ist,  und  eben  so  sehr  wie  die  Entwickelungsmethoden  der  älteren 
Analysis,  rücksichtlich  ihrer  allgemeinen  Anwendbarkeit,  in  seiner 
eigenthümlichen  Gestaltung  durch  grosse  Eleganz  sich  auszeichnet 
und  anzieht.  Man  hat  diese  Beweise  hin  und  wieder  nicht  mit 
dem  Namen  Kunstwerke,  sondern  mit  d^m  Namen  Kunststücke  zu 
benennen  beliebt.  Dies  können  sich  aber  alle  diejenigen  Mathema- 
tiker, denen  der  in  den  Schriften  der  griechischen  Geometer  herr- 
schende Geist  nicht  frepid  geworden  ist,  gern  gefallen  lasi^en ;  denn 
sind  die  Beweise  der  neueren  Analysis  Kunststücke,  und  entbehren 
dieselben  eines  gewissen  durchgreifenden  Princips,  so  ist  noch 
vielmehr  die  ganze  griechische  Mathematik  ein  Kunststück  zu 
nennen.  Der  Geist  der  neueren  Analysis  und  der  Geist 
der  griechischen  Mathematik  ist  nach  meiner  voilkom!- 
mensten  Ueberzeugung,  wie  ich  schon  ojben  andeutete, 
im  Wesentlichen  ganz  ein  und  derselbe,  was  gewiss  bei 
jedem  in  der  Strenge  der  Griechen  aufgewachsenen  und  erstark- 
ten Mathematiker  der  ersteren  nur  zur  Empfehlung  gereichen  kann. 
Ganz  in  dem  so  eben  naher  charakterisirten  Greiste  der  neue- 
ren Analysis  ist  das  vorliegende  Werk  des  Herrn  Doctor  Seh  15-. 
milch  verfasst,  und  verbreitet  sich  hauptsächlich  über  die  folgen- 
den Gegenstände.  Einleitung.  —  Von  den  veränderlichen  Grös- 
sen und  den  Functionen  im  Allgemeinen.  (In  diesem  mit  Recht 
sehr  ausführlichen  Kapitel  hat  der  Herr  Vf.  die  wichtigsten  Grund- 
lagen der  ganzen  Wissenschaft  zusammengefasst  und  sich  dabei 
der  grussten  Deutlichkeit  und  Anschaulichkeit  befleissigt,  deshalb 
auch  öfters  geometrische  Darstellungen  zu  Hülfe  genommen.  Dass 
in  diesem  Kapitel  vorzüglich  auch  von  der  Continuität  und  Dis- 
eontinuität  der  Functionen,  von  den  Gränzen  u.  s.  w.  gehandelt 
worden  ist,  versteht  sich  von  selbst.).  —  Bestimmung  der  Natur 
verschiedener  Functionen  aus  gegebenen  Eigenschaften  derselben 
(Auflösung  der  Gleichungen  f(:x:)+f(y)=fi,a;+y),  f{a:).f(y)=f(a^+y% 

A^)  +fiy)  =/jf .V) y  A^)  •  fly)  =A^.y)-  Die  Wichtigkeit  der  AuiTö- 
«iung  solcher  Fiinctionsgleichungen,  welche  zur  allgemeinen  Cha- 
rakterisirung  der  eigentlichen  Natur  der  Functionen  sehr  geeignet 
sind ,  kann  nach  unserer  Meinung  nicht  genug  hervorgehoben  wer- 
den, und  verdient,  dass  sich  die  Analytiker  noch  mehr  als  bisher 
geschehen,  mit  derselben  beschäftigen.  Deshalb  hat  auch  der 
Herr.  Vf.  mit  Recht  auf  dieselben  ein  besonderes  Gewicht  gelegt.).  — 
Bestimmung  der  Natur  der  Functionen  aus  gegebenen  specielleu 
Werthen  derselben  (Hier  vorzüglich  auch  vom  Interpolatiönspro- 
blem).  —  Von  den  endlichen  und  uhendlichen  Reihen  (Hier  natür- 
lich nauptsächlich  von  der  Coiivergenz  und  Divergenz  der  Reihen 
und  von  den  Rechnungen  mit  unendlichen  Reihen).  —  Das  Bino- 
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mialtheorem.  —  Die  £xponentialreihe.  — -  Die  logarithmischeD 
Reihen.  —  Die  Reihen  für  den  Sinus  und  Cosinus.  —  Potenzen 
mit  unmöglichen  Grundzahlen  (Theoreme  von  Moivre  und^Cotes. 
Auflösung  der  reinen  Gleichungen).  •**-  Die  Exponentialgrössen  und 
Logarithmen  mit  imaginären  Exponenten«  —  Die  goniometrischen 
und  cyklomeirischen  Functionen  mit  imaginären  Variabein.  — * 
Reihen^  welche  nach  den  Cosinus  oder  Sinus  der  Vielfachen  eines 
Boffens  fortschreiten.  —  Reihen  für  den  Sinus  oder  Cosinus  eines 
vielfachen  ßogens.  —  Reihen  für  die  cykiometrischen  Functionen. 
—  Die  goniometrischen  Functionen  unter  der  Form  von  Producten.  — 
Verschiedene  Relationen  für  goniometrische  Functionen  (Hier  auch 
von  den  Bemouüischen  Zahlen  und  den  Sekanten  -  CoefBcienten 
und  deren  Beziehungen  zu  einander).  —  Die  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  Kettenbrüche.  **-  Verwandlung  von  Reihen  in  Ket- 
tenbrüche (Dass  der  Herr  Vf.  in  diesen  beiden  Kapiteln  auch  die 
Theorie  der  Kettenbrüche,  wobei  zugleich  von  der  Irrationalität 
der  natürlichen  Logarithmen  und  der  Ludolphschen  Zahl  gehan- 
delt wird,  in  den  Kreis  seiner  Betrachtungen  gezogen  hat,  ver* 
dient  besondere  Anerkennung).  —  Schlussbetrachtung. 

Aus  dieser  Uebersicht  des  Inhalts  ergiebt  sich,  dass  das  Werk 
sich  fast  über  alle  Gegenstände  der  algebraischen  Analysis  (jedoch 
mit  Ausschluss  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen)  verbrei- 
tet, und  wir  können  dasselbe  einem  Jeden,  wer'  sich  mit  der  neue- 
ren algebraischen  Analysis  gründlich  bekannt  zu  machen  Beruf 
und  Veranlassung  findet,  wegen  seiner  Deutlichkeit  aus  Ueberzeu- 
gung  empfehlen,  und  hegen  die  Hoffnuns,  dass  dasselbe  überhaupt 
zur  weiteren  Verbreitung  der  neueren  Ansichten  und  zu  der  richtigen 
Würdigung  derselben,  zugleich  aber  auch  überhaupt  zur  Beförderung 
wahrhaft  gründlicher  analytischer  Studien  Vieles  beitragen  wird.  Der 
Herr  Vf.  hat  nach  einer  möglichst  systematischen  Darstellung  ge- 
strebt; hat  alle  Grundbegriffe  und  Sätze  möglichst  anschaulich  zu 
machen  und  durch  geeignete  allgemeine  Betrachtungen ,  wohin  nament- 
lich die  Vorrede  und  die  Schlussbetrachtung  gehören,  ein  grösseres 
Licht  über  das  eigentliche  Wesen  der  Wissenschaft  und  ihrer 
Methode  zu  verbreiten  gesucht;  hat  endlich  das  Imaginäre  über- 
all, wo  seine  Einmischung  als  frenidartig  erscheint,  zu  vermeiden 
sich  angelegen  sein  lassen,  und  darin  öfters  zu  eigenthümlichen 
Entwickelungen  und  Darstellungen  Veranlassung  finden  müssen, 
welche  von  seinem ,  schon  durch  viele  frühere  Arbeiten  hinreichend 
bewährten  Scharfsinn  ein  neues  erfreuliches  Zeugniss  ablegen. 

Gewünscht  hatten  wir,  dass  der  Herr  Vf.  auch  die  im  Geiste 
der  neueren  Analysis  noch  sehr  wenig  untersuchte  Theorie  derFacui- 
täten  aufgenommen  hätte,  welche  wir  bei  dieser  Gelegenheit  über- 
haupt der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  empfehlet!  möchten. 
Denn  sobald  der  Exponent  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  sind 
wir  in  diesem  Theiie  der  Analysis  jedenfalls  noch  sehr  im  Unkla- 
ren. Unter  mehreren  anderen  Fragen ,  die  man  sich  hier  vorlegen 
kann ,  wollen  wir  wegen  Beschränktheit  des  Ramnes  jetzt  nur  die 
eine  nach  der  Anzahl  der  verschiedenen  Werthe,  die  eine  FacuU 
tat  mit  gebrochenem  Exponenten  haben  kann ,  und  na^ch  der  voll- 
ständigen Bestimmung  dieser  sämmtlichen  verschiedenen  Werthe 
hervorneben,  welche  sich  nach  unserer  Meinung  hier  eben  so  gut 
wie  die  analoge  Frage  bei  den  Potenzen,  die  in  der  Auflusung  der 
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reinen  Gleichungen  bekanntlich  bereits  ihre  vollständige  üeantHor- 
tung  gefunden  hat,  aufgeworfen  werden  kann. 

Der  Fortsetzung  dieses  auch  ausserlich  sehr  gut  ausgestatte- 
ten  Werks  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 

Folgende  Druckfehler  sind  noch  in  demselben  zu  verbessern: 
S.18.  Z.  1.  V.  0.1.  ^Ä statt  OB.  -  S.  171. Z.  ll.v.o.l.+m4statt-wi4. 

G. 

Anleitung  zu  finanziellen,  politischen  und  juridi- 
schen Rechnungen.  Ein  Handbuch  lür  Staatsmänner, 
Cameralisten,  Kaufleute,  Juristen,  Forstmänner, 
Oecoaomen  u.  s.  w.  von  Dr.  L.  Oettinger,  Grossherzogl. 
Badischem  Hofrath  und.  ordentlichem  Professor  der 
Mathematik  an  der  Universität  zu  Freiburg  i.B.  Braun- 
schweig. 1845.    8.    1  thlr.  20  ggr. 

Der  Hauptinhalt  dieses  neuen  Werks  über  die  sogenannte  poli- 
tische Arithmetik  ist  folgender:  Rechnung  mH einfachen  Zinsen. -^ 
Rechnung  mit  Zinses -Zinsen.  —  Verhältniss  zwischen  der  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen  und  der  mit  Zinses-Zinsen  und  Anwen* 
düngen.  —  Ueber  die  Berechnung  des  Interusuriums.  —  Von  der 
Wahrscheinlichkeits  -  Rechnung.  —  Ueber  Lotterie -Anlehen  und 
Lotterien.  —  Von  der  Sterblichkeit.  -7-  Berechnung  der  Leibren- 
ten, Lebensversicherungen,  Wittwenpeiisionen  u.  s.  w.  —  Taf.  I— X. 

Unter  den  jetzigen  deutschen  Mathematikern  ist  der  Herr  Vf« 
lies  vorliegenden  Werks  derjenige,  welcher  seine  Aufmerksamkeit 
am  meisten  der  sogenannten  politischen  Arithmetik  zugewandt, 
und  diese  Wissenschaft  auch  schon  durch  verschiedene  eigene 
Untersuchungen  gefördert  hat.  Das,  vorliegende  Werk  enthält  die 
wichtigsten  älteren  Untersuchungen  und  mehrere  der  neuen  Un- 
tersuchungen des  Herrn  Vfs.  in  systematischem  Zusammenhange 
und  in  der  Form  eines  für  Vorlesungen  bestimmten  Compendiums, 
in  welcher  Beziehung  dasselbe  auch  nach  unserer  Ueberzeugung 
alle  Empfehlung  verdient.  Ueberhaupt  aber  werden  alle  auf  dem 
Titel  genannte  Personen ,  unter  Voraussetzung  hinreichender  mathe- 
matischer Vorkenntnisse,  die  sich  jedoch  mit  geringer  Ausnahme 
durchaus  nicht  über  die  elementaren  Theile  hinaus  zu  erstrecken 
brauchen,  vielfache  Belehrung  und  Unterstützung  bei  ihren  prak- 
tischen Rechnungen  ans  demselben  sch4lpfen  können.  Die  Wis- 
senschaft von  allen  früheren  unrichtigen  Ansichten  sorgfältig  zu 
sichten,  hat  der  Herr  Vf.  eifrig  gestrebt,  und  hat  u.  A.  auch 
der  Beantwortung  der  Frage:  m  welchen  Fällen  die  Rechnung 
mit  einfachen  Zinsen  oder  die  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  in  An- 
wendung gebracht  werden  müsse,  besondere  Aufmerksamkeit  ge- 
widmet. Die  verschiedenen  Ansichten  über  das  Interusurium  smd 
im  vierten  Kapitel  mit  steter  Berücksichtigung  des  Juridischen  bei 
dieser  Frage  sehr  vollständig  entwickelt,  und  die  angehängten 
Tafeln,  unter  denen  ausser  den  verschiedenen  Sterblichkeitstafeln 
auch  mehrere  zweckmässig  eingerichtete  Tafeln  zur  Erleichterung 
der  Rechnung  mit  Zinses-Zinsen  sich  finden,  sind  so  eingerichtet, 
dass  sie  die  Kechnung  mit  Logarithmen  grusstentheils  überflüssig 
machen.  Das  x\.eussere  dieses  Werks ,  dem  wir  möglichst  grosse 
Verbreitung  unter  dem  betreffenden  Publikum  wünschen,  ist  in 
jeder  Beziehung  vorzüglich. 
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SammluDg  von  mathematischen»  namentlich  von 
Differential-  und  Integralformeln»  nebst  den  Glei- 
chungen etc.  jener  krummen  Linien»  die  am  häufigsten 
Anwendung  linden.  Von  Joh.^Andr.  Schubert,  Profes- 
sor der  mathem.  Wissensch.  an  der  technischen  fiil- 
dungsanstalt  zu  Dresden.  Zweite  unveränderte  Aus- 
gabe.   Dresden  und  Leipzig.  1845.    8.    16  ggr. 

Diese  Sammlung  kann  neben  andern  Sammlungen  dieser  Art 
beim  Unterrichte  als  Sammlung  von  Uebungsbeispielen  und  Prak- 
tikern zuiti  Nachschlagen  in  den  gewöhnlichen  Fällen  der  Praxis 
hin  und  wieder  gute  Dienste  leisten»  ohne  dass  sie  sich  durch  eine  be- 
sondere Vollständigkeit  oder  irgend  eine  sonstige  Eigenthümlichkeit 
auszeichnete.  Die  beigebrachten  Diiferentiaiformeln  sind  nur  die 
ganz  gewöhnlichen  und  allgemein  bekannten»  und  Beispiele  für 
die  so  wichtige  Bestimmung  der  Reste  der  Taylorscnen  und 
Maclaurinschen  Reihe  fehlen  leider  auch  in  dieser  Sammlung 
gänzlich.  Auch  die  in  jeder  Beziehung  so  höchst  -  wichtigen  all- 
gemeinen Formeln  zur  Bestimmung  der^este  in  ihren  verschiede« 
nen  Formen  sind  nicht  einmal  aufgenommen,  was  einen  neuen» 
sehr  unerfreulichen  Beweis  liefert»  dass  die  neueren»  so  überaus 
wichtigen  Fortschritte  der  Anaiysis  in  Deutschland  bis  jetzt  eine 
verhaltoissmässig  nur  sehr  geringe  Verbreitung  gefunden  haben. 
Ein  Grund»  warum  der  Herr  Vf.  statt  des  allgemein  eingeführten 
Differentialzeichens  d  sich  überall  des  Zeichens  d  bedient»-  ist 
durchaus  nicht  abzusehen»  und  muss  namentlich  deshalb  getadelt 
werden»  weil  das  Zeichen  d  bekanntlich  schon  längst  eine  andere 
sehr  bestimmte»  bereits  allgemein  recipirte  Bedeutung  in  der  Va- 
riationsrechnung gefunden  hat.  Dergleichen  Gewohnheiten  führen 
nur  zu  Verwirrung  in  der  Wissenscnaft.  Die  Sammlung  der  In- 
tegralformeln ist  mit  Recht  die  reichhaltigste. 

Rühlmann»  M.»  logarithmisch- trigonometrische  und  andere 
für  Rechner  nützliche  Tafeln.  3te  verb.  Stereotypausg.  16.  Dres- 
den. 1845.    12  ggr. 


Oeometrie. 


Klink hardvt»  £.»  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  den  Ele- 
menten der  ebenen  Geometrie  und  in  der  ebenen  Trigonometrie 
und  Polygonometrie  auf  Gymnasien  und  Gewerbschulen,  gr.  8. 
mit  4  Figurentafeln.    Lindau  1845.    16  ggr. 

De  Sex  Första  Bockema  af  Euclidis  Elementa  Jemte  Planime 
tri    och  Stereometri,    utgifne  af  P.  R.  Bräkenhjelm^      örebro 
1845.    8.    b.  2  Rdr.  16  sk.    (Boktr.  fori.) 

Lefebure  de  Fourcy»  Lehrbuch  der  descriptiven  Geome- 
trie, nebst  einer»  die  Theorie  der  Ebene  und  geraden  Linie  im 
Räume  enthaltenden  Einleitung.    Aus  dem  Franz.  nach  der  4.  Ori- 
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gioalanflage  übers,  v.  Heinrich  v.  Bflnau.   gr.  8.  mit  34  Figuieo- 
Ufein  in  4.    Chemnitz  1845.    1  thlr.  21  ggr. 

Hymers^  J.^  Treatise  on  Conic  Sections^  and  the  Applica 
tion  of  Algebra  to  Geometiy.  3d  edit  revised  and  enlarged.  8vo. 
Cambridge  1845.    9  sh. 

Mossbrugger^  L.^  analytische  Geometrie  des  Raumes^  mit 
Berücksichjfcigung  der  neueren  geometrischen  Verwandtschaft  und 
der  zur  grosseren  Verständigung  des  Werkes  erforderlichen  Ent- 
wickeiungen  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.  Zum 
Selbststudium.    Mit  8  lith.  Tafeln,    gr.  Lex.  8.   Aarau  1845.   4  thlr. 

(Eine  ausführlichere  Anzeige  dieses  Werks  werden  wir  sogleich 
geben ^  wenn  es  in  unsere  Hände  gelangt  sein  wird^  was  jetzt  noch 
nicht  der  Fall  ist.) 

Ueber  die  tangirenden  Flächen  erster  und  zweiter 
Ordnung.  Von  Dr.  Aloys  Mayr,  Prof.  der  Mathematik 
und  Astronomie  an  der  Universität  zu  Würzburg. 
Würzburg  1845.    4.    16  ggr. 

In  dem  Vorworte  zu  dieser  schon  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  XXIV.  S.  361.  vorläufig  angezeigten  Schrift  sagt  der  Herr 
Vf.  „  dass  er  diese  Untersuchungen  über  die  Flächen  (wobei  er  vor- 
züglich die  noch  weniger  bekannten  Eigenschaften  der  windschi^e- 
fen  Flächen  hervorhebt)  nicht  sowohl  um  ihrer  Resultate  willen 
angestellt  habe,  weil  diese  zum  Theil  schon  bekannt  seien,  als 
vielmehr  um  zu  zeigen,  welche  endlichen  geometrischen  Gros- 
sen da^  erste,  zweite,  dritte  und  die  höheren  Differenziale  der 
Coordinaten,  der  Bogen,  der  Flächen  u.  s.  w.  seien,  wobei  es 
sich  ihm  nur  um  die  Wahrheit  in  der  Sache  des  Differenzial  -  Cal- 
culs  handele ,  die  für  Einige  sehr  wenig,  für  Andere  hingegen, 
die  den  hohen  Sinn  für  Wissenschaft  und  Wahrheit  bewahrt 
haben,  sehr  Viel,  ja  Alles  sei  und  sein  werde.  Daher  habe  er 
mit  der  Erklärung  des  wahren  Wesens  der  Differenzialrechnung 
diese  Untersuchungen  begonnen,  und  die  Differenzialien  selbst, 
nicht  etwa  bloss  die  Differenziai-Quotienten ,  als  endliche,  berech- 
nenbare  und  construirbare  Grossen  nachgewiesen,  und  dies  so 
weit  ausgeführt,  dass  keinem  Mathematiker,  der  in  diese  wahrlich 
sehr  leichten  Ableitungen  eindringe,  ein  Zweifel  übrig  bleiben 
könne ,  wie  die  übrigen  hier  nicht  untersuchten  Differenzialien  geo- 
metrischer und  mechanischer  Grössen  als  endliche  und  berechnen- 
bare  Grössen  gefunden  und  bewiesen  werden  können.  ^^ 


Praktische  Cteometrie. 


Wünsch,  J.  L.,  Sammlung  von  Beispielen  aus  der  praktischen 
Geometrie  für  Real-  und  Sonntagsgewerbschulen.  Nördlingen  1844. 

Castle,  H.  J.,  Treatise  on  Land  Surveying  and  Levelling; 
with  copious  Field  Notes,  Plans,  and  Diagrams,  containing  the 
ChaiD  and  Theodolite  Surveying  of  this  Country,  Surveying  of 
Woods  by  the  Circumferentor  inNew-Cpuntries,  a  Practica!  Course 
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of  Raihrag  Lef«llmi^.  with  Field  Nates  and  Diawiags  of  the  re- 
<jDuite  ScctioDS  ani  Cras»  Seetioiis:  together  wMi  sewenl  Prac^ 
ücai  Fonnoiae  for  each  Work,  tiie  Tbeory  and  Practice  of  Ron« 
oing  Oot  Cmres,  and  the  Blöde  of  Staking  oat  the  8ide  Stakes, 
accorapanied  with  Introdactoiy  Clusters  od  tbe  MathematiGal  PriiH 
ciple«  of  each,  and  the  necessaiy  Tabies  of  Logarithms  for  Wor- 
kii^  the  ProMems;  intended  as  a  complete  Vade-Mcciim  of  Field- 
Woik  to  the  Yom^  Snrreyor.    Loodoo  1815.    8.   cloth  12  eh. 


Trigonometrie« 


Kocher,  Dr.  Fr.  O»,  Gmndzffge  der  ebeoen  Trigonometriif 
Ein  Leitfaden  beim  Unterricht  in  derselben.  Verbess.  Ausgabe, 
gr.  8.    Breslau  1845.    6  ggr. 


Blecliaiilli:. 


Earnshaw,  S.,  Treatise  on  Statics,  containing  the  Tbeory 
of  the  Eqaililniam  of  Forces,  and  nnmerons  Examples  iliostrative 
of  the  geoeral  Principles  of  the  »Science.  3d  edit.,  enlarged,  8. 
Cambridge  1845.    10  sb. 

Ehrenstam,  J.  F.,  FOrsta  gmndema  tili  Mekaniken.  Efter 
wilständiga  Lärobucker  sammandragne.  Andra  Uppl.  4.  Gefle. 
1845.    i  Rdr. 


Praktlsclie  Mecliaiiili. 


Demme,  Der  prakt.  Maschinenbauer.  20.  Liefer.  8.  Qued- 
linburg. 1845.    2  thlr.  16  ggr. 

Sonnet,  H. ,  Recherches  sur  le  mouvement  uniforme  des 
eaux  dans  les  tuyaux  de  conduite  et  dans  les  canaux  decouyerts, 
en  ayant  ^gard  aux  diiferences  de  vitesse  des  filets.  4.  Paris  1845. 

Mosel ey,   H.,    Die  mechanischen  Principien  der  Ingenieur- 
kunst und  Architektur.    Aus  dem  Engl,  von  Ii.  Scheflfler.    3.,  4 
Lief.    gr.  8.    Braunschweig.  1845.     1  thlr. 


O  p  t  i  H. 


Doppler,   A.  Chr.,  Zwei  Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
Optik,    gr.  4.    Prag  1845.    8  ggr. 
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Doppler,  A.  Chr.,  Ueber  die  wesentliche  Verbedsening  der 
katoptrlscnen  Mikroskope,    gr.  4.    Prag  1815.    12  ggr. 


Astronomie. 


Doppler,  A.  Chr.,  Ueber  die  bisherigen  Erklärungsversuche 
des  Aberrationsphänomens.    gr.  4.     Prag  1845.    8  ggr. 

Papanti,  Ferd.,  8oluzione  del  famoso  problema  di  iongitu- 
dine  chronometrica  astronomica. 

Effemeridi  astronomiche  di  Milano  per  Tanno  1845 ,  calcolate 
daU'ab  Giov.  Capelli  e  da  Curzio  Buzzetti.  Con  appendice, 
memorie  ed  osservazioni  astronomiche.  Mit  2  Tafeln  Abfoiiduo^en. 
Mailand  1845.  Inhalt  des  Appendix:  Arialisi  di  alcune  equasioni 
trascendenti  di  Paolo  Frisiani;  Osservazioni  della  prima  cometa 
di  1844,  da  Franc.  Carlini. 


Physik. 


Lehrbuch  der  Physik  mit  vorzüglicher  Rücksicht 
auf  mathematische  Begründung,  von  Johann  August 
Grunert.  Erster  Theil.  Mit  sechzehn  Figurentafeln. 
Leipzig.  1845. 

In  dem  Lehrbuche  der  Physik  >  dessen  erster  Theil  jetzt  dem 
Publikum  vorliegt,  habe  ich  eine  mathematische  Darstellung  der 
Physik  zu  geben  versucht,  so  weit  dies  mit  Hülfe  der  Lehren  der 
Elementar-Mathemattk  möglich  ist,  und  habe  mich  dabei  moglichr 
st^r  Strenge  befldssigt.  Der  Inhalt  des  ersten  Theils  ist  folgen- 
der:  Einleitung.  — •  Von  den  Körpern  überhaupt.  — ,  Von  den 
mechanischen  Wissenschaften  Im  Allgemeinen ;  Grundbegriffe  der 
Statik  oder  der  Lehre  vom  Gleichgewichte.  —  Von  dem  Gleich- 

fewichte  zwischen  Kräften,  die  an  einem  festen  Systeme  von 
^unkten  wirken.  —  Vom  Schwerpunkte.  —  Von  der  Reibung  oder 
von  der  Friction.  *—  Von  den  einfachen  Maschinen  (Hebel ,  schiefe 
Ebene ,  Rad  an  der  Welle ,  Keil ,  Schraube ,  Seilmaschine ,  Gelenk 
oder  Kniepresse).  Von  einigen  zusammengesetzteren  Maschinen 
(verschiedene  Winden  und  Haspel,  Roilenzug,  Flaschenzug,  Schraube 
ohne  Ende,  Wagenwinde,  Räderwerk).  —  Von  der  Wage  (und  deren 
verschiedenen  Arten).  —  Von  der  Stabilität.  —  Von  der  gleich 
förmigen  geradlinigen  Bewegung  (mit  Einschluss ,  der  zusammen^ 
giesetiten  Bewegung).  «^  Von  cler  stetig  gleichförmig  beschleunig- 
ten Bewegung  überhaupt  und  von  den  Gesetzen  des  Falls  schwö- 
ret Körper  insbesondere»  —  Die  Ballistik  oder  die  Lehre  von  der 
Wnrfbew  egungk    —   Von  dem  Falle  schwerer  Punkte  auf  geraden 
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onI  knoHBc«  Lisic«.   —   Die  Lehre  tmb   emfachea  oder  nalhe- 
natiscIieB  Pcsdel  (froM  ia  «tieuget  etctatifer  DairsteiliiDsr  nkht 
Mo«i  wie  i^ewofcDlieh   bi«   zon  ersten,   sontteni  bi«  zodü  zweiten 
Crfiede  der  ans  der  höheren  Mechanik  bekannten  nnendfichen  Reihe 
fortf^eganeen  wird).    —   Von  den  Quantitäten   der  Bewejningy  von. 
d'Alenifi^erts  allgemeineni  Princip  der  Mechanik,    und  ron  der 
Atwoodschen  Fadimaschine.  —    Von  der  Schwingni^sbewegnng 
fester  KSrper  nm  feste  horizontale  Axen,  Ton  den  Momenten  der 
Trägheit  nnd  von  dem  zosanunengesetzten  oder   physischen  Pen- 
del. —  Versgehe  mit  dem  Pendel  nnd  Resnitate,  welche  sich  ans 
denselben   ziehen   lassen.    (Anhang:  Vom  Reversion^iendel  nnd 
einigen  bei  Pendelrersnchen  fiberfa^ipt  nothweodigen  Cforrectionen 
nnd  Rednctionen).  —  Von  der  ^eidiformigen  Bewegnng  im  Kreise 
und  Ton  der  Schwnnd^rafl  im  Kreise.    (In  einem  Anhange  zu  die- 
sem Kapitel  sind  einise  Ton  gewissen  bestimmten  Vorans- 
setznngen    ausgehende,    was  man   bei    diesem  Anhange  ja 
nicht  onfirachtet  lassen  darf,   elementare  Betrachtni^en  €ber  me 
Schwere  Im  Allgemeinen  und  die  Pendellängen  auf  der  sphäroidi- 
scfaen  Erde,   nnd  fiber  deren  Abplattung  at^estellt,-  weldie  nur 
einen  Vorschmack  von  den  diese  Gegenstände  betreffenden  höhe- 
ren Untersuchungen  geben  sollen,    aber  in  der  Art  und  Weise, 
wie  sie  hier  angestellt  worden  sind,  und  unter  den  Voraussetzun- 
gen, welche  denselben   ausdrücklich  zu  Grunde  gelegt  worden 
sind ,  wohl  als  Tollig  streng  betrachtet  werden  dürfen.    Einen  höhe- 
ren Zweck  bat  dieser  Anhang  durchaus  nicht).   —  Von  der  Cen- 
tralbewegung  und  von  den  Central  kräften  im  Allgemeinen.    (In  die- 
sem Kapitel  bin  ich  bis  zu  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Schwere 
fortgegangen,  und  habe  eine  möglichst  deutliche  und  strenge,  aber 
Ignz   elementare  Darstellung  desselben   zu  geben  versucht.).   — 
Die  Lehre  rom  Stosse.     I.    Gesetze   des   stosses    unelastischer 
KOrper.    11.    Gesetze  des  Stosses  elastischer  Kurper.  —  Von  der 
Wärme.  (Alleemeine  Wirkungen  der  Wärme,  Thermometer  und  des- 
sen Terschieaene  Arten,  Correction  des  Thermometers,  Pyrometer 
und  dessen  verschtedeoe  Arten,  Maximum-  und  Minimum-Thermo- 
meter,  Thermometrographen,  Ausdehnnngs-CoefGcienten  und  deren 
Bestimmung,  rostförmige  Compensationspendel  und  deren  Berech- 
nung,   Metall  -  Thermometer  von  Jürsensen  oder  Holtzmann, 
Winnerl  und  B regnet,  Benutzung  desselben  Princips  zur  Com- 
pensation  der  Uhrpendel  und  der  Chronometer,  Quecksilberpendel 
und  deren  genaue  Berechnung,   specifische  und  relative  Wärme, 
Mischungsmethode,    Schroelzungsmetbode  mit  Einschluss  der  la- 
tenten Wärme  und  des  Eiscaloriroeters ,   Abkiihinngsmethode  oder 
Erkaltungsmethode ,  Benutzung  der  specifiscben  Wärme  der  Metalle 
zur  Bestimmung  sehr  hoher  Temperaturen,  Wärmequellen,  strah- 
lende Wärme ,  Differentialthermometer  und  deren  verschiedene  Ar- 
ten, Intensität  der  Wärme,  verschiedene  Versuche).  —  Von  dem 
Gleichgewichte  tropfbarer  Flüssigkeiten  oder  die    ersten   Gründe 
der  Hydrostatik  (in  ziemlich  ausführlicher  Darstellung,  namentlich 
auch  von  schwimmenden  Körpern  und  vom  Metacentrum).  —  Von 
den    Capiliaritätserscheinungen.    —    Einige    der  wichtigsten  Ge- 
setze der  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten  oder  die  ersten  Grunde 
der  Hydraulik  (Stromquadrant).  —  Von  den  ausdehnsamen  Flüs- 
sigkeiten»   (Hierbei  natürlich  in  ausführlicher  Darstellung  von  den 
verschiedenen  Arten  des  Barometers  und  der  Luftpumpe ,  auch  von 
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deo  verschiedenen  Luftarten  und  deren  Entvrickelung,  Eudiometer). 
—  Von  der  Verdunstung.  —  Von  der  Hydrometrie.  —  Von  dem 
Hohenmessen  mit  dem  Barometer.  —  Von  der  Bestimmung  des 
specifischen  Gewichts.  (Völlig  strenge  und  sorgfaltjj^e  mathematische 
Darstellung  dieser  höchst  wichtigen  Lehre ,  mit  fortwährender  Be- 
rücksichtigung der  nothigen  Correctionen  und  Reductionen^. 

Alle  diese  Gegenstände  sind  einer  so  viel  als  möelicii  streu« 
gen^  aber  völlig  elementaren  mathematischen  Betrachtung  unter- 
worfen worden 9  und  den  ganzen  übrigen  Theil  der  Physik^  näm- 
lich die  Lehre  von  der  Electricität,  dem  Galvanismus,  Magnetismus, 
Electromagnetismus  y  die  Lehre  vom  Schall  und  vom  Lichte  wird 
nebst  einer  kurzen  Darstellung  der  Meteorologie  und  der  im  Luft« 
Kreise  vorkommenden  Licht-Erscheinungen  der  hoffentlich  bald  er- 
scheinende zweite  Theil  dieses  Werks  enthalten. 

Weil  ich  der  Meinung  bin^  dass  Niemand  physikalischen  Un- 
terricht ertheilen  sollte,  der  sich  nicht  vorher  mit  einer  solchen 
streng  mathematischen,  aber  elementaren  Darstellung  der  Physik, 
wie  dieselbe  in  dem  vorliegenden  Werke  zu  geben  versucht  wor- 
den ist,  vertraut  gemacht  hat,  worüber  ich  mich  in  der  Vorrede 
ausführlicher  ausgesprochen  habe,  so  gehört  es  natürlich  nicht  zu 
meinen  geringsten  Wünschen ,  dieses  Werk  namentlich  auch  von 
angehenden  Lehrern  der  Physik  nicht  unbeachtet  geliassen  zu  sehen. 
Dass  in  demselben  mehr  als  in  den  meisten  anaern  Lehrbüchern 
der  Physik  über  Maschinenlehre  u.  dgl.  vorkommt,  hat  seinen 
Grund  zum  Theil  darin,  weil  dieses  Werk  Zugleich  auch  die  dritte 
Abtheilung  meines  Lehrbuchs  der  Mathematik  und  Physik  für 
Staats-  und  landwirthscbaftliche  Lehranstalten  und  Kameralislen 
überhaupt  bildet;  ausserdem  halte  Ich  aber  solche  mehr  prak- 
tische Dinge  auch  für  allgemein  lehrreich,  und  würde  dieselben 
auch  ohne  den  vorher  erwähnten,  mehr  soeciellen  Zweck  nicht 
von  der  Aufnahme  in  dieses  Lehrbuch  der  Physik  ausgeschlossen 
haben.  G. 

Müller,  Dr.  F.,  Grundzüge  der  Krystallographie.  Mit  123 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  8.  Braunschweig.  1845. 
12  ggr. 

Haldat,  Histoire  du  magn^tisme  dont  les  phenom^nes  sont 
rendus  sensibles  par  le  n^ouvement    In  8.  plus  une  pl.   Nanci.  1845. 

Annalen  für  Meteorologie,  Erdmagnetismus  und 
verwandte  Gegenstände,  redigirt  von  Grunert,  Koller, 
Kreil,  Lamont,  Plieninger,  Quetelet,  Stieffei,  heraus- 
gegeben von  Dr.  j.  Lamont^  Conservator  der  Königl. 
ptern warte  bei  München. 

Jahr^an^  1844.  XL  Heft.  Stündliche  Beobachtungen  zur 
Zeit  des  1^  rühlings-Aequinoctiums  1844  von  Brüssel,  Kennes,  Lyon» 
Valenciennes,  Alais,  DUon,  Toulouse,  Gr^enwich,  Luzern,  Utrecht, 
Amsterdam,  Deventer,  Leuwarden,  Groningen,  Prag,  Angers,  Thou- 
arcö,  Cracau,  Lemberg,  Marseille,  Frankfurt  am  Main,  Parma, 
Mailand,  Genua,  Triest,  Florenz,  Neapel,  Aoste,  Mästricht,  War- 
schau, Rom,  St.  Etieitne,  München.  -—  Meteorologische  Beobach- 
tungen in  Leipzig  im  Jahre  1843  von  Hrn.  Prof.  IVföbius.  —  Me- 
teorologische üeliersicht  der  Witterung  in  Aschaffenburg  1843  von 
Hrn.  Prof.  Dr.  Kittel.  — -  Kurze  Beschreibung  der  Sternwarte  des 
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Hnk  Freiherrn  ¥•  Senftenberg  in  Senftenberg,  toh  dem  Con- 
servator  Hrn.  Prof.  Ha  ekel.  —  Temperature  el^vee  ^prouv^  ä 
Parme  depuis  le  8  jusqu  au  17  de  Juin  1844 ,  avee  les  r^^ultais 
des  quatoTzes  ann«^s  pri^eädentes  1830 — 1843«    Note  eommuDiqaee 

Ear  M.  A.  Colla,  Directeur  ie  üObservatoire  de  runiversiie,  — 
ieobacbtangen  des  meteorologiscben  Vereins  im  Grossherzogthnme 
Baden,  zusammengestellt  uncl  mitgetheilt  von  Hrn.  Ph.  S  tief  fei» 
Prof.  an  de«  Polytechnischen  Schule  in  Carlsruhe.  —  Magnetische 
Terminbeobachtungen  in  Kremsmiinster  1842  und  1843  von  Hrn. 
M.  Koller»  Director  der  Sternwarte.  —  Zusammenstellung  der  im 
Jahre  t842  in  Hohenpeissenberg>  Landsberg,  München,  Diliogen, 
Gunzenhansen ,  Burgtengenfeld ,  Ansbach,  Neustadt  an  der  Aisch, 
WOrzbure,  Hof,  Gronberg  und  Stuttgart  beobachteten  starken  und 
anhaltenden  Winde.  --*  Zusammenstellung  der  im  Jahre  1843  io 
Hohenpeissenberg,  München,  Dilingen,  Gnnzenhausen,  Burglen- 
genfela,  Ansbach,  Neustadt  an  der  Aisch,  Stuttgart,  Carlsrufae, 
Hof,  Bensberg  und  Cronberg  beobachteten  starken  und  anhalten- 
den Winde.  «—  Observationes  meteorologicae  in  Specula  Mediola- 
netisi  institutae  a  Job.  Gapelli,  II.  Astronomo  Adjuncto.  — 
Vermischte  Nachrichten. 

Jahrgang  1844.    Heft  XII.     Magnetische   und   meteorolo- 

gisehe  Beobacntungen ,   angestellt  an  der  Königl.  Sternwarte,  bei 
Eüncben  während  der  Monate  April,  Mai  und  Juni  1844.  -^  Stund' 
liehe  Beobachtungen  zur  Zeit  des  Sommer -Solstitiums  1844  von 
Alais,  Dijon,  Leuwarden,  Utrecht,  Deventer,  Amsterdam,  Gro- 
ningen,   Frankfurt  am  Main,    Valenciennes ,   Toulouse,    Luzem, 
Thouarc^,    Lyon,    St.  Etienne,    Mont  Pilat,    Green  wich,    Prag, 
Senftenberg,    Parma ^   Mailand,    Genua,  Florenz,    Triest,    Gern, 
St.  Bernard,  Aosta,  Marseille,  Cracau,  Lembeig,  Warschau,  Bern, 
Gent,  Luxemburgs  Makerstoun,  Kremsmünster,  München.  •*-  Nach- 
trag zum  Frühlings-Termin  1844  von  Genf,  $t  Bernard,  Bern,  Gent, 
Luxemburg,  Makerstoun,  Kremsmünster.   —  Stündliche  Beobach- 
tungen zur  Zeit  des  Herbst-Aequinoctiums  1844  von  Brüssel,  Tou- 
louse, Thouarc^,  Alais,  Gen^ve,  St.  Bemard,  Parma,  Triest,  Ge- 
nua, Florenz,  Bologna,  Mailand,  Luzem,  Frankfurt  a.  M.,  Cracan, 
Amsterdam,  Groningen,  Deventer,  Utrecht,  Leuwarden,  Faulhorn, 
Valenciennes,  Sexfontaines  (haute  Marne),  Kremsmünster,  Prag, 
Senftenberg,  Bern,  Gent,  Rom,  Neapel,  ^osta,  Madrid,  Lausanne, 
Domaine  de  Rousseau ,    München ,    Marseille.  .  -^    Nachtrag  zum 
Frühlingstermin.   1844  von   Lausanne,   Kremsmünster,    Paris.  --« 
Nachtrag  zum  Sommer •  Solstitium  1844  von  Brüssel,  Rom,   Lau- 
sanne, Domaine  de  Rousseau.  -^  Vermischte  Nachrichten:  Resul- 
tate der  magnetischen  und  meteorotogisehen  Beobachtungen  an  der 
Sternwarte   m  Cracau   im  Jahre   18ii  von  Hrn.   Prof.  Weisse, 
Director  der  Sternwarte.    —    Altitudes  g^oddsiques  de  Quelques 
points  de   la  Baviere  au  dessus  du  niveau  moyen  de  1  ocean  k 
Brest  etc.    Par  M.   le  Commandant  Delcros.    —   Perturbations 
magn^tiques  observdes  dans  la  declinaison  ä  Tobservatoire  de  Parme 
(Italie)  pendant  les  mois  d' Avril,  Mai,  Juin  et  Juillet  1844.  —  Tem- 
peratur der  Quellen  in  der  Umgei^end  von  Dillingen  von  Hrn.  Pol- 
lak,  k.  Lyceal- Professor  in  Dillingen.    —    Ueber  den  Hagel  in 
Steiermark  von  Dr.  Wilh.  GintI,  k.  k.  Professor  der  Physik  zu 
Grätz.  -^  Beobachtungen  angestellt  zu  Mittenwald  vom  qu.  k.  Ober- 
beamten Wagner,    berechnet  von  Hrn.  Prof.  Meister  im  Sep« 
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tember  des  Jahres  1844.  *-«  Resultate  der  Barometer^  und  Ther- 
mometer-Verglelchungen»  welche  aaf  der  im  Jahre  1843  duffcfa 
Karaten,  IstrieD,  Ober-Italien,  Tyrol,  Salzburg,  Ober-Oesterrelch 
und  Böhmen  unternommenen  Reise  ausgemitteit  worden  sind»  von 
Dr.  Wilh.  GintI,  k.  k.  Prof.  der  Physik  in  Grätz.  ^  Sechste 
Fortsetzung  der  Beiträge  des  Hrn.  Sabine  zum  Erdmagnetismus. 
-^  Magnetische  Beobachtungen  in  Toronto  1840 — 1843. 


Vermisclite  Schriften. 


The  Cambridge  Matfaematical  Journal;  Nr.  XXIII. 
February  1845.  I.  On  the  Theory  of  Linear  Transformations 
(Cayley).  —  IL  On  Magic  Sonares  (Moon).  —  III.  On  the  Theory 
of  Developments.  Part  I.  (Boole).  —  IV.  Demonstration  of  a 
Fundamental  Proposition  in  the  Mechanical  Theory  of  Electriclty 
(W.  Thomson).  —  V«  On  the  Reduction  of  the  General  Equation 
of  Surfaces  of  the  Second  Order  (W.  Thomson).  •*  VI.  On  Cer- 
tain  Integral  Transformations  (Bronwin).  • —  VII.  On  Gertain  Con- 
tinued  Fractions  (Percival  Frost). 


Bei  der  Universität  zu  Lund  sind  neuerlich  die  folgenden 
akademischen  Schriften  erschienen: 

Fursta  Capitlet  af  allmän  Storhetslära.  Präs.  Mag^  Carl  J^^b. 
D:s  Hill,  Prof. i. Math. Resp.  Carl  Oskar  Ruth.  Lund  1845-  4. 

Prolegomena  om  Addition.  Präs.  Mag.  Carl  Job.  D»  Hill, 
Prof.  i.  Math.  Resp.  Cor  fitz  Aug.  Beck  fr  iis.   II.    Lund  1845»  4. 

Prolegomena  om  Multiplication.  Präs.  Mag.  Carl  Job,  D:s 
Hill,  Prof.  i  Math.  Resp.  Carl  Erik  Schweder  lU.  Lund 
1845.    4. 

Fortsatta  Prolegomena  om  Multiplication.  Präs.  Ma^.  Carl 
Job.  D:s  Hill,  Prof.  i  Math.  Resp.  Gustaf  Wilh.  Job.  v.  D  üben. 
IV.    Lund  1845.    4. 

Metbod  att  utdraga,  bwilken  rot  som  helst  ur  en  reel  binom. 
Academisk Afhandling.  Präs.  Carl  Job.  Hill.  Math. Prof, Resp. 
Carl  Gust.  Leijonbufwud.    Lund  1845.    8. 

Utkast  tili  en  allmän  theori  för  binomiska  Imasinära  rOtter« 
Akademisk  Afhandling.  Präs.  Mag.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Pro- 
fessor Resp.  Gust.  Maur.  Posse.    Lund  1845.    8. 

Om  imaginära  rutters  utdragning.  Academisk  Afhandling. 
Präs.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Math.  Elof  Wilh. 
Widegren.    Lund  1845.   ,8. 

Om  imaginära  Cublkrutters  utdragning.  Academisk  Afhand- 
ling. Präs.  Carl  Job.  Hill,  Resp.  Claes  August  Norman. 
Lund  1845.    8. 

» 

Arithmetisk  Lusning  af  Casus  irreducibilis.  Akademisk  Afhand- 
ling. Präs.  Mag.  Carl  Job.  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Chri- 
stopher  Eckerbom.    Lund  1845.    8. 
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Bctmkteber  olwer  den  sa  kaUade  Casos  iiiMnciliiBs.   Acade 
nwk  AfhandJiBg.    Präs.  Mag.  Carl  Job.  Hill»  Math.  Prof.  Resp. 
Thsre  Martin  Ba&th.    Lnnd  1845.    8. 

Om  Carte«ii  och  Fonriers  teekenreglor.  Akademlsk  Afhaiid- 
ÜDg.  Praes,  Carl  Joh.  Hill,  Resp.  Carl  Albin  Holmberg. 
Luod  1845.    8. 

De  Axiomate  ad  tbeoriain  parallelamm  stabilieodaiiipertiDeDte 
dispatatio.     Prä«.  Mag.  Carl  Job.  D»  Hill,  Matb.  Prof.  Reg 
&  Ord.  Reap.  Carol.  Ad.   Tb.  Lindwall.     P.  IH.     Lundae 
1845.    4. 

Lemmata  ad  theoriam  parallelarmn  stabiliendam  idonea.  Präs. 
Carol.  Job.  D»  Hill.  Resp.  Bened.  Micöl.  Ad.  Lindvall. 
P.  IV.    Lundae  1845.    4.  med  1  tab. 

Conatua  Eudidaei  aximnatis  XH.  probandi  antiqni.  Präs.  Carol. 
Job.  D»  Hill,  Matb.  Prof.  Resp.  Elis  Maar.  Ullman.  P.  V. 
Lmidae  1845.    4. 

Ueber  die  Tbeorie  der  Parallelen  bat  Herr  Professor  Hill  zn 
Land  aocb  die  folgende  lesenswerthe  Scbrift  beraosgegeben : 

Conatus  Tbeorlam  linearum  parallelaram  stabili- 
endi  pra^cipui,  quos  recensoit  novisqne  superstraxit 
fandamentis  atque  anxit  Car.  Job.  D:s  Hill,  Matb.  Prof. 
Landae  1844.    4. 

Tbeoria.  linearam  aequidistantium.  Präs.  Mag.  Carol.  Job. 
D»  Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Adolph  R.  Äberg.  P.VIL  Lan- 
dae 1845.    4. 

Tbeoria  linearam  connormaliam.  Präs.  Mag.  Carol.  Joh.  D:s 
Hill,  Math.  Prof.  Resp.  Esaias  Laar.  Palm.  P.  VIU.  Lan- 
dae 1845.    4. 

Portatif  Apparat  för  bestämmandet  af  fasta  kroppars  länedför- 
ändringar  tili  folje  af  furändrad  temperatdr.  Akademlsk  Arhand- 
ling.  Präs.  Dr.  A.  W.  Ekel  and,  Prof.  i  Fysiken,  L.  K.  W.  A.; 
Forf.  J.  6.  M.  V.  Gegerfelt    Land  1845.    8.  med  1  plansch. 


Ich  erlaabe  mir,  die  geehrten  Leser  des  Archivs  auf  den  die- 
sem Hefte  beigelegten ,  das  Lehrbuch  der  Physik  und  Meteo- 
rologie von  Dr.  Joh.  Müller,  Prof.  der  Physik  und  Tech- 
nologie an  der  Univ.  zu  Freibürg  i.  B.^als  zweite  um- 
gearl^eitete  und  vermehrte  Aufl.  der  Bearbeitung  von 
PouUlet's  Lehrbuch  der  Physik.  2Bde.  betreffenden Pro- 
spectus  aufmerksam  zu  machen.  G.  > 


lilterartoclier  Bericlit 


Arltlimetik. 


£teineiite  der  niederen  Analysis.  Bearbeitet  von 
J.  Uoeg,  Professor  der  Mathematik  am  obern  Gymna- 
sium in  Ehingen.  Mit  drei  Figarentafeln.  Ulm.  1845. 
l  «hlr- 

Der  Titel  dieser  Schrift  scheint  nicht  ganz  gificklich  gewählt 
zu  sein,  und  konnte  leicht  einen  von  dem  wirklichen  Inhalte  der- 
selben verschiedenen  Inhalt  erwarten  lassen.  Dieselbe  enthält  näm- 
lich die  gewöhnlichen  Elemente  der  Buchstabenrechnung  und  Alge- 
bra bis  inclusive  zu  den  quadratischen  Gleichungen ;  dann  die  An- 
wendung der  Buchstabenrechnung  und  Algebra^  sowie  auch  der 
gemeinen  Arithmetik  auf  die  ebene  Geometrie ;  hierauf  die  ebene 
Trigonometrie;  und  endlich  in  einem  Anhange  eine  etwas  weitere 
Ausführung  der  ebenen  Trigonometrie,  die  Auflösung  der  unbe- 
stimmten Gleichungen  des  ersten  Grades,  die  Lehre  von  den  fi^- 
rirten  Zahlen,  das  Wichtigste  aus  der  Combinatlonslehre ,  die 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  und  deren  Anwendung 
auf  die  Entwickelung  der  gewöhnlichen  Functionen  in  Reihen: 
alles  recht  deutlich  und  klar,  mehrfach  durch  Beisniele  erläutert, 
aber  ohne  besondere  Eigenthümlichkeiten ,  die  hier  nervorgehoben 
zu  werden  verdienten.  Druck  und  Papier  sind  sehr  gut,  und  etste- 
rer  empfiehlt  sich  namentlich  durch  seine  Zierlichkeit. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Alge- 
bra zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die 
Z  wecke  des  praktischen  Lebens  bearbeitet  von  H.  B. 
Lübsen.  Zweite  verbesserte  und  vermehrte  Auflage. 
Oldenburg.  1845.    8.    1  thir.  8  ggr. 

Dieses  wohl  schon  aus  seiner  ersten  Auflage  hinreichend  be- 
kannte Lehrbuch  entspricht  nach  unserer  Üeberzeugung  seinem 
auf  dem  Titel  angegebenen  Zwecke  auf  eine  vorzügliche  Weise, 
Indem^  es  die  Lehren  der  gemeinen  Arithmetik,  der  Buchstaben- 
rechnung und  der  Elemente  der  Algebra  mit  ungemeiner  Deutlichkeit 
vorträgt  und  durch  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  zweckmässig  gewähl- 
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ter  Beispiele  praktisch  erlSutert,  weshalb  wir  dasselbe^  auch  vor- 
züglich ailcD  aenen ,  welche  die  Mathematik  zu  irgend  einem  prak- 
tischen Zwecke  erlernen,  empfehlen.  In  der  Lehre  von  den 
Gleichungen  ist  der  Herr  Verr.  mit  Recht  nur  bis  zu  den  qua- 
dratischen Gleichungen  fortgegangen,  da  die  cubischen  Gleichun- 
gen doch  im  Ganzen  nur  wenige  Anwendung  finden^  und  den 
Beschluss  der  Schrift  macht  die  Lehre  von  den  Progressionen, 
von  den  Logarithmen  und  die  Zinsessihsen  -  Rechnung.  Unsem 
haben  wir  die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen  vermisst,  oa  dieselben 
auch,  bei  praktischen  Geschäften  oft  vortreffliche  Dienste  leisten 
können,  und  eben  so  wünschenswerth  würde  uns,  schon  der  soge- 
nannten zusammengesetzten  Alligationsrechnung  wegen,  wenigstens 
eine  kurze  Anleitung  zur  Auflösung  unbestimmter  Aufgaben  gewe- 
sen sein,  welche  der  Herr. Vf.  bei  einer  wohl  zu  erwartenden 
dritten  Auflage  seiner  verdienstlichen  Schrift  zweckmässig  noch 
einverleiben  dürlte.  In  einem  Anhange  sind  mehrere,  vorzugs- 
weise ein  theoretisches  Interesse  hi'  Anspruch  nehmende  Lehren 
etwas  weiter  erläutert  worden,  nämlich  die  Lehre  von  den  Zah- 
lensystemen, Einiges  aus^  der  Zahienlehre,  die  Verwandlung  perio- 
discher Decimalbrfiche  in  gemeine  Brüche,  die  Theorie  des  Posi- 
tiven und  Negativen,  die  ausführlichere  Theorie  der  Proportionen, 
über  das  sogenannte  arithmetisch*geometrische  Mittel  zweier  Zah- 
len *),  eine  weitere  Ausführung  der  Lehre  von  der  Elimination, 
die  Theorie  des  Imaginären  mit  Rücksicht  auf  die  neueren  Ansich- 
ten von  Gauss  über  diese  Lehre,  über  das  Unendlich -Kleine 
und  Unendlich-Grosse,  u.  s.  w. 

Bobillier,  Principes  d'algebre.  Nouvelle  Edition.  In  8. 
Chalons-sur-Sadne  et  Paris.  1845.    4.  60. 

Entdeckung  einer  numerischen  General- Auflosujig 
aller  hdhern  endlichen  Gleichungen,  von  jeder  belie- 
bigen algebraischen  oder  transcendenten  Form  von 
A.  F.  Vogel,  Mathematiker  zu  Leipzig.  1845.  8.    16  ggr. 

Der  Herr  Vf.  dieser  Schrift  scheint  mit  den  neueren,  und 
selbst  auch  mit  den  älteren  Arbeiten  über  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen wenig  oder  gar  nicht  bekannt  zu  sein ;  sonst  würde  er  die- 
selbe wahrscheinlich  nicht  geschrieben  haben. 

Malmst  an,  C.  J. ,  in  solutionem  aequationnm  algebraicamm 
disquisitio.    P.  1-4.    4.    üpsala.  1845. 

(Wir  bedauern,  diese  Schrift  noch  nicht  zu  Gesicht 

bekommen  zu  haben.) 

J  Differenziali  delle  funzioni  algehriche  e  trascendenti  si  dedu- 
cono  dalFunica  legge  di  derivazione  che  si  manifesta  neue  funzioni 
stresse,  pochi  cenni  di  Francesco  d.  r.  Bourelly.  Padova. 
J844.    In  18. 

Politische  Arithmetik.     Anleitung  zur   Kenntniss 
und  Uebung  aller  im  Staatswesen  vorkommenden  Be 
rechnuDgen.    Ein  Handbuch  für  Staatsbeamte  und  Ge- 

*)  M. «.  Supplemente  zii|ii  mathematischen  Wörterbuche*  Thl.  IL  S.  821 
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schäftsmKDner.   Von  L.  C.  Bleibtreu,  Professor  an  der 
olytechnischen  Schule  in  Karlsruhe.     Erste  Abtbei- 
ung.    Heidelberg.  1845.    8.    1  thlr.  4  ggr. 

Dieses 9  wie  es  scheint.  Vorzugsweise  auf  das  praktische 
Bedürfniss  berechnete  Buch  enthält  in  seiner  bis  jetzt  vorliegen- 
den ersten  Abtheilung  nach  einer  kurzen  Einleitung  über  den  Be- 
friff  der  politischen  Arithmetik  oder  Staatsrechenkunst  Folgendes : 
>  Maass-  und  Gewichtswesen  (hier  auch  vom  Monius,  €om- 
parator  u.  dgl.)  U.  Finanzwesen.  1.  Geldwesen.  Erste  Ab- 
theilung. Münzen.  Erster  Abschnitt.  Silbermünze.  Zweiter  Ab- 
schnitt. Goldmünze.  Dritter  Abschnitt.  Platinmünze.  Vierter  Ab- 
schnitt. Kupfermünze.  Fünfter  Abschnitt.  Handelswerth  der 
Münzen.  Sechster  Abschnitt.  Werthsvergleichung  der  Münzen 
nach  dem  Münzfuss.  Siebenter  Abschnitt.  Valvation  der  Münzen. 
Zweite  Abtheiluns.  Gold  und  Silber  in  Barren.  2.  Von  den  Wech- 
seloperationen, o.  Vom  einfachen  Zins..  4.  Staatsschuldentilgung. 
5.  Vom  Verkehr  mit  Staatspapieren.  6.  Oeffentliche  Glücksspiele. 
III.  Zahlenverhältnisso  aer  Bevölkerung.  IV.  Bestim* 
mung  der  Wahrscheiniichkettdes  menschlichen  Lebens. 
V.  Anstalten,  welche  auf  die  menschliche  Sterblich- 
keit gegründet  sind.  1.  Leibrenten  und  Lebens versicherung's- 
Anstalten.  (Hiermit  schliesst  die  bis  jetzt  vorliegende  erste,  bis 
S.  272.  reichende  Abtheilung.) 

lieber  das  bei  allen  diesen  Gegenständen  vorkommende  eigent- 
lich Praktische  oder  Technische  enthält  diese  Schrill,  wie  es  uns 
scheint,  viel  Lehrreiches,  und  mehr  als  sonst  in  anderen  Schrif- 
ten dieser  Art  vorkommt.  Von  analytischen  Entwickelungen  sind 
nur  die  unbedingt  nuthigsten  gegeben  worden.  Die  letzteren  finden 
aber  die  Leser  unter  den  neuesten  Schriften  über  politische  Arith- 
metik  in  hinreichender  Vollständigkeit  in  dem  schon  im  Literari- 
schen Berichte  Nr.  XXV.  S.  371.  empfohlenen  Buche  von  Oet- 
tinger. 

Montas,  J.  B.,  Wie  mittelst  nachstehender  höchst  einfacher 
Rechenmascnine  oder  Rechenscheibe  auf  mechanischem  Wege  und 
ohne  die  geringste  Kenntniss  vom  Einmal-Eins  zu  haben  das  Facit 
von  Additions-,  Subtractions-,  Multiplications - ,  Divisions-  und 
Regeldetri  -  Aufgaben  stets  richtig  und  leicht  aufgefunden  wird. 
Erfort  1845.    8.    6  ggr. 


Oeometrie. 


Oppermann,L.,  Elementair  Plangeometri.     Copenhagen. 
1845.    8.    1  Rbd.  32  Sk. 

Laffitte,   C. ,    Essai   d'une   Demonstration    du   Postulatum 
d'Euclide,  pouvant  servlr  de  Supplement  aux  divers  cours  de  geo- 
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metri«  qui   fosdent   la  theorie  des  paralleles  sur  ce  Postulatam. 
In  8.  plus  vme  pl.     Paris.  1845. 

Lehrbuch  der  versleichenden  Geometrie  odenneuo 
bewährte  Methode,  die  Lehren  der  Stereoraettf'e.in 
natürlicher  OrdnuDsmit  denen  der  Planimetrie;  zu- 
gleich in  paralleler  Weise,  darzustellen,  von  Ä.  Ma- 
histre,  Licentiat  und  Professor  der  Mathematik  ao 
der  Normalschule  zu  Chartres.  Aus  dem  Französi- 
schen übersetzt  und  mit  Aufgaben  vermehrt  von 
A.  Lorey,  Kandidat  der^Theologie  und  Vorsteher  der 
Realschule  zu  Weimar.  Mit  8  lithogr.  Figurentafeln. 
Weimar  1845.    8. 

Dieses   Buch    ist  eine  Uebersetzung    der   folgenden   Schrift: 
Les  analogies  de  ia  g^ometrie  elementaire,  oulageo- 
m^trie  dans  Tespace,   ramenee  ä  la  geometrie  plane; 
par   A.   Mahistre.    2o.   <^dit.    Paris  1844.     Bekanntlich    hat 
man  in   neuerer  Zeit  mehrfach  versucht,    die  zwischen  der  soge- 
nannten Planimetrie  und  Stereometrie   noch    bestehende  Scheide- 
wand aufzuhebeo,  und  diese  beiden  Theile  der  Geometrie  als  ein 
wissenschaftlich  geordnetes  Ganze  vorzutragen.    Dass  man  diesen 
Bemühungen  Bellall  gehen  muss,   versteht' sich  von  selbst;    und 
eben  so  leicht  ist  ersichtlich,    dass  dieselben,. geh (>irig  eingeleitet, 
zu  einem  günstigen  Resultate  führei^  müssen,  oa  ja  doch  am  Ende 
die  Planimetrie  als  ein  specieller  Fall  in  der  Stereometrie,    d.  h. 
in  der  Wissenschaft  vom  Räume  überhaupt,    enthalten  sein  muss. 
In  der  in   einer   deutschen  Uebersetzung   vorliegenden  Schrifl:  des 
Herrn  Mahistre  ist^  wie  man  durch  deren  Titel  *)  leicht  zu  glau- 
ben   veranlasst    werden    könnte,    der   so   eben    kurz    angedeutete 
höhere  wissenschaftliche  Gesichtspunkt  jedoch  keinesweges  fest- 
gehalten worden ,   ind^u   dieselbe  eigentlich  nur  als  ein  Lehrbuch 
der  ebenen  Geometrie  zu  betrachten  ist,    in   welchem  den  einzel- 
nen  Kapiteln  unter   der   Ueberscfarift  von    Analogien    die   ent- 
sprechenden Lehren  der  Stereometrie  angehängt  worden  sind,    so 
dass  also  in  diesem  Buche  die  letztere  Wissenschaft  nicht  als  der 
in  wissenschaftlicher  Rücksicht  hoher  stehende,    die  Planimetrie 
mit  umfassende  Theil  der  Geometrie    oder  der  Wissenschaft  vom 
Räume  überhaupt,   sondern  gewissermaassen  nur  als  ein  Anhang 
zur  Planimetrie  erscheint.    Können  wir  nun  auch  aus  diesen  Grün- 
den der  vorliegenden  Schriit  eine  höhere  wissenschaftliche  Bedeu- 
tung nicht  beilegen,    so  ist  doch   auf  der  anderen   Seite  nicht  zu 
verkennen,  dass  bei  dem  ersten  geometrischen  Unterrichte  es  aller- 
dings lehrreich  für  den  Anfänger  sein  muss ,    wenn  bei  dem  Vor- 
trage der  Planimetrie  Ihm  sogleich  gezeigt  wird,    dass  damit  die 
Wissenschaft  vom  Räume    noch    keineswegs    abgeschlossen   ist, 
sondern  dass  es  noch  andere  den  vorgetragenen  analoge  Sätze  (ür 
den  Raum   überhaupt  giebt,    welche  erstere  gewissermaassen  in 
sich  schliessen,    wooei  man  sich  aber  doch  auch  ja  in  Acht  neh- 
men mag,  dass  in  den  Köpfen  der  noch  rohen  Anfänger  nicht  eine 
so  leicht  mögliche  Verwirrung  entstehe  und  die  Besthnmtheit  und 


*)  Der  Titel  des  franzoslBchen  Originals  spricht  den  Zweck  des  Ver- 
fassers bestimmter  ans.         ^  '* 
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Klarheit  der  Begriffe  verloren  sehe»  Dieser  letztere  mehr  metho- 
dische Zweck  scheint  dem  Verfl  auch  lediglich  bei  d«r  Abfas- 
sung seiner  Schrift  vorgeschwebt  zu  haben»  und  von  dieser  Seite 
mnss  -dieselbe  also  auch  vomiglich  von  den  Lesern  beurtheilt 
werden. 

Ins  Einzelne  hier  einzugehen  ist  keine  Veranlassung  vorhan- 
den, da  wir  viele  sonstige  Eigenthümlicbkeiten  oder  besonders 
bemerkenswerthe  neue  Sätze'  und  Bieweise  in  der  Schrift  gefunden 
zu  haben  uns  nicht  erinnern,    indem   dieselbe  überhaupt  nur  die 

tanz  gewöhnlichen  Lehren  der  Planimetrie  und  Stereometrie  ent- 
alt.  Es  fehlen  selbst  manche. Sätze,  die  zu  interessanten  Ana 
logien  zwischen  der  Planimetrie  und  Stereometrie  hätten  Veran- 
lassung geben  können,  wie  z.  B.  das  Euler  sehe  Theorem  von 
den  Polyedern.  Gegen  die  Strenge  der  Beweise  würden  wir  Man- 
ches eini(uwenden  haben,  wenn  uns  hier  ein  grosserer  Raum  ver- 
stattet wäre.  Bemejrken  wollen  wir  daher  nur  ganz  im  Alleemei; 
nen ,  dass  wir  den  strengen  Begriff  der  Gränze  und  eine  durch- 
greifende Anwendung  der  Gränzenniethode  in  dieser  Schrift  nirgends 
gefunden  haben.  Wie  man  aber  ohne  diese,  für  die  gesammte 
Mathematik  ^o  höchst  wichtige  Methode  eine  strenge  Darstellung 
in  der  Geometrie  und  in  der  Mathematik  überhaupt  errineen  wil^ 
Ist  uns  wenigstens  unbegreiflich.  Natürlich  stent  und  uLllt  mit 
derselben  auch  die  strenge  Darstellung  der  Lehre  von  den  Ver- 
hältnissen incommensurabler  Grössen.  Umgangen  hat  der  Vf.  die 
Gränzenmethode  durch  das  deich  zu  Anfang  eingeschaltete  zweite 
Kapitel:  von  den  unendlich  kleinen  Grössen  und  vom 
Maasse  der  Grössen  überhaupt.  Aber  gleich  der  soge- 
nannte Lehrsatz  in  §.  14.:  Zwei  endliche  Grössen  können 
als  einander  gleich  betrachtet  werden,  wenn  ihr  Un- 
terschied unendlich  klein  ist,  und  noch  mehr  der  Bewei* 
desselben:  In  der  That  wird  man  zwischen  diesen  bei- 
den Grössen  durchaus  keine  Ungleichheit  aufstellen 
können,  so  klein  man  dieselbe  auch  annehmen  mag» 
womit  die  ganze  Sache  absethan  wird ,  möchte  doch  viele  Anfan- 
ger stutzig  machen,  und  bei  manchem  weiter  Denkenden  die  so 
hoch  eerühmte  Strenge  der  Geometrie  in  Misscredit  bringen. 

Abgesehen  hiervon  kann  aber  das  Buch  seiner  oben  ansege- 
beoen  allgemeinen  Tendenz  wegen  minder  geübten  Lenreni 
manchen  Nutzen  und  manche  Betehrung  gewähren,  und  empfehlen 
wir  es  denselben  daher  zur  Beachtung;  gehörig  mathematisch 
durchgebildete  Lehrer,  wie  sie  in  jetziger  Zeit  zur  Freude  eines 
Jeden,    der   an   dem   Gedeihen    des  mathematischen   Unterrichts 

'  wahrhaften  Antheil  nimmt ,  wohl  bei  Weitem  die  meisten  deutschen 
höheren  Lehranstalten  besitzen,  werden  aber  in  diesem  Buche 
schwerlich  etwas  finden ,  was  sie  sich  nicht  selbst  auf  der  Stelle 
mit  Leichtigkeit  zu  entwickeln  im  Stande  sein  sollten.  Durch 
den  reichhauigen  Anhang  von  Formeln  und  Beispielen  zur  Bercich- 

.  nung  von  Lioien,  Flächen  und  Körpern  (S.  247 — S.  332.)  hat  der 
Herr  Uebersetzer  den  Werth  des  Buchs  als  Unterrichtsmittel, 
namentlich  für  die  eine  mehr  realistische  Richtung  habenden  Ele- 
mentarschulen,  erhöbet 

Lehrbuch  der  Stereometrie  und   sphärischen  Tri- 
.gonometrie  für  die  obernKla^^en  faöhererLehranstal- 
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ten,  nebst  einem  UebnnesaufgabeD  und  Ezcnrse  ent- 
haltenen Anhange.  Von  Dr.  Augast  Wiegand,  Lehrer 
der  Mathematik  und  zweitem  Ooileeen  an  der  Real- 
schule im  Waisenhause  zu  Halle«  Mit  zwei  Kupfer- 
tafeln.   Halle.  1845.    8.    12  ggr. 

Die  frühem  Theile  dieses  Lehrbuchs  sind  im  Liter.  Ber 
Nr.  XIX.  S.  289.  und  Nr.  XXH.  S.  336.  angezeigt.  Die  dort  gerühmte 
Deutlichkeit  gilt  auch  von  dem  vorliegenden  Theile.  Der  so  leicht 
zu  beweisende  Eulersche  Satz  von  den  Polyedern  ist  mit  Recht 
in  die  Stereometrie  selbst  aufgenommen ,  und  der  Anhang  enthält 
noch  manches  Lehrreiche  und  den  Zwecken  des  Unterrichts  For- 
derliche, «fiiowie  das  Buch  überhaupt  einen  erfahrenen  und  sich 
dem  Unterrichte  mit  Liebe  hingebenden  Lehrer  bekundet. 

Grusstentheils  neue  Aufgaben  aus  dem  Gebiete 
der  Geometrie  descriptive  nebst  deren  Anwendung 
auf  dre  konstruktive  Auflösung  von  Aufgaben  über 
räumliche  Yerw.andtschaften  der  Affinität,  CoUinea- 
tion  etc.  Systematisch  geordnet  und' gelöst  von  Leo- 
p.old  Mossbrugger,  Professor  an  der  Kantonsschule 
zu  Aarau.  Mit  58  lithographirten  Tafeln  (in  einer  be- 
sonderen zweiten  Abtheilung).    Zürich.  1845.    4.   4thlr. 

In  der  Vorrede  sagt  der  Herr  Vf. : 

^,Das  Ziel,  welches  ich  bei  der  Bearbeitung  dieses  Werkchens 
im  Auge  hMe ,  ist  ein  zweifaches ,  nämlich : 

1.  Soll  der  verhältnissmässtg  geringe  Vorrath  von  Aufgaben 
Im  Gebiete  der  Gäomätrie  descriptive  nicht  nur  durch  neue,  bis- 
her noch  ungedruckte  Aufgaben  vergrössert  werden,  sondern  bei 
deren  Auflösung  soll  immer  die  rein  geometrische  Construktion 
vorherrschend  und  der  mechanische  Theil  der  Zeichnungslehre  als 
untergeordnet  erscheinen.  2.  Soll  dies  Werkchen  dazu  dienen, 
Resultate  und  Aufgaben  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes, 
besonders  jene  über  die  neuern  Verwandtschaften  der  Affinität, 
CoUineation,  Rectprocität  mehr  unter  construktive  Anschauunes- 
formen  zu  bringen ,  und  so  die  beiden  nach  einem  Ziele  strebenden 
Zweige  der  Mathematik  ^  die  analytische  Geometrie  des  Raumes 
und  die  G^mätrie  descriptive,  welche  bisher  strenge  von  einan*' 
der  getrennt  wurden,  einander  näher  zu  bringen.^^ 

Dass  man  beiden  Zwecken  i^einen  vollen  Beifall  geben  muss? 
versteht  sich  von  selbst,  und  eben  so  wenig  ist  zu  verkennen, 
dass  der  Herr  Vf.  namentlich  dadurch,  dass  er  die  neueren  geo- 
metrischen Verwandtschaften  in  den  Kreis  seiner  construktionellen 
Entwickelungen  —  man  möge  uns  diesen  Ausdruck,  der  aber  in 
der  That  nicht  ganz  unpassend  zu  sein  scheint,  verzeihen  —  gezo- 
gen hat,  der  descriptiven  Geometrie  in  mehrfacher  Beziehung  eine 
neue  Seite  abgewonnen  hat,  weshalb  wir  glauben,  dass  das  Werk 
angelegentlich  zu  weiterer  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Der  Druck  und  die  von  dem  Herrn  Zeichnungslehrer  Belü- 
ge r  ausgeführten  Zeichnungen,  die  bei  einem  Werke  dieser  Art 
natürlich  von  besonderer  Bedeutung  sind,  lassen  in  keiner  Bezie- 
hung etwas  zu  wünschen .  übrig. 
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Analytische  Geoinefrie  de«  Raumes  mit  Berfick- 
siciitiguDg  der  neueren  geometrischeD  Verwandtschaf- 
ten und  zur  gr&ssern  Verständigung  des  Werkes  er« 
forderlichen  Entwickelungen  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene.  Zum  Selbststudium.  VonL.  Moss- 
brugger,  Professor  an  der  Kantonsschule  in  Aarau. 
Mit  acht  lithographirten  Tabellen.  Aarau.  1845.  8. 
4thlr. 

Dieses  zugleich  eine  nicht  geringe  Anzahl  dem  Herrn  Verf. 
eigenthümlicher  Untersuchungen^  auf  welche  in  der  Vorrede  beson- 
ders hingewiesen  worden  ist,  enthaltende  Handbuch  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Raumes  ist  jedenfalls  eins  der  ausführlich- 
sten und  vollständigsten  Bücher  dieser  Art,  welche  wir  gegen- 
wärtig besitzen,  und  wird  von  keinem  sich  für  diese'  Studien 
Interessirenden  entbehrt  werden  können.  Wir  wollen  daher  im 
folgenden  den  allgemeinen  Inhalt  desselben  etwas  näher  an- 
geben. 

Einleitung.  Ueber  die  Gleichung  der  Geraden,  des  Kreises 
und  der  Linien  des  zweiten  Grades,  nebst  deren  Discussion« 
Erstes  Kapitel.  Betrachtung  der  Punkte  und  geraden  Linien 
im  Räume.  Zweites  Kapitel.  Von  der  Ebene  und  der  Ver- 
bindung derselben  mit  Linien  und  Ebenen.  (In  diesen  beiden  Ka 
piteln  Kommt  ein  reicher  Schatz  von  Aufgaben  vor,  und  viele, 
welche  sich  in  den  sonstigen  Lehrbüchern  der  analytischen  Geome- 
trie nicht  finden;  namentlich  enthält  das  zweite  Kapitel  auch 
Vieles  über  die  regulären  Kurper  und  über  die  eckigen  Körper 
überhaupt.)  Drittes  Kapitel.  Von  der  Coordinaten- Verände- 
rung. (Hierbei  auch  di^  Herl^itnng  der  Grundformeln  der  spbäri 
sehen  Trigonometrie^  Viertes  Kapitel.  Geometrische  Ver- 
wandtschaften. A.  Ebener  Systeme.  B.  Betrachtuns  der  geome- 
trischen Verwandtschaften  räumlicher  Systeme.  (Dieses  Kapitel 
ist  eins  der.  reichhaltigsten  im  ganzen  Buche.)  Fun  ftes  Kapitel. 
Von  den  Cylinder-Flächen.  Sechstes  Kapitel.  Von  den  Kegel- 
flächen. Siebentes  Kanttel.  Von  der  Kugelfläche.  Achtes 
Kapitel.  Verwandlung  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen 
Id  solche  Formen,  die  zu  Untersuchungen  tauglich  sind,  und  von 
der  Beziehung  der  Oerter  der  Mittelpunkte  zu  den  Flächen  selbst. 
(Der  ^anze  Inhalt  dieses  Kapitels  kann  als  dem  Herrn  Vf.  eigen- 
thümhch  betrachtet  werden.)  Neuntes  Kapitel.  Discussion  der 
allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades.  Zehntes 
Kapitel.  Von  den  Diametral -Ebenen  und  der  Reduction  der 
allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  zweiten  Grades  auf  ihre  ein- 
fachen Formen.  (Auch  in  diesem  Kapitel  findet  sich  vieles  dem 
Herrn  Vf.  Eigenthümliche.)  Eil  ftes  Kapitel.  Bestimmung  der 
Eigenschaften  der  Flächen^ .  welche  einen  Mittelpunkt  haben. 
Zwölftes  Kapitel.  Uener  die  geometrische  Bedeutung  der 
Constanten  in  der  allgemeinen  Gleichung  der  Flächen  des  zweiten 
Grades.  t^\u<;h  dieses  Kapitel  ist  dem  Herrn  Vf.  ganz  eigenthum- 
lich.)  Dreizehntes  Kapitel.  Geometrische  Oerter.  Vier- 
zehntes Kapitel.  Von  den  Durchschnitten  der  Flächen  des 
zweiten  Grades,  insbesondere  in  ebenen  Curven.  Anwendungen 
dieser  8ä^e  ' auf  Aufgaben  und  Beispiele.  Fünfzehntes  Ka- 
pitel. Allgemeine  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades, 
m  Beziehung  auf  ihre  gegenseitigen  Verwandtschaften. 


PmlLtfMdte  Cleoaietrie. 


Gaoltier,  L.,  Notiom  de  g^oowtrie  piaäque.  Nowrdle  edi* 
Üao.    1d  12.    Paris.  1845. 

CatoDDct,  A.  J.«  Traites  compMes  th^oriqucs  et  pratiqncs 
de  rarpeDtagc,  de  la  geodMe  moderne  etc.  Seconde  edition.  In 
12.  phts  des  pi.    Amieos.  1845.    3.  5a 

Pezelt^  Der  kleine  katadioptriscbe  Kadietoineter  nebst 
Anleitung  znm  Gebranth  desselben.  Mit  4  Litfaogr.  gr.  8.  Pesth. 
1845.    1  thir.  4  ^r. 

Bentber,  Fr»^  Kurze  AnweisoM  zor  LinearperspectiTe»  mit 
den  notbigen  praktiseben  Vortbeilen,  nei  deren  Anwendong  für  die 
ansfibende  Zeicbenkmist.  %  reyid.  mit  1  Tafel  Yermehrte  Aufl. 
Kassel.  1845.    18  ggr. 


Vriifonometrie. 


Koller 9  A.  v.,  Elemente  der  Goniometrie  und  ebenen  Trig4 
nometrie.    Mit  einer  litbogr»  Tafel.    Trier*  1845.    8.    8  ^^. 


Mecliaiilk. 


Die  Geostatik  als  Leitfaden  für  den  Unterricht  an 
tecboischen  Lehranstalten,  sowie  zum  Gebrauche  für 
Techniker  überhaupt»  ohne  Anwendung  der  Differen- 
zial-  und  Integralrechnung  von  Dr.  Moritz  Rühlmann» 
Professor  ier  angewandten  Mathematik  und  Mascbi- 
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Deiilehre  an  der  königlichen  höheren  Oewerbschule 
zu  Hannover.  Zweite,  vOlJig  umgearbeitete  und  ver- 
mehrte Auflage.  Mit  vielen  Holzschnitten«  Dresden 
und  Leipzig.  1845.    6.    1  thir. 

Dieses  die  gewohnlichen  Lehren  der  Statik  fester  KOrper  in 
, deutlicher  elementarer  Darstellung  mit  besonderer  Berücksichtigang 
der  Kräftepaare;  die  Lehre  von  der  Reibung  und  von  den  ein- 
fachen Maschinen,  mit  Berücksichtigung  der  Reibung  und  der 
Seilbiegung  (wie  dies  der  Vf.  nennt);  endlich  die  Lehre  von  der 
Festigkeit  der  Körper  enthaltende  Werkchen  scheint  seinem  auf 
dem  Titel  näher  bezeichneten  Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen, 
und  verdient  Praktikern  und  Lehrern  an  elementaren  technischen 
Lehranstalten  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Dass  in  dem- 
selben die  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrechnung  aus- 
geschlossen ist,  geht  schon  aus  dem  Titel  hervor.  Inder  Angabe 
der  Quellen,  aus  denen  der  Herr  Vf.  geschöpft  hat,  hätte  der- 
selbe etwas  vollständiger  sein  sollen. 


PraKtlsclie  Hecliaiiik. 


Das  Dädaleon,  eine  neue  Flugmaschine,  vorge- 
schlagen von  Friedrich  von  D  rieb  erg.  Mit  4  Tafeln  Ab- 
bildungen.   Berlin.  1845.    8.     8  ggr. 

Die  Flugfibungen  und  den  ersten  freien  Ausflug,  welche 
Herr  v.  D  rieb  er  g  in  §.  35.  und  §.  36.  seiner  Schrift  den  Lesern 
derselben  sb  angelegentlich  und  wahrlich  mit  grosser  Zuver- 
sicht mit  seiner  einer  Fiedermaus  ganz  ähnlich  sehenden  Flug- 
maschine anzustellen  empfiehlt,  hätte  er  mit  derselben  erst  selbst 
anstellen  sollen,  bevor  er  dieselbe  bekannt  machte.  Dass  dies 
geschehen,  ist  wenigstens  nirgends  ausdrücklich  gesagt.  Da  er 
seinen  Wohnsitz,  wenn  wir  aus  seiner  früheren  berühmten  Schrift 
über  den  Luftdruck  uns  recht  erinnern,  in  der  uns  wohlbekannten 
Umgegend  von  Fehrbellin  hat,  so  würde  es  ihm  gewiss  an  einem 
See,  den  er  zu  diesen  Versuchen  fordert,  nicht  gefehlt  haben,  und 
eben  so  wenig  ist  zu  bezweifeln ,  dass  unter  seiner  Dienerschaft 
eher  als  unter  dem  bescheidenen  Hauspersonale  eines  gemeinen 
Professors.  Matheseos  vel  Physices  sich  zwei  tü,chtige  Kerle  gefun- 
den haben  würden,  die  ihn,  in  der  Maschine  steckend,  wie  er 
verlangt,  durch  einen  heftigen  Wurf  von  dem  an  dem  Rande  des 
Sees  errichteten,  etwa  30  Fuss  hohen  Gerüst  in  das  freie  Luft- 
meer hinaus  schleudern ,  und  ihm  dadurch  den  nöthigen  Anfang  der 
Schussbewe^ng  mittheilen  konnten.  Gewiss  hätte  er  sich  auch 
hinreichend  m  dieser  Beziehung  erprotiten  Leuten  mit  Zuversicht 
anvertrauen  können.  Da  aber,  wie  gesagt,  nirgends  von  einer  ge- 
schehenen Anstellung  der  Versuche  die  Rede  ist,  so  müssen  wir 
freilich  uns  dem  Glauben  hingeben,  dass  der  Herr  Vf.  fürchtete, 
das  vcNi  Ihm  .selbst S»  6.  eraählte  Schicksal  des  Schneiders  Berb- 
liog-er  au  Ulm  zu  theilen,  welcher  bei  den  Versuchen  mit  seiner 
MascUne^  deren  Fli^d  die  Gestalt  eines  hohlen.  Zuckerhuts  hat- 
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ten ,  Arme  ttod  Beine  brach.  Da  tran  andere  ebiücfce  Leute  avch 
nicht  gern  Arme  nnd  Beine  brechen^  so  ersuchen  wir  den  geehr* 
ten  Herrn  Vf.  nochmals,  selbst  nur  erst  mit  wirklich  angestellten 
Versuchen  voranzugehen,  und  geben  ihm  die  Versicherung,  dass 
es,,  wenn  dieselben  glücklich  ausfallen  sollten,  an  Nachfolgem 
nicht  fehlen  wird.  Wenn  aber  der  Herr  Vf.  die  Verbindlichkeit» 
dergleichen  Versuche  selbst  zuerst  anzustellen,  vielleicht  durch 
die  auf  S.  6.  am  Ende  sich  findende  Bemerkung,  dass  es  zunächst 
hauptsächlich  darauf  ankomme,  eine  erweislich  richtige  Theorie 
des  Menschenflugs  aufzustellen,  woraus  dann  die  Möglichkeit  oder 
Unmöglichkeit  des  Menscheoflugs  leicht,  zu  ersehen  sein  werde, 
von  sich  abzulenken  suchen  sollte,  so  müssen  wir  uns  erlauben, 
ihm  bemerklich  zu  machen,'  dass  es  'seiner  sogenannten  Theorie, 
durch  welche  er  den  Nachweis  der  Muglidbkeit  des  Menschenflugs 
zu  führen  sucht,  leicht  eben  so  gehen  könnte,  wie  es  nach  sei- 
ner Angabe  der  Theorie  ergangen  ist ,  durch  welche  L a  1  an d e 
das  Gegentfaeil  zu  beweisen  suchte.  Dass  die  Sache  möglich 
ist,  lässt  sich  am  Ende  nicht  bezweifeln;  nur  kommt  gerade  hier 
Alles  auf  das  Wie?  an,  und  da  müssen  wir  nun  einmal  auf  unse- 
rer Forderung  wirklich  mit  Glück  angestellter  Versache  bestehen, 


Astronomie« 


Fladung,  J.  A.  F.,  Versuch  populärer  Vorträge  über  Astro- 
nomie ohne  Berechnungen.    Wien.  1845.    gr.  16.    1  tblr.  4  ggr. 

Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für  184S.  Auf  Veranlassung 
der  Ministerien  des  Unterrichts  und  des  Handels  heraus^geben 
von  J.  F.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Berlin.  1845. 
8.    3  thir.  8  ggr. 

Connaissance  des  tems  ou  des  mouvemens  Celestes,  k  Fusage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  Tan  1848.  PubUäe  par 
le  bureau  des  longitudes.  (Sans  additions.)  In  8.  plus  un  ta- 
bleau.    Paris.  1845.    5  fr* 


P  b  y  s  1  k. 


Buff,  Gtundzüge  der  Experlmental- Physik,  mit  Rüeksicht 
auf  Chemie  und  Pnarmacie,  zum  Gebrauch  bei  Vorlesungen 
und  zum   Selbstunterricht     Mit  sahireichen   Holzschnitteii   und 


SOI 

aiisgeßIhrteD  TaMft.    ^  Li6fe^llM^-  IbMrilNiiig.  1845.  a  16  ggr. 
(Die  erste  Liefen  erschien  1843  uod  Lostet  ebenfalls  16  ggr.) 

Bouehardat,    A.,    Cours  des  sciences  physiques..  Chimie. 
Seconde  MitioD.    In  12.    Idem  Physique.    In  12.    Paris.  1845. 
Prix  du  voliime  de  cbimie...«    3.  50. 
du  volume  de  physique...«    3.  50. 

Heussi,  Der  physikalische  Apparat.»  insbesondere  ab  Lehr- 
mittel in  Gymnasien,  Realschulen  und  anderen  Unterrichtsanstal- 
ten.   Parchim.  1845.   8«    8  ggr. 

Ueber  die  Existenz  des  Luft-  und  Wasserdrucks. 
In  Beziehung  zu  den  dagegen  gemachten  Einwürfen 
des  Herrn  Baron  von  Driebere.  Ein  Beitrag  zur  neue- 
ren Physik.  Von  S.  Sachs,  KunigL  Regierungs^Bau- 
Inspector  zu  Berlin.    Berlin.  1845.    8.    8  ggr. 

Bloss  die  Existenz  dieser  mit  einer  sehr  devoten  Dedication 
an  Seine  Hochgeboren  den  Königl.  Prenss.  Kammerherrn  und  Rit« 
ter  u.  s.  w.  Herrn  Barön  von  Drieberg  versehenen  Schrift  woll- 
ten wir  hier  anzeigen;  denn  gelesen  haben  wir  dieselbe  nicht, 
das  gestehen  wir  offen.  Ueber  Dinge,  über  welche  Jeder  schon 
ans  seinem  physikalischen  Gymnasial -Unterrichte  in  Tertia  rich- 
tige Begriffe  mitbringen  muss,  und  deren  Richtigkeit  l^ich  hand- 
greiflich nachweisen  und  im  eigentlichen  Sinne  ad  oculos  demon- 
striren  lässt,  so  viel  Redens  zu  machen,  scheint  uns  wahrlich 
nicht  der  Mühe  werth.  Möge  der  Himmel  nur  die  Lehre  von  der 
Luft  vor  jeder  Drieberg -Literatur  bewahren! 

Röttger,  J.  L.,  Falschheit  der  Lehre  vom  Drucke  der 
Luft  im  Crefolge  der  Beweisführung  des  Kammerherrn  von  Drie« 
bere.    8.    Halberstadt.  1845.    8  sgr. 

(Diese  mit  der  Schrift  von  Sachs  schon  den  Anfang  einer 
Drieberg-Literatur  bildende  Schrift  ist  uns  noch  nicht  zu  Cre- 
sicht  gekommen.) 

Sanson,  A.  J.,  Navigation  atmosphörique.  Explications com- 
plömentaires  sur  le  Systeme  physique,  m^canique  etc.  de  San* 
80 n  pöre  et  fils;  precc^dees  de  l'Aärooautigue  des  dames,  lettre 
en  prose  et  en  vers  libres  etc.    In  8.  plus  2  pl.    Paris.  1845. 

Biet,  Instructions  praüques  sur  Tobservation  et  la  mesure 
des  proprliSt^s  eptimies  apf^Mes  rotations,  avec  Texpos^  suocinct 
de  leur  appUcat&n  a  la  chimie  mf^dicale,  sdentifique  et  industri* 
eUe.    In  4.    Paris.  1845. 

Dan i eil,  J.  F.,  Elements  of  Meteorologie;  being  the  Third 
Edition ,  revised  and  enlarged,  of  Meteorologicsä  Essays.  2  vols. 
8ve»  plates,  cloth.    32  s. 

Voyage  autour  du  mondo,  entrepris  par  ordre  du  rol  par 
H.  Louis  de  Freycinet,  capitaine  de  vaisseail  etc.  -->  Meteoro- 
logie.  1  vol.  in  4.    25.    Magnötisme  terrestre.  1  vol.  in  4.    15.   ^ 


ITcnBlfltiMe  SdurifleB. 


TempletoD,  W.,  Tasdbnlmdi  flb  MtfUm-  od  HafleUneiH 
baaer,  cothalteiid:  Dccbaaliiniefcrednnuii;;,  Tafdo  tob  Quadnit- 
imd  KnbikvnoaEelB,  aocewaodte  CSeonetrie,  Awamemaa^,  Festig- 
keit wenek.  Materialieo,  nedumisdie  Potenzen,  WasmrrSder, 
Smog-  and  Draekn— pen,  Dampfmanchinen,  Tafleb  über  das  ape- 
ciiache  Gefricht  ii.s.  w.  KelMt  «nem  Anbaim,  enthaltend:  Dm- 
ÜMg,  Quadrat,  Kubas  nnd  Flacheninbalt  Ton  JEieisen,  Engeln.  -^ 
Na»  der  flinflen  vemiehrten  und  Terbessertcn  Ani.  ans  dem  Eng- 
Ikdien  Iberaeizt  Nebst  einem  Anhang  am  Gebnnch  des  Schieb- 
maassstahes.  Mft  Bolzsdbnitten  nnd  lith^.  Tafeln.  Brilnn.  1845.  a 

(EnChilt  Tiele  fiir  den  pndktischen  ^bianch  recht  branchbare 
NoIixenO 

The  Hathematician.  Nnmber  IIL  On  the  Transforma- 
tion of  Aigebraic  Eijoations.  -^  On  the  Variation  of  Parameters« 

—  Appronmate  Rectification  of  the  Cirde.  —  Fandamental  Func- 
tions of  Two  Ares.  —  Propositions  on  the  Conic  Sections.  —  On 
the  Theory  and  Application  of  Poles  and  Polars.  —  Homer  on 
Algebraic  Transfonnation.  —  Equatioa  of  the  Parabola  referred  to 
tvro  Tangente.  —  On  the  Function  F  (:r+l).  —  Solutions  of 
Hathematical  Exercises.   —  Mathematical  Exercises  (coninrned). 

—  Note  on  Probabilit;^.  — «  On  the  Foimatioa  of  Numerical  Equa- 
tions  haying  neariy  eqnal  Roots.  *—  On  the.  Theory  of  Coordinates. 

Nnmber  IV.  Modem  Geomefky.  Anhaimonic  Ratio.  Section 
of  Involution.  -^  On  a  case  of  Elimination.  —  Properties 
of  the  Sphericd  TrianfHe.  •»  On  a  Prindple  in  the  Theory  of 
Probabilities.  -—  On  the  Transforaiation  oi  Algebnüc  E^nations. 

—  On  Definite  Integrals.  —  Propertles  of  tiie  Parabola.  —  Mathe- 
matical Exerdses  (conlnnce«!).  —  oohifions  ofMathematical  Exercises. 

Number  V.     Solnfions  of  BAathematical  Exercises  (caniinued^ 

—  On  the  Imaginary  Expressions  for  sino:  and  cosx.  —  Poles  and 
Polars  in  Space.  —  Modem  (Seometry  (camUmied).  —  Mathema- 
tical Note,  j—  Application  of  Algebra  to  the  Modem  Geometry.  — 
Decompositioo  oi  Rational  Fractions  and  Summation  of  Infinite 
Series.  —  Mathematical  Exercises  (^cantiMued).  —  Solutions  of 
Mathematical  Exercises. 

Number  VI.  Poles  and  Polars  in  Space.  —  Propositions 
on  the  Conic  Sectiens.  — »  Application  of  Aigdbca  to  the.  Modem 
CUometry.  —  On  the  Tnbsfommtion  of  Algebnic  Eonations.  — 
On  the  Equilibrinm  of  Roofs.  —  On  the  ÜMuction  of  certain  In* 
te^rals^  to  more  simple  Fomis.  —  DeTelopement  of  Poisson's  method 
ofnddtng  the  Resoitant  of  two  equal  Forces.  —  Homer  on  Alge- 
fnaic  Transformation.  —  Mathematical  Notes.  —  Formulae  Tor 
Right-Angled  Spherical  Triangies  deduced  in  succession.  —  Solu- 
tions of  Mathematical  Exercises.  -—  Mathematical  Exerdses  (con- 
tinued).  ^  CoUectioo  of  Miscellaneous  Exercises  in  Geometry  for 
the  uae  of  Semioaries  and  private  Students. 

(Sr.  L  nnd  II.  1.  m.  Literar.  Ber.  Nr.  XXUI.  8. 356.) 
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J^tterorliiclier  Berlelit. 
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C^f^cltlclite  der  Matheinatifc  nncl 

PbysIliL. 


4:     SrimoD  l^tävin.  Par  Mr.  A»  QuetveLet. 

'.  Datch  .diese' kleine  Schrifl:  über  seinen  I^andsmann  Simoii 
iSteyiA  hat  HeijY  Q;tietelet  ein^n'iiehr  dankepswerthen  Beifrag 
2ur  'OWhiehte  der 'MatheiTiatIk  jgelteferty  weshalb  ich  die  Leser 
ie&  Archivs  auf^ai^j^elbo  laufmerksam  zu'  tnachen  nicht  verfehle. 
Besonders  intere&^saiit  \st  aber  auch  die  nächste  Veranlassung  zu 
ldi^r>'Herausgabe  ^h^efiS^rifft,  \V^I(;he' idi  hn  Folgenden  Herrn 
Qiiiifttelet'Wlbstersähieil  lassen  wierde,  weil  dabei  Sie  Leser  des 
A^dhivs  nur  geWinnen  können. 

Je  visit2U3  un  jour  —  sagt  Herr  Quetelet  am  Anfange  seiner 
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exprimions   en  inline  temps  nos  regrets  que  la  scuipture  ne  füt 

Eas  encore  venue  en  aide  k  rhabile  architecte ,  pour  compläter  spn 
eau  monument.  L'imagination^  aprös  avoir  erre  librement  sur  un 
ensemble  harmonieux^  a  besoin  de  s'arr^ter  aux  d^tails^  etsurtout 
de  trouver  des  objets  q^u  ^outieuneot  90»  essor  par  de  grandes 
pens^es.  On  n'aime  point  k  trauver  un  palats  d^sert;  et  les  nommes 
qui  peuvent  mieux  en  faire  les  honneurs  sont  ceux  qui  ^  dans  la 
succession  des  temps  >  ont  r^pandu  le  plus  d'^clat  sur  leur  patrie. 
',,[^jf^^^v^gT»i^,'iii,Jß.  Ay^o,  .car  c^tait'  le  noble  vLsiteur  qua 
j.ayAfs  ^.t^qiiif^iir  id*ficconapagner3  je  regr^tte  quune  fLi;^si  belle  salin 
ne^,|9(ut'  pas  ^niiu^es  par  les  statues  de  vos  hommes  les  plus  distia- 
miäs  dans  les  sciences  et  les  lettres;  ce  serait  ici  leur  placq>  et 
]e  vois  avec  plaisir  quQ  Tarchitecte  y  a  pens^."  —  ,J1  noiis  serait 
Binufe^fötrß'ld&Dicile' de  peupkr  cetttf  salle' <)6mme  vous^'^htendez, 
dit  en  souriant  M  persoane  qüi  voulalt  bi^n '  nöuB'  servir  de  gnlde; 

Band  VII.  2ß 


^isut  icr*  car  e  eCül  le  m«I  fStf»  ^'U  ffk 

tieft  Qmetelet  ncfc    dk«! 
ArWftM  «i^riiliit—t,!»  SiBM  SteriBS 

Taat  4e  fnwzmK  et  ife 
laurt  ^  d^f  infiw  U  ■  .aümßkmm  «I  dS 
iwliwjiaigat  fcl  yrciwato-nire  <§€•  cfpatii^te^Ai 
«t  j«iitiie«(  Vhtmmem  tmijfßi  q^  m  laif  m, 
€f%caurt  MM?  «lalw  ott  Fnie  de  ms  pjac«  ■■li^ii  m    Cct 
i^eerm^  phw  de  deas  eiidcs  afwim  ca  Mert ,  f a  cfe 
et  peadaat  «ae  f ^tiaa^er  cfari 
arait  ^1^  e«ii^  daaa  aa  palrie 


fhw  yraadtf  g^Mi^tiea  qa'ait  |mdaits  la  Bel^fae 

tltiziMe  de  HMntrVioeeuL    Le  aMMnnaeat  ff«l«       ^ 

de  »  atatne  de  IloTeoiear  de  la  aeiDtare  a  rbaile  aMmfre  q**^^ 

appr^cie  lea  adeocea  aT^al  dea  beaux-aris,  etqa'elleaaapaisar 

irree  an  ^al  aacdb  ä  eea  deax  aoorcea  dlllaatiafioa* 

Eiae  aelir  ihalüwawfiilia  Zaealie  aa  4er  Ueicaa  aehr  apieadid 
fadcadkleni  SduHt  hUäm  die  nM  gelnyara  Büdaiaae  Stewiaa 
«ad  dea  Ffiraten  Moria  voa  ^aaaaa,  ia  deaaea Pjeaatea hririaat 
lieb  Stevio  ataod^  90  dasa  es  irevrica  NieoiaBdciB  gcKaea  wird, 
irtelf  In  den  BeaHx  dieser  Schrift  f^ettt^it  zv  babca,  wobei  wir 
ftdoeh  bemerken  mfiaaeo,  daM  wir  IreiKA  «cht  fHssen'nnd  aach 
aaa  ibr  aelbat  nicht  entoehinen  icCnnen,  ob  sie  jAerbaai^t  auf  den 
Wege  dea  Baehbaadela  za  bezieben  iat  6. 
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Aritlimetik. 
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B^ltahftnaar^H.:  Die  Grnndlebren  iier'Ale^bra,  tbeorcüacb 
(MttwteUelt ,  fnÜ  Beiapiefen  and  Aufgaben.  Mit'Be^onderer  fMA* 
«fefat  avf  den  Gebrauch  in  Schulen  bearbeitet  er.  8.  SoMhurn. 
t$46.    1  Thir. 

BolUbanaer,  H»:  Reaaltale  der  im  VoratebeiideBi'tefhai- 
toMi  Bdapiale  oad  Antg^h^n.    gr.  &    Ebead.    9  ggri         .. 

Vi    I;.  i" 
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.  Org-aao'D  dl«v  «ea^miiiit^n  tratt»c#ii4«nteD  Analysla 
VobiDr.  £«  IL' DiPKS4liK>  ordetitlidiein  Pro/aasoB  an  dar 
Fricdrioi  -  Wilb&lkas«  ÜDite^sit&t  und  4rdentllcliani 
Mttffftieda  der' Ka^nii^l.  !A.cad«ihia  der  Wiasanschafteo 
■a  S^rlin.  Erster  l'beili  Tranacend'ente  Blemantar» 
ieihre.    Berlin.  1845.   8«    41  Rthlr. 

•    •  ^ 

.  Ueber  ein  Werk,  welches>  wie  das  TorllegeDde,  offenbar  nur 
die  Frucbt  eines  langjäbrieen  angestrengten  Nacbdenkens  sein 
kuin.,  und  den  wissenaebaulicben  Cäfer  seines  Verfassers  in  dem 
schönsten  Lichte  erscbeioen  läsft,  in  einem  Blatte»  ^^ie  dieser 
Littrariscbe  Beriebt  ist  und  sein  soll»  ein  in  jeder  Besiebunff 
geborig  begründetes  Urtbeii  abgeben  zu  wollen«  würde  anraaassenl 
sein ,  wesbalb  wir  uns  mit  den  folgenden  allgemeinen  Andeutungen 
begnügen  mässen».  welche  blös«  den  Zweck,  haben»  die  Leser  des 
Archivs  elnigerMaassen  auf  den  riefatlgan  Standpunkt  au  steUen« 
ans  welchem  sie  dieses.  »Werk  zu  beurtfieilea  haben«       t  > 

Auf  den  ersten  'BHck  stellt  sich  im  Allgemeinen  beratta;  dass, 
so  wie  einige  andere  neuere  Schriften,  auch  dieses  WeHc  ans  dem 
tief  und  ieUiaft  geftihHee  Bedarfniss  e4ner  strengeren  Begrdndoiig 
der  Anaivsis,  insbesondere  aber»  und  zunächst»  der  Theorie  d^ 
Reihen »  hervorgegangen  ist ,  und  in  seiner  ganzen  eigenthtiitillched 
Fassung  mehr  noch  als  die  meisten  andern  Werk^  von  ähntichev 
Tefidenz  de^  alt^tt»'  leMer  nur  norch 'zu '  häu6g  herrschenden 
Schlendrian  krlifH^I  entgegen  tritt;  FVeilich  Werden  die  elfiigea 
Anhänger  vieler  sogenannter  eleganter  analytischer  Theefien»  wie 
z,  fii  der  Methode  der  unhestimmtenCoefficienten»  des  allgemeinen 
polynomischen  L^hrsalizes  oder  gar  des  Infinitinomtanrs»  des  all- 

femeinen  Revei'slonsproblems  und-  verschiedener  dahin  gehörender 
'heoreme»  so  wie  überhaupt  fast'>der  ganzen  sogenannten  combI* 
natorlscben  Analysis»  dieselben  in  diesem  Werke  vei^gebHch  soeben» 
dagegen  aber  fast  auf  Jeaer  Seite  mit  dem  ihnen  udleMlichen  ^ 
aber  dessenungeachtet  t&r  die  gesammte  Analysis  im  hlichstett 
Grade  wichtigen  üpd  ganz  imentbebrlichen  <—  Begriffe  der  Oränze 
gequUt  werdjen/  und  ütdiet»  wie  wir  im  Geiste  Vorausi^hen»  bei  der 
Ihirchsiöbt  'de^elhen  |hth  und  wieder  bedenklich  den  Kopf  schütteln. 
Wer  es  aber  ^a$tV'wie  wir  —  ursprünglich  ganz  Im  Geiste  der 
cembinatorisiehetv  Ai^alysis  gebildet  —  es  vor  nun  angeflihr  «watizig 
Jahren  in  deir  Tha^  selbst  gewagt  haben,  den  grasten  Theil  des 
Arüher  Ö^'er^en  adf  ei^ig^  Zeit  von  sich  zu  werfen  i  und  das  Stu*-: 
dimh  der  Anblysls'  ih  ^Inem  Werke  wie  das  vorliegende  gewisser*' 
mtlmssen  t^n  vorn  aö^ifan^eh«-<^waii  freitieh  in  Betraehi  der  früher 
isefaöti  aufge^a^^n  J^ett  und  Anstrengung  keine  Kleinigkeit  ist» 
uAd  -^He^meht  'g^^^e  rioralische  Ktitft  erfordert  ^  wird  zwar  der 
iüth*  ganz  ndl^t^jinten-  Bettrachtungsweise  wegen  anfangs  auf  Hin- 
derhisse:  ttn<f 'fi^hw^igkeiten  mancherlei  Art  stossen»  am  Ende 
abet  g'e^vis^s  mit  dl^|s4r9ssten  Achtung  vor  den  Bestrebungen  der 
.ne^keten 'Atiälysisv/tfnd»  was  die 'Hauptsache  ist»  wahrhafter  Be^ 
T^ieft^nrung  tind'JMtitlitigvng  seiner  analytischen  AnschauangsWeiito^ 
mid  'Krämgung.  seines  analytischen  Scharfsinns  von  dem  Werke 

seheiden.'*-     »"  .  '«m   .  . •    .    : 

:  Nur ''aölcbf^  völlig  töHirtfaeilafrete  Leser»  die  den  redRchen 
WIHen  haben»  siöh  mit  der  neueren  Darstellungswaise  der  Analysla 
^«ctiHBt  aii'madMny'irfiiisdMa  wbr  dtaaem  Werke«  und  aas  aolcha 
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Leser  Tertr&gt  dasselbe  swuei  Watüf  naefa^  Da  eil  übrifiena  dlirch- 
aiis  nur  elemestare  Kenntsisse  Toimass^ftit^^sb  liietit  selD.I3tudiuiA 
auch  keine  aoderi»  tSchwiefickeiten«  dar,  «1fr  solche ^  dlteivbaider 
Matur  der  «Sache  nnzertreDnuch  siod...  Eine  scbatfi»  BbstiAmlva^ 
und  Zergliedemilg  der  Begriffe  in  ihre. kleinsten. Theile •  gehSH  s« 
den  wesentlichsten  Vorziigen  desselben;  und  dass  der  Begriff  der 
Gränze  und  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reiben,  .namentlich 
von  deren  Convergenz  dnd  Divergenz  und  den  Rechnunesoperationen 
mit  denselben^  so  wie  auch  die  Lehre  von  den  imaginären  Grossen^ 
in  ihm  eine  Hauptrolle  spielen ,  versteht  sich  für  die  Kenner  der 
neueren  Analysis  von  selbst.  Um  aber  denselben  eitie  genauere 
Uebersicht  seines  reichen  Inhalts  za  geben ,  theilen  wir  im  Fol- 
genden die  Ueberschriften  der  Kapifel  jand  einzelnen  Abschnitte  mit. 

Ersfei  KapiieL    Von  des  Progressionen»  dem  Pro^ 

fressionsäct  und^en  Reihen«  Zw eitei  Kapital,  Von 
en  unendlicheal  Reihen.  I..  Von  den  unendliebefi  Reihen 
überhaupt«  den  m&gUchen^,  dep  gegebenen  und  .den  vollständig  be- 
stimmten unendlid^n  Reihen«  Gleicbheit  und  Ungleichheit 'der 
unendlichen  Reiben,  ü.  Einthe^lupg  der  vollständig  bestimmten 
Huendltchen  Reihen«  .  111*  Lebrsälze^  in. .ßetceff  der  valistän^ig 
bestimmten  unendlichen  Reiben.  Drittes.  Kapitel^,  Vpn.äen 
einfaqhen  algebraischen  Be.^iehu.ae:sfo,rmen  der  an* 
endlichen  Reihen.-  L  Von  den  eii^acnen  jalgelbraischeni  B^ 
Ziehungsformen  dev  ttneod^ichen  Rejlien  uberliaii^.  IL  Von  den 
einfachen  algebraischen  Beziebuxigsformen,  mit  Rücksicht  auf  näher 
bestimmte  unendliche  Reiben  •  betrachtet.  Vierte*  iLap i te L 
Von   den    allgeipeinen  Gliedern  und  den  Gränzen  der 


vallständiff    beistimmten. ;  unendlichen  R^eihen.     Tran- 
nteGrundbestimmyngsferm  der  Analysis.  L  V<^n 
den  ajlgeümeiiien  Gliedern,  der  unendlidien  Reihen.    iL   Von  den 


Gränzen  der  vollständig  bestimmten  unendlichen  Reiben»    HL  Von 
der  transcendentea  Grundbestimmupg^form  ^ex  Analysis  und  den 
einfachen  Transcendenten  überhaui^t.; .  Fünf tß$^  Kapitel.  Von 
dep:  <;oi|v^rg'irenden    unendlicbeii  Reiben.    L    Von  den 
Convergirei)den  Reihen  überhaupt  und  deren  Gegenseitigen  Bezie» 
huQgen«    II.   Lehrsätze  in  Betreff  der  hin reiehepden  Bedingungen 
der  Convergenz  und  der  Divergenz  unendlicher  Reihen.  JUL    Be< 
sondere  Erörterungen. '  Sechstes  Kap iteL   Yoneioi^en  ex« 
pliciten.  eiqfaeben  Transc^ndentem     L   Von  dc|r  hyper- 
DoUsehen  Ej{ppnentialgr(>«|9e,.    IL  Von  dem  Sinns  .und  aem  Cosinus. 
IIL    Von.  den  Argu^leQt^  der  byperj|ioliscben  E^Epöpentialg^jpsse.  ' 
de£i  Sintis  und  des  CosinuSi  insofern  diese  ^elbsf;.a^lsbestimmena 
ap^sebf^n  iverden.    Siebentes  KapiteL  Vo.n;.^iBigeh,.expli- 
ci.ten    zusa^penges^tzt^n    Transcendejoteh.      L    Von 
dem  hyperbolischen  LogaritbmusL    IL.  Von.  dei;a.Are^>-iäinus.  IIL 
Vqn  den^  Arcus -Cosinus.    IV.   Vo^  4er  Tangente.:  V..  Von  der 
Arcus  -  Tapgente.    VL  Von  der  Gotftngente.f.  yu.;  Von  der  Areas-- 
Cotangepite.  VIII.  Von  der.  Gleichung  to^ssarf  ^jiqd'4en  Potenzen 
negfativer  oder  ipiagipär^^  Wurzeln,     Acht^kifCjBipitei^:  ^t^X' 
terung  einiger  anderweitigen  Beziehungen  zwjsq)i^D. 
den  b.lsber  .be.i9jpr€^€b.eneD  f  j^afisip e.pd engten. /  Pen  )Elaupt- 
inb^t  dieses  jCftp^telfi  bilden  die  .^Transicifpdenten  sin^m^^fi^fif^ 

^dt^a^  eos  ^y  ar^ain.a^iar&ooaa  mA  die /bekaMttef.-Gandmsiiiie/ 
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Reihe.  In*  eine  nähere  Aegabe  des  Inhalt»  deeeelbeQ  können  mt 
aber  nieht  «tinechen,  weil  wir  uns  daaa  einiger nioht  für  di^h  yer- 
stäpdlieher  Zefehen,  die  der  Herr  .Verfasser  in  demselbeii«kU  wendet. 


Jedenfalls  ist  dieses  Werk'  ein  sehr  wichtiffet  Beitrag  zu  der 
bessern  Begründung  derAnalysi^,  welcher  von  Keinem  unbeachtet 

Seiassen  2u  werden  verdient;  imd  dör  aus  dem  so^fältigert  Studium 
esselben  hervorgehende  Gewinn  wird  unt6r  afien  Verhältnissen  ein 
liehr  reeller  sein ,  weshalb  wir  auch  dem  Erscheinen  des  zweiten 
Theiles  mit  Verlangen  entgegen  sehen« 

Cournot,  Ä.  A.:  Elemehtatrlehrbuch'  der  Theorie  der  Punk- 
tfonen  oder  der  InfiiiitesimaUnalysis.  Mit  besonderer  Beziehune 
auf  ihre  Anwendung  in  den  Naturwissenschaften,  Kitnsten  und 
Gewerben.  Deutsch  bearb.  von  Dhr.  C.  Schnüse.  1.  Lief.  gr.  8. 
(mit  8  Figurentafeln).   Darmötadt:  1845.  8.   Geh.  2  Rthlr.  12  ggr.' 

M  i  n  s  i  n  g  e  r :  Die  gemeinen  oder  Bri^gischen  Logarithmen  der 
Zahlen,,  von  Ibis  1000,  die  Quadrat-  und  Kubikwurzeln  der  Zahlen 
von  1,  bis  100,  mehrere  oft  vorkommende  Zahlen,  die  Primzahlen 
der  Zahlen  von  1  bis  1000  etc.  2te  verm.  Ausgabe.  Augsburg.  1845. 
f    9  ggr.  • 

De  fAequatione  Differentiali  -f^==rax^^,  per  Integralia  de- 

fitiita  tntegranda,  Disputatid.  P.  L  Praes.  Mag.  Carolus  J. 
Main^sten,  .Mathem«  Inferior.  Professor  Reg.  et  Ord.  Regiae 
Acäd.  Scient  Holm,  atque  Reg.  Societ.  Sqient..  üpsaliensis  Mem- 
brüra  et  Societ.  Philomat.  Paris.  Correspond.  Kesp.  Ericus 
j:dtuhd.    Upsaliae.    1845. 


Oeometrie. 


.  Die  Probleme  der  Geraden  Linie,  des  Winkels. und 
der  Ebenen  Fläche.  Von  Heinrich  Erb,  Gr dssherxogl. 
B«di«idiem  Fipanzrath^    Heidelberg.  1845.  8.    1  Rthlr. 

Als  die  Haupttendenz  dieserphilosophisch-mathematischen  Schrift 
ist  wohl  ein  neuer  Versuch  zur  Begründung  der  Lehre  von  denParaiile- 
len^  und  dabei  der  Grundlehren  der  Geometrie  überhaupt  anzusehen; 
Im  Allgemeinen'  trägt  dieselbe  mehr  den  Charakter  eines  philoso- 
f^ischen  Raisonnements,  ab  einer  strengen,  dem  von  den  gHechi- 
«eben.  Geometern  fäj  alle  Zeiten  rorgezeichneten  Wege  folgenden 

Seometrischen  Untersuchung.    Auf  S^  12.  Sägt  der  Herr  Verfasser, 
asB  er  in  dieser  Schrift  mitunter  Winken  gefolgt  sei,  4ie  in  einer 


Im  JalHT«  IKil  mltr  d«n1U*ls  >»2tiir  Mätheiia'ttk  od*«!  Logift. 
Vor«i»iel^  B«  ilir«r£r«reiteruBg  uiudBeg^ündoli^.  Von 
Karl  Attgvtftus  firb'^i  erschietteneii'  Sdirift  eolbalte'D  siiid. 

SchoD  roehnnals  ist  id  dem  Literarischen  . Berichte  erwähnt 
werden ,  dass  «vir  ans  in  d/emselben  der  Bescbrän|ktheit  de»Raams 
ntgen  aiU^  ausfiüunche  Kritiken  von  Parallelentneoriep  u.  der^U 
nur  unter  besoodern  Uinstanden  einlassen.  kOnpeb.«  ein  Principe 
welches  «vir  auch  bei  der  obisen  Sebrift  um  so  mehr  in  An^rendung 
bringen  müssen,  v^eil  dieselbe,  wie  schon  erwähstj  zu  sehr.ip's 
Gebiet  des  blossen  philosophischen  Raisoonements  Unüber  streift« 


seh 

Ton  O*  Aloilinger,  Professor  au.  der  höheren  Lehran- 
stalt au  Solothurn.  Sololhurn.'  1845.  8.  mit  1  Atlas 
7  Rthfar.  8  ggr. 

Anleitung  zum  Studium  der  darstellenden  Geome- 
trie mit  vorzüglicher  Rücksiebt  auit  ihre  Anwendung 
Ibel  dem  Zeichnen  technischer  Gegenstände,  insbeson* 
4«re  jener  der  Baukunst,  der  praktischen  Geometrie 
umd  des  Maschinenwesens.  Von  Johann  Honig,  offentl. 
^rdentl.  Pt'ofessor  der  darstellenden' Geometrie  am 
1^  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien.  Mit. 26 Kupfer« 
Ute  In.    Wieu.    1845.  8.    5  Rthlr.  8  ggf.  \  ^     ' 

So  wHe  das  ip  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XXVL  S.  386. 
ttigezeigte  Werk  von  Mossbrugger,  welches  sich  aber  durch 
v^prschiedene  dort  näher  angedeutete  Eieenthüinlichkeiten  aus» 
ablehnet,  liefern  auch  die  beiden  vorstehenoen ,  mit  demselben  fast 

gleichzeitig  erschienenen  Werke  den  erfreulichen  Beweis,  dass  das 
itudium  der  darstellenden  oder  descriptiven  Geometrie  auch  in 
Deutschland  immer  mehr  Eingang  gewinnt,  und  vorzüglich  auf  Ge- 
werbschulen und  polytechnischen  Lehranstalten  immer  eifriger 
betrieben  wird,  wovon  der  wohlthätige  Einfluss  auf  Künste  und 
Gewerbe  sich  schon  hinreichend  gezeigt  hat  und  künftig  sich  eewiss 
Immer  noch  mehr  zeigen  wird.  Auch  bei  dem  stereometrischen 
Unterrichte  auf  GymOMieii  habeo'  1v)f  il^mer  die  Anknüpfung  der 
Grundlehren  der  Perspective  und  der  descriptiven  Geometrie  sehr 
zweckmässig  und  iür  das  Gedeihen  des  stereometrischen  Unter- 
richts überhaupt  sehr  erspriesslich  gefunden. 

Elenlentare'Sä'tzeäas  der  Coordinaten -Geometrie 
für  zwtei-Di^myn^lone^n  nebst  ihrer  Anw^endim^  bei  den 
Beweisen  de>r  intercfvfiatitesten'Theoreme  von  Ruther- 
fqrd  and.Fenw&ck.  Aus  dein  Englischen  übersetzt  und 
mit  ein e,mlKa,cbirage  vergehen«  von  Dr.  August  Wie gand. 
Halle,   1845,   g.  «  '  ^«   „ ,  ^.  ...... 

Wenp  dieser  pchrift  der  Herr/9aRult,Iierfoi;d,,imdFen.wick 

eine  besonder^  JpÜgenthümUQbki^iinSaU  ^ugesprochen.werdeuk^nnen» 

so  besteht^,  dieselbe  •  w  ie  e^  mis .  spneini, . '  ein^jg,  ,^nd  ^Mesn  darin» 

'l^pbifbgen.der.  gera^eo    Liliie  un4.,4^  £l»i|i|j»j#i^ht.jo 


und 

«opdßra  in  der  Form 

t  /  «       .  dp. 

i  .  .  ■ 

und 


...      4JJ 


hh-y- 


iüvATiweiidaiig'  gtobtadit  werden,  was  aber  bekanntlich  «cht  m^a, 
«id  wohl  zuefst  tod  Jüamä  in  Beinern  Examen  des  differeuo 
|e:S  m4)tbddesemployi6es  pour  fr^sondre  lesprobl^ates 
de  6<Sdm^tr|e«  p..  89.  geschehen  ist.  Nach  unserer  Ueberxett«' 
ffung  wkd  der  Vorzaff.  der  einen  oder  der  andern  Methode  immer 
diii^4ie. besondere. Natur  der  jedesmalken  Ubtersnchung  bedingt 
werden^  wobei  wir.ebersiigleicl»  im  Allgemeinen  den  Ilterai 
fiontie». 

i.'  ■    '       '  •  '      ' '  ■        • 

und.  >        .    . 

den  Vorzug  einzuräumen  geneigt  sind,  weil  dieselben  in  der  That 
idlgemiMiier  isidd^al^  die  oeiielen^!  undnieht  auf  das  Unendliche 
fübr^toi^  ^e»n  man .  den  einen  oder  den  a^erri  Coefficieoten  tcti 
«Gb^vinden.su  lassen  genutbigt  ist.  i  Dabei  Terdient  aber  immerhiD 
die-  vorliegende  kleine  Schrift .  sur  Beachtung  empfohlen  zu  werden, 
weil  401  der  .That  die  beBonderea  fiequemlicbkeiten ,  welche  die  in 
demselben  v^rzug^^.eii^e  in  Anwendung  gebrachten  Formen  in  ein-* 
zelnen  Fällen  gewähren^  nicht  so  allgemein  bekannt  zu  sein  schciDei^ 
wie  sie  es  verdienen,  und  die  i^cbrift  zur  näheren  Erläuterung 
dieses  bemeskensv^ertlien  CiegeoistaBdes' allerdings  ganz  geeignet  ist. 

,  Lame.zan,  Gustav,  Frhr.  v.:  JE^ine  in  ihren  Principien  und 
R^kültaten  neue  Methode  zur  Äufnndüog  von  Ourveo ;  welche 
BIgen£R6ftaften  eines  Orossten  und  iS^leinst^en  'besitzen,  gr..  8. 
WSrz))urg.  184Ö.   6  ggr. 

(Di«te  Schrift  ist  uns  noch  nicht  zu  Gesicht  gekomnen  und  wird 

späUrhin  weiter  besprochen  werden.) 


•       :     I  •:•■••     '       ■    .   •.  .  ,  .        ' 

-  '  -  fr/  .        '  « 


■  t  •    •  • 
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Prakllsche  Oeometrie. 


*    .  ^ 


Die  AnfangsgrÜDde  des  geometrisefaen  Zeichnend. 
Eine  Reihe  der  wichtigsten  im  Praktischen  vorkom- 
menden  EiementarcoDstructioneD.  Für  den  Unterricht 
in  Volks-  und  Gewerbschalen  zusammengestellt  von 
J«  H.  Knonauer.    Zweite  Auflage.    Zürich.    1846.   4. 

Nicht  bloss  den  auf  dem  Titel  genannten  Schulen«  sondern 
auch  den  beiden  untersten  .Klassen  de^  Gymnasien«  in  denen  der 
geometrische  Unterricht  meistens  noch  keine  streng  wissenschaft- 
liche Form  annehmen  darf,  aber  eine  Vorbereitung  auf  denselben 
doek  wuBSchenswerth  und  nothwendig  ist«  gtaaben  wir  diese  Voi«^ 
le^eblätter  zum  geemetristohen  Zeichnen  c^fehlen'2»*diärfen:  IHe 
FigBren  sind  in  einer  zweckmässigen  Grosse  aui^efübrt  aäd  bietet« 
eine  hinreichende  Mannigfaltigkeit  dar«  indem  sie  sich  nicht- Mos» 
auf  gerade«  sondern' aucn  auf  krumme  Linien  beziehen.  Ein  Jeder« 
wer  diese  sMramtlich  nidbt  schwlerisen  Cofisfnietionen  absziiffibreii 

felemt  hat«  wird  sich  dadurch«  auch  abgesehen  v^n  allen  somsägeir 
wecken  des  Unterrichts,  eine  in  vielen  Fällen  des  ^emekien 
Lebens  recht  nützliche  Uebung  erworben  haben«  welche  in  keiner 
Schule«  selbst  auch  in  gewohnlichen  Landschulen«  ganz  unberück- 
sichtigt gelassen  werden  sollte.  Freilich  mag  dabei  die  Anschaffung, 
der  nothigen  Instrumente  hin  und  wieder  hindernd  in  den  Weg 
treten «  wobei  aber  .die  .  yorgese^te  .  Behörde  hülfreiche  Hand 
bieten  müsste. 

'I'  Godebski:  G<^mtftrie  du  Jalon«  «ou  Tart  de  r^sou^re  les 
prebldmcs  nsuels  de  g^m^trie  pratiqne«  ä  r«iide  de  simples  aligne- 
iftents ;'  dontebant  de  phis'  ia  th^otie  ^^mentalnre  des  tvansyersales 
reotili^es  ainsi  <iue  la  description  des  instruments  et  des  moyens 
oordinaires  peur  tracer  e4  -mesurer  des  lignes  dfoites;  ouvrage 
consacr^  ä  la  prafiqucj«  in  ^^«  accomp.  de  ^  pl.  Bruac.  iS&. 
IRflilr.  8ggr. 

.^    Guy«  BL  P,  G.:  L*art  du  gi^metrearoenteur^/ou  Tiait^  de 

göom^trie  pratique.    Paris  1845.    3  Fr.  50  C. 

•  »  •  ■  • 

,,.  Stampfer^  S,,  Prof.  der.prakt.  Geometrie  am^  k^  k.  polyt. 
Iqs^tute  '  in.^iep^:  Theoretische,  und  pxai^ischf^  .Aj^Witi*ig  zum 
Nivelliren  und  zu  andern  damit  verwandten«  b^ioi-  £isenbabpbaii 
yorkommenden  geometrischen  Arbeiten.,  (nebst  3  Kupfert.)*  Wien. 
1845.    gr.  8;    Geh..  1  Rthlr.  8  ggr. 

Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie.  Von  August 
Decker.  Mit  drei  Figurentafeln.  Neue  Ausgabe. 
Mannheim.    Verlag  yon  Heinrich  Hoff.    1845.  8.    lllthlr. 

Wir  müssen  die  Leser  des  Archivs  darauf  aufmerksam  machen« 
dass  ihnen  hier  unter  dem  Aushängeschilde  einer  neuen  Aus» 
gäbe  nichts  weiter  geboten  wird«  als  ein  längst  bekanntes«  schon 


vor  mehreren  Jahren  erschienenes  Bach,  welchem  ein  neuer  Titel 
vorgedruckt  worden  ist.-  So  vrepig.^ir  f^in,  solches  Verfahren  des 
Verlegers  billigen  kunnen ,  so  "soll'  es  uns  doch  auf  der  andern 
Seite  freuen ,  wenn  auf  diese  Weise  ein  grosseres  Bekanntwerden 
des  Buches  bewirkt  wird,  weil  dasselbe,  ohne  Neues  zu  enthalten 
und  auf  eine  gewisse  Voliständigkeit  Anspruch  machen  zu  dürfen, 
dl^Tenigen  in  Versi(ihiedenen'>gk'^er^n  Weimn  ifnd'eibzelne'n  Abhand- 
lungen zerMr^^uteft  Lehren  der  höheren '€reiod3tst<$ ;  welche^  ildr  die 
gewohnlichen  topographischen  Messungen  ^m  unentbehrlichsten 
mnd,  in' ^er  aelrtlichen  ZüsiimmeDStellui^  enthäii.       > '  -        ,    - 


r»      t 


» 


ürisanometrie. 


Scott;  Plane  Trigonbmetry  and  Mensurätion,  for  the  use  o( 
the  Royal  Jülilitary  College. .  London,  }84&.    S^^.  hpund,9«k  6d 

Thomson,  J. :  Elements  of  Plane  and  Sphericaf  Trigono- 
metry ;  with  the  First  Princip^es  of  AnalyticGeometry.  4th  edition, 
wHh  various  ad^itfons.  änd  impröVet^ents;  London.  f84S.  .^^, 
döth.    4  sh.  •  ir  , 

.  •    ■  I    •    ■■  r» 

'       .'>,■         -                  '    .               l't'"                     ■'..       ''      l:               '      ...                     ',  !.  ,  . 

/i';      5  .  *    •  ■        ,    1     .  >         .   Mj;       )■         '  ■•  •        " 


FraittiiäclE0  Meeuniilk. 


P%ncBlet:  'IddustHellei  Mechanik,  deutsch  ron  'A.>IIäUt}auer. 

»•  i,  i. 


Coiikplet.    NQrnber^«    2  BSnde.    5  Rthlr.  Kt  ggi* 

f-  '  »i  .         i  .    ,       .    '^ '  '■■    ..'i '      .   .  •    ('  f  .    ^  . ::  >  'ji  . '.  /    ■'  «  !i 

".  Pdncelet,:  J.  V.:< Lehrbuch  der  tAnv^endung  d^  Mecfaanift 
auf  Masohinen.  Deutsch  berunsgegeben  «von  I>r.  C.  H.  Schnuseu 
2  Bd.  1.  Lief.'^^gr.  8.  (nebst  2  lithogr.  Taf.).  Darmsbdti'  184S: 
G«h.  1  Rtblr.  8,ggr. 


lOOO  eingedruckten  Hoizsohnitten.  .  1.  2.  Lieferüne  er.  8.  Braun- 
schweig;  1845.    1  RthFr.     .,  ■■■    ff--^  ■ 


*-•}/.{>.■.'•';    1      •  •  •'.'/'•  .  '/    -  ij    ?    •  •;.  .1.'.    ^ 


Astronomie. 


er>  J»  BU I  D^  Wundorban  de^  WeHalb  oder  poputtrt 
i».    2te  venil#licte  Anfl.   i  LieL    Beiün.    ftgi^ 


Mädler»  Dr.,  J.  H« :  lieber  die  FixM^a- {Systeme,  ^e 
Rede.    gr.  8.    Berlin.  1845.    Geh.    4  ggr. 

Theoretiska  AstronomieDs  Gmnder  for  Begynnare  af  J. 
Bredmao ,  AstroDomiae  Professor.  Med  7  Tabeller  in  Stentryck* 
Upsala.  1845.    8.  h.  2.  R:dr  40  sk. 

Ny  Tabell  for  Laoar  •  Distansers  .  Gonteerande ,  af  J.  J. 
A  s  t  r  a  D  d.    Gotheborg.  1845.    1  ärk  4:o.    b .  8  sk. 

Benzenber^,  J.  F.:  Versnebe  Gber  die  Umdrebung  der 
Erde.    Aufs  Neue  berecbnet. ,  CHisseldorf.  1845.    er.  8.    8  ggr. 

Block:"  Die  gregbtiaäiscbe  ^ettrecKnubg' vom  Jahre  1845  bis 
zum  Jal^rej^OOP  in  eitlem  T.ableattdar^esteJlf..  gr.FoU  Be^fiD.  8  ggr. 

S^x  |es,,cp,rrpctioDS,4.e  If  lunette  BlerLdlea^e,^  jp^i 
M.  Lia^r'e/ca^itaine  dug^nie,  iaiicien  i^leve  deTäc^ql«, 
militaire  de  Belgique.    4. 

Die  in  dieser  aus  deo  Schrifleo  der  Akademie  der  Wisseo- 
schaften  zu  Brüssel  (T.  XVIII.  des  M<^m.  cour.  et  M^m.  des 
savants  ^trangers)  abgedruckten  AbhaudluDg  gegebeoe  elegante  Be- 
handlung des  Mittagsrohrs  empfehlen  wir  der  Aufmerksamkeit  der 
Astronomen.  Wwß  äu«h  über  diesen-  wio|itiRßo  «upd  interessanten 
Gegenstand  scnon  viel 'Votzfiglicbes  gesclÄri^beti  worden  ist»  so 
scheint  sich  doch  die  vorliegende  Abhandlung  durch  ihre  Eigen- 
thflmlichkeit  in  mehrfacher  Beziehung  auszuzeichnen. 

..  SiKnttiluog  von  Hülfstufeln^  He.ratisg^igebeii  im 
Jahre  1822  von  H.  C  Slchamacbe*r.  Neu  beffausgD^iifceB 
und  vermehrt  von  G.  H.  L.  Warnstorff,  Dr.  Phil,  und 
Lefa^At'.  idbr  MatbeilnaiLk  und  Naturwis^^nsehlil'ten 
ai»  Py. agytnvasto  zu  Harburg;  Altena«  1845.  8. 
a  Rthlr;<  iS  ggr.  ^  .     .     .t^  ^     ^ 

Herrn  Dr.  Warn  stör  ff  ist  man  grossen  Dank  schuldig,  dass 
ejr  eine  ^eue  Ausgabe  des  im  Jahre  1822  -erschienenen^,  aber 
schon  seit  längerer  Zeit  voUig  vergriffenen ,.  ersteh  Theils  der  vor» 
trefflichen  SchumacherschenHülfs  tafeln,  Hvelche  Jedem 
Beobachter  unentbehrlich  sind,  veranstaltet  hat.  Dabef  darf 
aber  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  durch  Hinzufugung  einer  grosse- 
ren Anzahl  ganz  neuer  Tafeln  das  Werk  jetzt  eine  völlig  verän- 
derte Gestalt  erhalten  bat,  wie  für  die  Besitzer  der  älteren  Aus- 
gabe aus  der  folgenden  ausführlichen  Inhaltsanzeige  ersichtlich 
sein  wird. 
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L*  TftM  sur '  YerwandluDg  der  Stenxelt;  ^  tli  TäM  zut  V«?« 
Waodimg  der  sritftleien'Zeit  lo  Sfoibseit  —  III:  Besser« 'Rcffa«^ 
tioDS- Tafein.  —    IV.   Tafeln  zar  Reduction  auf  den  Meridnm«  «^ 

V.  Tafel  der  Logarithmen  von  »i=^?i5l^und  n  =  '^^}^lf*.    — 

Vi.  '  {JhMi^hmeti   der  HObenpärallatc*   der'Sbnti^  if^q    10  zu  10 
Tigeiii.f%'Vll.    Tafeh  um    aus  det  beoba'chtete'n  ZenithÜlstanz 
des  T^VdMerns  ^  Polhl^he  des  Beofoachtungsorts  w  finden^  Ton[ 
A.e.  Petersen;  i^'VHI.  TaC^lfar  dieMittagsterbesserun^  von  feiu^«. 
—  IX.  Tafel  fär  die  Mitternachtsverbesserüng.  —    X.  Tafel  di^ 
nittlOre»  ^gerade  AofetcJigUDg  der  «Sonne- zu  finden,!  fiir  Par;  Mer.  — 
Xli  Allgemeine  Tafielii   für  Aberration  und.  Ntttation  mit  der  Con- 
alante.  aec  Aberration  tm  30^^4451,.  :  der-  Cohstante  din*  Notation 
^  9^<3235:  lind    der  Sot^ieie  der  EkKptik  für  1850  berMinet  von 
Herrn  Hofrath  Nicolai.  .^^    XIL  >  Län^n  und*  Breiten  der  Haupt- 
slerniVi:ar4^nr:'^  XW,  Tafrl  zu«  Vecn'anditti^dif^Bog^nsUZwt^.-f^ 
XJV.  Tgfel  zur  Verwandlung. 4fr  Zeit  in  Bogen,  -r-lXV,  Tafrl  «uH 
VeriTj^n^luiig  der  Zeit  in  Deqiin^tbeile.  des  Tages. -r  iX^VI^Läegeo 
dieiC.Kff^fi^bKig^D^.dee  Halbnp^eftfier f^  1  gesetzt-*  XVIJ»/VeifceÄ«rf 
rung  des  aai^qorrfßS|>i^irf^)i«E);  Hüben  i^bgciieiteteB  MittasK^^rlreiHi 
die   Hüben    des  Vormittags  und  des  Nachmittags  nur  ndnti  gt0ieh 
sind.  —  XVIU«  j^eitbestimmucig  .au^  ;ZeeMhdisiaQ£edV  mittsil^r  an 
das:Mitt<^,4er  Z^ten  anzubrio^etifEUn  Crorifptiop.  -^  XlX-  Zeitbe- 
stimmung mit  dem  .Passapeniostrwieote.  r^^.  XK.  Zeitbestimmung. 
iMis.den  Oor^bgängeB  zweier Slterne  diirob;deDselbieo VeiiilfiattLrets«T-^ 
XXI.  lleduction.  der  nabe  äiii  AteridiaH' beobachteten  ZeeitbdisÜiizeo 
i^uf  den  IMleridian. rr.XXH«  Reduktion  der  nahe  am. Meridian  heob« 
achteten  Zcrnitbdistanzen  der  Sonne  auf  den^  Meridian»  -r-  XXIU. 
ÜettMMte  die  Breite  aus  dei»  - Alittel  mebrer«c:  von  der  Culminattoe 
entternten  Zenitbdistanzen  eines  Sternes  zu  finden  (Mjttbeiliieg'deis 
Herrji  :Il^riil;h(9  Gauss:)  -^  XXIV.  AAelbodey  die  Palböbe  aus  einer 
beaba^eten  iiiibe  des  Nordsternes  ^zU  fioden^*^  XXV.  BfereeJiDUBg 
der  9enitbdi$taB:s  und  des  Asimutli)s  aus  dem  StundieBwiiilcel;  — 
XXVI.  Grundformeln  und  Differentialgleichungen   der  sphärischen 
Trigonometrie.  —  XX VII.  Interpolati onsmetbode  für  halbe  Intervalle 
der  Argumente  von   Gauss.  —   XXVIII.    Tafel»   um  für  eine  be- 
stimmte   Polhohe   aus   dem   Stundenwinkel    und    der  Decünation, 
Azimuthy    Hohe  und   parallactiscben   Winkel   zu    berechnen.    — 
XXIX.  Tafeln ,  um  Höhenunterschiede  aus  Barometerbeobachtungen 
zu  bestimmen   von   Gauss.    — *    XXX;   Dieselben  von  Bessel.  — 
XXXI.  Dieselben  von  Carlini.  —  XXXII.  Verwandlung  der  Baro- 
meterscalen  und  Thermometerscalen >   für  Pariser  Zoll»  Englische 
Zoll  und  Millimeter.'  Ebenso  für  Reaumur ,  Centigrad  und  Fahren- 
beitt  —  XXXIU*  Tafeln  zur  Reduction  des  altfrauzp€^is<^9|iBaro- 
mßters  auf  0'*  Rdaumiw:.  —   XXXIV.   Reduction  des  .metci^chfo 
Barometers  auf  0°  Centigrad.  —  XXXV.  Reduction  des  epgliscben 
Barometers  auf  32^  Fahrenheit.  —    XXXVI.    Reduction  des  iäit- 
franzasischen  .Barometers ,  ^renn  Scale  und  Quegksilbi^i;  j^^oe  ver- 
^oh^deoe  Ti^mperatur  haben,    (AIL9  diese  Tafeln,, setzen«  Scalmi 
von  Messing  voraus.)  *--  XXXylL  Lpguritlimen  von. vier. Decii^- 
st^llen  für .  Zahlen  i^id  trigonometriscne  Functionen ,  ^it.  Hinzu- 
'f^ng  d^t^  Gaoss'aibben'  Tatet'fflrSinnmei!  und 'Differenzen.  . 
'       '  Matt'  sieht   hlefaofts,  >ie  viel  dfeü   Nfff zRchen   dipse  • 'Äüijlh 
VM^^rH^IJ ' gut  ausgestattete»   und' n^tt  eii^er  deutsclt  und   fran- 


1      * 


Bm  Stetaath  t.  Strafe  hat  Am  gyiüfiftrtif  CMÜBf 
der  Bihfiotbck  Jcr  Sfcnwafic  PdUffm  «m  der  llfifciift— |,  der 


libnnoi  lo  BMiutht«  SMoiae 
riarÄgwi  ;Syt#mjtiiiM      Es  4>p« 
m^otmm  ematid   tancni,   n£re  al 
.     maaü  V.  G.  W.  Sirvre.    PMnmK  Ivm  Acadöii.  Scieirt. 
I8l5u   «r*.  (437  Seite»,  Vomde  XL^DL). 

SdboB  des  Famate  Bregen  isl  diMer  Calalw  ibefwer  n  ge- 
htMaehen  ab  der  ki  dem  groaeeo  Werke  ab^rMmckfe,  ab^  Dock 
weiatfieber  ist  der  Voraog,  de«  er  derek  das  Unssgi^Rigte  alpki- 
ketitfce  'XanesrerzeidiMss  aller  d»»  entkaftcfiett  Schriftsteller, 
wM  iUckweistoig  md  die  Seite«,  wo  Ihre  Werke  reikwe«,  er* 
halte«  hat« 

Die  Bibiiiithefc  evOMek  iai  A^i*ge  «eses  Jahres 
^242  Weike.  3IW  DissertatfsDe«,  «od  eO  ffimuieiskaiteB, 
smrohf  efnaelse  als  Saiihiuggu  re«  Karten. 
Unter  Je«  Werken  heinden  sieh  i[en]plers  Manasonpte  in  16 
Bflnden*  Dte  ganxe  S—hing  hesiand  nrsprff^ieh,  aas  90  Bän- 
den, re«  de«eD  ai>er  Th.  6,  7,  8  and  li(  sieb  in  der  Kaiserliehen 
BMiolhek  in  Wien  beinden.  Diese  Theiie  enthalten  die  1718  tot 
Ha^nseh  heransgegfebenen  Briefe,  nnd  sind  nach  dein  Abdrucke 
4Hrt  de^onirt» 

'  Der-Verrede  ist  ein  rollstSndiges  t^erzeiehnlss  aHer  Schriften, 
dte  Henidsr  -  her  jmsgetebe«  hat-,  beigeAlgt,  das  41  Nrnnmem  ent* 
bat.  Ste  seHiesst  mH Beriefatigiingen  znLaUndes  Kbüogmphie. 


P  li  X  8  i  k. 


Reform  der  Naturwissenschaften.  AiiffordemDg  rii  einer 
'grÜDdUcben  Kritik,  oamentlich  d^r  Natürlehre. ,  Von  einem  Lehrer 
der  Natnnrissenschaften«    8.    Ihmbing.   1845.    T2  ggr. 

Anfangsgründe  der  Physik.  Von  Andreas  ron  Et- 
tlngsbausen.  Zweite  Auflage.  Mit  fünf  Knpfertafeln. 
Wien.  1845.    8.    3  Rtblr,  8  ggr. 

Wir  freuen. uns  sehr,  aus  dem  so  baldigen  Erscheinen  eiotr 
^vr^ten  Auflage  dieses  empfehlenswerthen  Lehrbuchs  der  Physik 
dsn  ScUuss  »eben  u  kSjpmen,  dass  die  Zahl  der  Liebhabet  einer 


«fatheaLati«-elieii  Däisteiiang  der  IlMi(Ahr«n  i^^li  Mysik  lo 
I>titiBdrfaii4  imtneffwiich  gross  geMig  isty  daeä  eio  Werk.me  das 
vorlieeende»  io  welchem  die  mathematische  Seite  det  DaratoUuDg 
Torwaltet,  sich  Bahn  zu  brechen  im  Stande  ist.  Obgleich  Verbessenin- 
gen^^rldl/tvo  sie  n^tbiK^alreBi: angebracht  ^ind,  so  hat  d^nVelf •  doch 
zu  vielen  wesentlichen  Veränderungen  keine  Veranlassung  gßfuildcsi'; 
nur  wurde  es  in  dem  chemischen  Abschnitte  für  zweckmässig  er- 
achtet ,  .durcbgebends.  nur  vo^»  AcuaiMvalenteiH  nicht  al^er  ^90^  ^tom- 
fewichten  zu  sprechen,  und  auca  die  Bezeichnung  dajiilt  11^.  £in«> 
lang  zu  bringen  9  welchem  gemäss  statt  der  in  der  ersten  Auflagf 
eebrauchten  iJoppelatome  H^»  ^>  f\  '^  ^^^  zweiten  Auflage  bloss 
ai^  einfachen  tfuohstaben  H,  iV^  67  als  Zeichen  der  Mischlings- 
gewichte stehen.  .,  .    n        r.       .  '  . 

Wir.  können  uns  daher  hier  auch  begntig^n»  auf  unsere  bei« 
fällige  Anzeige  der  ersten  Auflage  im  Literarische«  Berichte.  Nr» 
XV.  S.  237.  zu  verwjeisen,  und' wünschen: dem  empfebleoew^erthos 
Buche  qur  immer  noch  grosseren  nnd  allgemeineren  Eingang« 

Hessler:  Handbuch  der  Nifityrleht^  .nach  dem  Bedarf  d^ 
Techiiiker»  Künstler  uuil  Gewerbttrjeibeuden »  jind  z\im  Gebr^uc|i 
beim  Unterricht  in  tecnnischen  {Schulen,  ^.wie^.peiiD.SelbstunterT 
ficht  für  priiktische  Ti^cbüiker  und  Gewcrbtr^bende.  und  IndustrielLe 
«Ibiediaupt. ,  rMit  500  |lölzscbnitteq.    Wien.  1845,  .3  Kthlr.  8  ggr^ 

fiafidwOrterbpch  der  €hemie.unid  Physik.  2r  Band  2t^  H&lft^i 
(H-*-IÖp'  ^/erausgegeben  von  E.- F.  August,  F.  W.  B#jpentiib 
W.  H.  Dove,  L.  F.  Kämtz^  K.  J^«  Klodea,  R.  F.:  M^rcb^^ 
F.  Minding,  F.  W.G.Radioke,  J.  A.  W.  Roebpr,.!,,  T?V.W-  lA^. 
Seebeck.  /Mit  e'^nged ruckten  HobscbiHtteq«  Berlin« ;;  1645^,  •  gi».' & 
1  Rthlr:  8  ggr. 

Menzzer,  ]>f.  C  L^:  die  Lehre:Voni*Luftdruck,  In  ihrem: 
Prinqin  aU  unlogisch  erwiesen  >. bebst veiier  .Fundamefotalthesiid 
ubcfr  aas  Barometer  und  die  Schwere^    H&Uieraladt..  £845. ,  :8  Igsrw 

'.  P pulsen,  Dr.  Chr«  H.:  di^  Ci^fM^ct-TbeoKrie,  Yeütbetdigl 
geg^  Faraday^s  Abhandlung  :  „über  die  QueUj^.d^  Kraft  U»  de? 
y  olta'scbep  Säule.''  Inaugural  -  Dijsse^taiioQ. ,  gr.  i 8y  Heid^lbierg; 
1843.    6  ggr. 


'Magnetische  und  meteorologische  .Beobäclitupgeni  zu  Pn^«' 
Heraasgegebi^n  Ton  K.  KreUt  <  5r..  il[alirgang.  gr.  4..,.  Prag,  fß4aw 
3,|lthlr;.,^..fgr.'..  •;■/■    ..'V.'-;   •       •:  "    ;.    /:. ':   '  ,.n\     .    w.    •    .'•  uJ 

S  i  m  o  n  i  n ,  pef^  r  !ä!esum^  äes  '^  ob'servatibns  m^t^örologiques 
faites  k  Nanci  pendant  Fannie  1844,  et  de  la  Constitution  mödicale 
de  la  m^me  ann^.    In  8.  plus  un  tableau.    Nanci.  1845. 

ObserTations  des  Phänom^nesp^riodiques.  Extrait 
duTomeXYIII.  desMämoires  des  lAcadömle  Royale  de 
Brnxelles.    4. 

Diese  Abhandlung  des  Herrn  Quetelet  enth£lt  die  Zusam- 
menstellung der  Resultate  der  bekanntlich  von  der  Akademie  der 


PonilUte  Nute  «v#  te  «^Wore  4e  Malaiuia^.*  Fttiir.  1W5; 
»Cmt 

Berfran^,  Alex;:  iietlres  s«rr  lern  rvtohitioiM  du  dlobe. 
EmicMes  de  DonveHesnotes  par  Anu^o  etc.  '  Mt  4  Tiif.  Pari« 
18«^.    6  Fr.  r  ^ 

Der  pbysikaliacbe  Apparat,  insbesondere  als 
Lehrmittel  io  GyntDasieo,  Realschulen  und  anderen 
Unterrtcfataanstalte».  Von  Dr.  J.  Henssi,  Oberlehrer 
am  €rresshera«f|L  FriedricJi  Franz  Ctymnasinm  zu 
Parefaim«    Parehim  and  Lndirigslnst.  1845.    8.    8  ggr«  ' 

Diese  kleine  Schrift,  welche  ui^räDglich  als  Abbandlling  des 
Scbnlprogrammcs  des  Gymoasimns  zu  Parehim  fnr  1845  gedient 
bat,  ist  angehenden  Lehrern  der  Physik  anr  höheren  Cnterrichtsai^ 
Stalten,  namentlich  solchen,  deren  erstes  amtliches  Geschäft,  wie  dies 
namentlich  jetzt  bef  neuen  Anstefhiogen  faanfig  der  Fall  ist,  Iq  der 
Anscbafiing  ejiies  nenen  oder  wenigstens  volS^digeren  physika- 
lisi^en  Apparats' besteht,  zn  empfehlen,  weit  sie  in  derselben 
manche  beherzignngswerthe  Andeutungen  finden  werden.  Mit  den 
in  dieser  l^brift'  ausgesprocbeftien  Ansiebten  fiber  die  StÄcke, 
a|as  denen  ein  för  eine  höhere  Lehranstalt  bestimmter  physikali- 
scber  Apparat  Torzvgsweise  bestehen  muss,  erklären  wir  uns  im 
Allgemeinen  vlillig  einTetstanden.  Da  die  zu  Gebote  stehenden 
M itM  meistens  b^cfaränkt  sein  werden,  so  \md  immer  yorziigllch 
der  Grundsatz  festgehalten  werden  müssen:  Wenig,  aber  das 
Wenigegut,  was  auch  ganz  die  Ansicht  des  Herrn  Verfassers 
zn  seinr  scheint.  Natirlich  müssen  so  yiei  als  mSgllch  ^le  Haupt- 
Ubven  tmd  unttt  denselben  wieder  vorzugsneise  diejenigen  bedacht 
wsefden,  «wekhe  besoiiderä  eine  Begrfindung  auf  experimentalein 
Wege  erfordern.  Aber  auch  für .  die  einer  mehr  mathematischen 
BegründiMg  ftlMg^  Lehre«  sind  einige  zweckmässig  f/fngerichtete 
Appavat^  'Sebr  wl^scbl'iiswetfli,  weil  es  Immer.  f£r  -  die  SdrÄer 
bOehst  anregend  tilid  belehrend  sein  muss,  wenn  ihnen  die  genaue 
Uebereinstimmung  der  auf  rein  theoretischem  Wege '  gefundenen 
Resultate  mit  dem  Ergebniss  unmittelbarer  Erfahrung  vor  Augen 
ffdegt  werdto^kVitin;"  Auch'aitf  einige  webiger  ällgemeib  bekannte 
Apparat^',- Wie- z.  B.  auf  das  Monröchotd  ttnd  den  Orgefappar^trÖQ 
Lange  in  Berlin  ist  in  dieser  Schrift  aufmerksam' gemacbt* wor- 
den ,  .was  derselben  ebenfalls  zur  JSmpfehlupff  gereicht 
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,  Verulsfilite  iSchjrinenil    ' . 


Die  drei  neuesten  TheÜe  voa 
The  AueTicAD  Journal  «f  Sciepo«  and  Arlp:'  Coa< 
ducted  by  Profeasor  Silliwaa  andBeujanlBSiUl- 
niRD.    New  Haren. 
enthalten    ausser    vielen   anderen   bemerketj^werthen    naturwistwl»- 
scbafUicbeD)   TorzfieJicb   aach  cbemiscben  Abhandluni^n.  dl«  fol- 
gsaden  mathematischen  und  physikalischen  Aufsätze.. 

Vot  XLVX.  1844.  Nro. 
Tellon  Light  iq  producing  tfae  Gi 
Movemenls^  of  Plants ;  by  D.  P.  ( 
XIV.  On  the  Mode  of  Formati 
Prof.  Williapi  A.Norton,  p.  1 
and  Uip  of  the  Magnetic  Needle  at 
Mitchell,  p.  157;  —   Art.  XXH 

of  Savoy,  and  other  parte  oftbe  Pennine, Chain^witb«t>sen'ations 
on  the  phenamena  of  GlaciMsi  by  Jajnes  Dl  Forbes,  FiR.  S> 

p.  172.  \  _ .        ■  ;:: 

Nr«.  11.  Art.  V.  Statement  of;  Ele^iona  m  Wisconsifl ;  by 
J.  A  Lapham.  p.>  258.  —  Art.  V 11.  Abstract  ofaMeteoroloftiobl 
Jearnal  titr  the  year  1843,  ketit  at  Marietta,  Ohio; .  by  &  P. 
Hlldreth,  M.  LI.  p.  277.  —  Art.  Vlll.  A  Week  among.tbe 
GUciers;  by  Dr.  H.  Allen  Grant.  p.  281.  —  Art.  XIV^  On  tbt 
Paralldograra  of  Forces;  by  Prof.  Alexander  C.  TWinin». 
.  .    „.,..    Q^  j^g n 


w  324.  --   Art  XVll.   On  the  possible  Variation  in  the  Len^M 

„f  the  Day,    or  of  the  Times  of  Rotatior  "^  *>—  »i"--»»- "  ■*- 

Alis;  by  Prof.  W.  W.  Mather.  p.  344. 


FoL  Xiril.  1844.  Nro.  1.  Art.  U.  Researches  in  Elu- 
cidalion  of  the  Distribution  ofHeat  over  theGlobe,  and  especlaily 
of  the  Climatic  Features  peculiar  to  the  Region  of  the  United 
States;  by  Samuel  Forry,  M.  D.  p.  18.  -  Art  III.  A  new 
Method  for  compiitiiig  laterest;    by  Cieo.    R.  Perkius,  A.  M. 

R61.  —  Art  VI.  Observations  upon  the  Dip  of  the  Magnetic 
eedle;  by  Prof.  Thomas  Hobart  Perry.  p.  84.  —  Art.  VII. 
Astronomical  Obsenratioma  {terformed.iatvthe  Jili|>erial  Observatory 
of  Pufkova;  translated  from  the  BibliotMqac<Uoi Verselle,  of  Oitte* 
her  1843;  by  Jas.  Nooney,  Jr.,  A.  M.  p.  88. 

Nro.  II.  Researches  in  Elucidation  of  the  Distribution  of 
Heat  orer  tbe  Globe,  and  esnecially  of  the  Climatic  Features  pe- 
culiar  to  the  Region  of  tbe  United  States;  by  Samuel  Forry, 
M.  D.  (concluded).  p.  221.  — _  Art  II.  On  tbe  Condition  of 
Equilibrimn  betneen  Liviu^  AHmBUd  Forces ;  by  Robert  Henry 
Fauntleroy.  p.  241,  —  Art.  IV.  Comparison  of  Gauss's  Theory 
of  Terrestrial  Magnetism  with  Observation,  by  Prof.  Elias 
Loomis;  p.  278.  ~-  Art.  VI.  Abstract  of  a  Meteorologie  at  Re- 
gster for  1832—43,  Lept  at  Rio  de  Janeiro;  by  John  Gardner, 


Esq.  p.  290»  —  Art  IX.  Secular  Acceleiatioa  of  the  Moon  s  M ean 
Motion;  by  JaAM  B.^A^in.  o»  3^  —  Ai^  Xm.  On  the 
Measnre  of  Pblygotis;  -hf  rt6L  tßl*btge  C.'Whitlock.  p.  380. 

Vol.  XLVIIL  1845.  Kto.  h  Art  m.  Masnetical  loTesti- 
gatioiw;  by  the  Rer.  William  Seoresby,  B.  D.  p.  33.  — 
Art.  IV.  A  new  way  of  obtainiog  the  Exponenfial  and  Loffarithmic 
Theorems;  by  Prof.  Theodore  Strong;  p.  30.  -^'  Art.' XII. 
Kew  Experiments  on  the  Solar  ifijM^itrani;  cöimiliitticäted  by  Prof. 
Ofaisteil.  D.  137«  -^  »Art«  'XV.  ßlltNst'  of  a  cöntmcted  space  in 
obstmcting  tne  Vibrations  of  a  Mercariaf  Pendaliku;  by  George 
Bsl^er;  p.  156  .    '    ■ 

Nk^of  iL  Art.  n.  Remnirlrs'by  Dr.  Aare,  oil  a  recent  ispe^ 
cnlation  by  FaradaT  on  electrlc  condaction  and  the  natnre  of  mi^ttlNr* 
p.  247.  —  Art  Vit.  Abstract  of  a  Meteorolc^cal  Journal,  for  the 
year  1844,  kept  at  M^rietta,  Ohio;  by  S.  F.  Hildreth,  M«  D. 
p.  287.  —  Art,  X*  Observations  made  at  New  Haven,  Conn.«  on 
the  Sbödting  Stars' of  the  Augusf  Meteonc  Period,  in  1844;  comr 
manicated  by  E.  C«  Herr  Ick.  p.  316,  — r  Art.  Xffl.  ildea  of  an 
Atom  9  su^ge^ted  by  the  pheoomena  of  weigtb  aid  temperature ; 
by  Jamesi).  Whelpley.  p.  352. 

'  .Oeti  lieiden  Nanunem  einei^  jeden  Bandes  sind  Immer  reich- 
haltige  bibliographische lÜötizen  und  Miscellen  beigegeben,  so  dass 
dieses  längst  bexannte  treffliche  Journal  ffir  einen  Jeden ,  wer  sich 
mit :  4leB  Fortschrilten  der  mathematfscben  und  physikafischen 
Wwenschaften  'im  )4er«iecien  Welt  bekantat  machen,  und  in. fort* 
i^bdendierrBekanDtsekift  -  erhahfn  wM^  ^amz  uncfntbehrlich  ist 
•Wir  JiDÜn  ubunlerblrochen  im  ^Stande  zu  jBem,  den  Hauptinhalt  det 
•inzehlen  /  Nümm^ru  bald,  nachi  ihrem  Erscheineb  m  dem  JLtterari-i 
arhra  Berichte  'adzuebeb,  und,  .was  nns-beisonders'lMimei^ns- 
tttvth'inift  DhsMiii  l£reck^.  lörflerlich  slu .  Hein"  scih^nt>,  <  lo  den 
Arcbiri»:  irfttfaeilen  zfei»  kMuen.-  :     - 
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ülterarlselLer  Berlclit 


C^eschichtie  der  Slatliemallk  und 

Physik. 


Id  dem  neuesten  Bande  der  Annialen  der  k«  k.  Stern- 
warte in  Wien  (Drei  und  zwanzigster  Theil.  Neuer 
Folge  Dritter  Band.)  hat  Herr  Director  C.  L.  von  Littrow 
einige  interessante  Notizen  über  Kepler  mit^theilt^  welche  wir 
hier  ausheben^  da  die  trefflichen  Annalen  der  V^iener  Sternwarte» 
die  nach  dem  Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausseeeben  werden »  wohl  nicht  vielen  Lesern  des  Archivs  zu 
Gesicht  kommen  dürften. 

In  der  zu  Linz  erscheinenden  Zeitschrift  des  Museum 
Francisco- Carolinum  für  1842  dnden  sich  mehrere  Aufsätze 
von  Herrn  G.  Kapp  über  einige  Kepler's  Aufenthalt  in  Linz 
betreffende  sehr  interessante  Urkunden  5  die  man  im  Archive  der 
ob  der  ennsischen  Stände  aufgefunden  hat.  Ein  Facsimile  eines 
Theils  einer  dieser  Urkunden  theilt  Herr  Director  von  Littrow 
in  dem  genannten  Bande  der  Annalen  mit  9  und  bemerkt  zu  besse- 
rem Verständniss  desselben  vorher  Folgendes: 

Kepler  bekleidete  die  Professur  der  Mathematik  an  der  Land- 
schaftsschule,  seine  Hauptbeschäftigung  blieb  aber  die  Verfertigung 
der  Rudoiphinischen  Tafeln  5  und  tiefaenbei  der  Landmappen  von 
OberOsterreich.  Auf  die  letztere  Arbeit  scheinen  die  Stände  be- 
sondern Werth  gelegt  zu  haben»  weil  die  vorhandenen  Karten 
von  Lazius  und  mrsvogei  unrichtis  und  unvollkommen  waren.  Die 
Fortschritte»  die  Kepler  seit  dem  Jahre  1614  in  deren  Verbes- 
serung gemacht»  dünkten  den  Ständen  zu  gering»  und  es  scheint» 
dass  sie  es  an  Betreibungen  nicht  fehlen  Hessen.  Kepler  fühlte 
die  Schwierigkeit»  zwei  so  weitläufige  Arbeiten»  deren  eine  die 
andere  ausschloss»  neben  einander  zu  fördern.    Natürlich  lag  ihm 

Band  TB.  27 


y 


410 

selbst  vorzfiglieh  sein  astroncMDisches  Werk  am  Henen;  der  Ter- 
fertigong  der  Landmappen  hatte  er  sich  ans  schuldigem  Ge- 
horsam, wie  er  sich  ao  mehrereD  Stelleo  aosdrudct,  nDterzc^n. 
Auf  eine  wiederholte  Betreiiraog  der  Stande  gab  er  endlich  die 
Antwort  in  eineüi  Berichte ,  ans  welchem  das  mi^etheilte  Fac- 
simile  entlehnt  ist  Nachdem  er  vorausgeschickt,  dass  die  Vornahme 
der  einen  Arbeit  nothwendig  die  Veniachlässigung  der  andern  zur 
Folge  habe,  handelt  er  vbn  dem  Umfange  jeder  einzelnen,  und 
spricht  sich  nun  über  die  Rudolphinitichen  Tafeln  insbesondere  in 
der  folgenden  jedenfalls  sehr  charakteristischen  Weise  aus. 

„ä3cn  ben  Tabulis  Rudolplij." 

„dnet  Qintibtn  tretben  feiger  toii\en,  Dbft  eon  ftnbem  Madie- 
maticis  berichtet  fein,  bai  in  re  literaria  bie  Xabulä  astrono- 
micae  ein  tDC^Ibebac^tlid^e^  Jpanptxotxt^  fein  muffen,  onb  gar 
nit  toie  ein  Comedj  über  nad^t  an^ufienen ,  ober  n>ie  ein  poema 
anff  bioffen  einfaOen  befiele ,  ober  n>ie  ein  Commentarios  super 
Aristotelem  an$  htm  Snnel  }u  fd^uttelen:  fonbetn  man  ftc^  ml 
3a^dang  }a  Wamsen  tmb  mit  ObservaCliMiiHis  enb  ealeMatio- 
nibos  )u  bemühen  ^abe,  »Hl  mum  hie  rec^nnnfi  alfo  t>erfaffen, 
haß  fit  anff  ml  ^unbert  ja  taufent  Sa^re  ^inber  fic^  Dnb  für  ftc^ 
gelten  foQe.  Copernicas  ^ät  27  3a^r  jugebrac^t,  e^e  er  fein 
opus  Revolutionum  9nb  Xabnlae  an^  Ite^t  gebracht.  Sin  ben 
Tabulis  Rudolphj  ^att  Tycho  Brahe  albereitt  38  ^a^x,  namlid^ 
btf  in  feine  gruben ,  »nb  itoax  ieberjett  mit  J^ulff  14.  20.  30. 
etiidiosorum  gearbeitet  @etne  äJerrid^ttttig  ifl  btfe:  @rfi(i(i^  ^tt 
<Sr  ba^  wextf^  mit  Observs^tionibus  (lobld^e  gletd^fam  t^nfer 
3eug ,  flein  »nb  ^ol6  jum  ge|)eu  feinb)  fiberfißfftg  !>erfe^en ;  ffirt 
anber  bie  fixas  steUas  über  ein  3^aufent  außgered^net,  \>nb  jeben 
flem  feinen  ort,  »eil  Cr  benfelben  jeber3eit  bereit,  aufgejei^net 
Sritten^  l^att  @r  an  ben  Planeten,  tooQid^e  toegen  ite  oilfaUtgen 
t^enoirten  S3en>egung  baß  meifie  ^oppred^en  &erurfac^en,  auc^ 
angefangen,  t>nb  iep  fon  tynb  Wlonb  überhaupt  baß  (einige  get^an, 
&nb  ben  bau  an  biefer  feitt  auffgefd^Iagen. 

Die  übrigen  fönff  planeten,  nit  toentger  an  ®en  9nb  S^otib, 
fo  in(  Dnb  me^r  benn  Sd^  ober  <Sr  jemal^lß  gemeint  ^att ,  feinb 
mir  gej^Iiben. 

9ln  ber  @onnen,  aU  bem  di^ein  tv^  grunbfefle  ifi  oUen 
Planeten  Dnb  an  btm  Planeten  Marte  ^ah  Sd^  9  %a\^x  gear^ 
beittet^  ba  3d^  noc^  umlid^e  J&ulff  \ypn  /Caugli^^n  stad^osis  ger 
%oibt ,  big  id^  meine  Conunejitaria  de  Marte  a»&  Ued^t  gebraqft 

Derjenige  gelehrte  Mathematicns  /  DarHd  Fabridtis,  bet 

mii^  i)or  einem  3«i>t  wegen  meinet  langen  SJeriua^  fkrrf^  an» 
ß^Jfl}>fFit  t>nb  je  toermeint,  <Sr  tt>oIte  xmt  feinen  Tabulis  fertig 
fein,  ber  }find^t  bi%  Saf^r  bie  fd^nauppen  tt>tber  ein,  i>nb  mefbet, 
baß  ftd^  bejj  ben  ©onnenfinflernüffen  noc^  ein  anbercr  merrHid&er 
defectos  ^nbe,  ber  bi0  ba^ero  no(^  i>nerbrtert  gepitben,  ift  ge« 
toif  (id^  nwl  an  ben  re4iten  .Snopff  fommen/^ 
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Die  Unterachrift  dieses  Berichts  lautet  vrSrtlich  so: 

Die  Aufschrift  ist  folgende: 

So^an  «Kepler^  Mathematici  ge^orfamfled  anpritigen. 

Hier  hat  also,  was  jedenfalls  höchst  bemerkenswerth  ist, 
unser  berühmter  Landsmann  selbst  seinen  Namen  in  derselben 
Schrift  einmal  Keppier^  und  einmal  Kepler  geschrieben. 
Daher  bemerkt  Herr  Director  v.  Littrow  mit  Rechte  dass  hier- 
nach die  Schreibweise  dieses  gefeierten  Namens  der  Wiilkfihr 
anheim  gestellt  zu  sein  scheine. 

Man  ist  Herrn  Director  v.  Littrow  für  diese  Mittheilungen 
grossen  Dank  schuldig »  so  wie  überhaupt  dergleichen  Beiträge 
zur  Geschichte  der  Mathematik  sehr  dankbar  aufzunehmen  sind. 
Bei  einem  Manne,  der  wie  Kepler  ein  so  sehr  bewegtes  Leben 
geführt  hat,  und  seinen  Wohnsitz  an  so  vielen  Terschiedenen  Orten 
aufzuschlagen  genuthigt  gewesen  ist,  würden  sorgfaltige  Nachfor- 
schungen über  sein  Leben  an  diesen  verschiedenen  Qrten  gewiss 
zu  manchen  nicht  unwichtigen  Resultaten  führen  und  zu  interes- 
santen  Mittheilungen  Verattiassung  gebeu  können.  So  ist  z.  B. 
Kepler  bekanntlich  auch  kurz  vor  seinem  am  15.  November  1631 
zu  Kegensburg  erfolgten  Tode  Professor  der  Mathematik  zu 
Rostock  gewesen.  Ueber  diesen  freilich  nur  sehr  kurzen  Ab« 
schnitt  seines  Lebens  ist,  so  vi^i  uns  bekannt  ist,  bis  jetzt  nichts 
Genügendes  veröffentlicht  worden.  Daher  möchten  wohl  einige 
Nachforschungen  in  dem  dortigen  Universitätsarchiye  über  die 
nUchste  Veranlassung  seiner  Berufung  und  über  sein  ganzes  dor- 
tiges Wirken  wünsch enswerth  sein ,  welche  gern  in  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  von  uns  aufgenommen  werden  würden. 


In  Nro.  43.  und  44.  (ausgegeben  den  1.  Mai  1845),  und  Nro. 
46 — 49.  (ausgegeben  den  10.  Juni  1845)  der  Mittheilungen 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  hat  der  Ar- 
chivar der  Gesellschaft,  Herr  Rudolf  Wolf, 

Auszüge  aus  Samuel  Königs  Briefen  an  Albrecht 
von  Haller,  mit  literarisch  «^historischen  Notizen 

mitgetheilt,  welche  auch  in  einem  besondem  Abdruck  als  für  sich 
bestehende  Schrift  erschienen  sind. 

S  a  m  u  e  1 K  ö  n  ig,  welcher  1712  zu  Büdingen  geboren  wurde  und 
nach  mancherlei  Schicksalen  im  August  1757  alsHofrath  und  Biblio- 
thekar des  Prinzen-Statthalter  von  Holland  un^  Professor  der  prakti- 
schen Philosophie  an  der  Ritterakademie  im  Haag  starb,  eehört  zwar 
nicht  zu  den  grössten  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts, 
nimmt  aber  neben  denselben  keine  unwürdige  Stelle  ein.  Am  meisten 
ist  er  durch  seinen  mit  Maupertuis  mit  grosser  Heftigkeit  g«* 
führten  Streit  über  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  und 
seine  in  dieser  Streitsache  unter  dem  Titel  Appel  au  public 
erschienene  Schrift,  seine  Elömens  de  Göomötrie,  contenant 
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left  six  Premiers  liTres  d'Enclide.  A  la  Haye.  1758.  4.*) 
und  Terschiedene  einzelne  Abhandlungen  bekannt  seworden.  In 
den  Ton  Herrn  Wolf  mitsetheilten  Briefen  giebt  Kunig  seinem 
berfihmten  Landsmanne  AlbrechtT.  Haller  unausgesetzt  Nach- 
richt über  seine  Schicksale  und  wissenschaftlichen  Arbeiten  und 
ßestrebungen  y  Torzuglich  naturlich  über  die  envähnte  Streitsache. 
Dieselben  lassen  einen  sehr  hellen  Blick  in  das  Treiben  der  Ge- 
lehrten der  damaligen  Zeit  und  einiger  gelehrten  Gesellschaften 
thun,  und  sind  iedenfails  ein  sehr  dankenswerther  Beitrag  zur 
Geschichte  der  Slathematik.  Die  Sprache  ist  nicht  selten  etwas 
derb»  wie  z.B.  in  demFranequer.  3.  juin  1748  datirten  Briefe, 
wo  Kon  ig  u.  A.  Folgendes  an  Haller  schreibt:  „On  me  mande 
qu'on  songe  serieusement  a  etablir  a  Berne  und  profession  de 
mathematique ,  cela  est  admirable;  mais  je  vois  qne  cela  va  dans 
l'ancien  train,  puisque  dans  le  Gutachten  du  Senat  academique, 
Mr.  Engelhard  9  par  le  canal  apparement  de  quelques  amis,  est 
mis  en  avant  eomme  fort  capable  de  poste.  De  giace,  mon  eher 
Monsieur,  puisque  Vons  ayez  tu  ce  que  c'est  que  mathematiques 
m^lez  Vous  t|n  peu  de  cette  alfaire  ik,  puisque  Vos  amis  qoi  ont 
du  credit  s'en  rapportent  ä  Votre  jugement.  Que  savent  ces  Mes- 
sieurs du  Gutachten  de  Mr.  Engelhard  et  de  ses mathematiques, 
qni  sont  aussi  peu  son  fait  que  la  medecine  est  le  mien :  il  ne  s'y 
est  Jamals  appliquä  et  ne  se  donne  pas  pour  cela.  II  en  est  de 
m^me  de  Blauner  aue  je  connais  particnii^rement;  c'est  un  tres- 
pauvre  diable,  absolument  sans  g<§nle  et  sans  science  et  absolu- 
ment  incapable  d'un  tel  poste  **).  Je  n'en  dis  pas  autant  d'up 
certain  homme  du  pays  de  Vaud,  nomm^  Mr.  M^gard,  qui  fait  le 
mutier  d'avocat  ä  üerne;  celui-lä  est  fort  habile,  au  point  que  j'ai 
cru  pouToir  le  recoramander  ä  P<§tersbourg  en  qualit^  de  geometre, 
mais  il  n'a  pas  voulu  y  aller  u.  s.  w.'*  Von  emer  andern  Art  ist 
der  schone  von  einem  tielen  Gemfith  zeu&;ende  Brief  Franequer. 
15.  d^cembre  1747,  in  welchem  er  Uallern  den  Tod  seines 
von  ihm  erzogenen  Bruders  anzeigt. 

Jedenfalls  hat  Herr  Wolf  durch  die  Sammlung  dieser  Briefe 
einen  dankenswerthen  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  über- 
haupt und  der  Geschichte  der  Mechanik  insbesondere  geliefert, 
in  welcher  letzteren  der  Streit  zwischen  Kunig  und  Maupertuis 
über  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  wenn  auch  die  wissen- 
schaftlichen Resultate  desselben  nicht  gross  genannt  werden  dürfen, 
immer  ein^  nicht  ganz  unbedeutende  Kolle  spielen  wird. 

Sollte  sich  Herrn  Wolf  noch  Gelegenheit  zu  ähnlichen  Mit- 
theilungen darbieten,  so  verdient  er  alle  Aufmunterung,  dieselben 
dem  mathematischen  Publikum  nicht  vorzuenthalten. 


*  *)  Es  giebt  anch  eine  Ausgabe  von  1762. 

**)  Gerade  aber  dieser  pauvre  diable  erhielt  nach  Herrn  Wolfs  Be- 
merkung im  Jahre  1749  die^  neue  Professur,  und  war  in  derselben  der 
Vorgänger  des  verdienten  Tral  les ,  welcher  später  Akademiker  zu  Berlin 
wnide,  und  als  solcher  im  Jahre  1822  auf  einer  Reise  zur  Besorgung 
eine«  Fendelapparats  in  London  plötzlich  starb. 
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Systeme,  üehr-  und  ^flTKrterlbficIier. 


Wörterbuch  der  angewandten  Mathematik.  Ein 
Handbuch  zur  Benutzung  beim  Studium  und  prakti- 
schen Betriebe  derjenigen  Künste  und  Gewerbe^  wel- 
che Anwendungen  aer  reinen  Mathematik  erfordern. 
Zugleich  ai«  Fortsetzung  des  KlugeTschen  Wörter- 
buchs der  reinen  Mathematik.  Im  Vereine  mit  mehre- 
ren Gelehrten  und  Praktikern  herausgegeben  von  G. 
A..  Jahn^  Dr.  Philos.,  Lehrer  der  Mathematik  und 
Astronomie^  u.  s.  w.  zu  Leipzig.  Zweiter  Band.  M — Z. 
Mit  vier  Tafeln  Abbildungen.    Leipzig.    1845. 

Mit  dem  vorliegenden  zweiten  Bande,  der  auch  einige  Zusätze 
zu  beiden  Bänden  enthält^  ist  dieses  Wörterbuch  der  angewandten 
Mathematik  geschlossen.  Was  in  dem  Literarischen  Berichte 
Mro.  XXIL  S.  329.  zur  Empfehlung  des  ersten  jBandes  gesagt 
i^orden  ist,  gilt  auch  von  diesem  ganz  in  derselben  Weise  bear- 
beiteten zweiten  Bande.  Denn  wir  sind  fortwährend  der  Meinung, 
dass  dasselbe,  ohne  tiefer  in  die  Wissenschaft  einzugehen  und 
überhaupt  höhere  Ansprüche  zu  machen ,  in  dem  auf  dem  Titel 
näher  bezeichneten  Kreise  recht  nützlich  wirken  wird,  und  als 
Hülfsmittel  zum  Nachschlagen  gute  Dienste  leisten  kann,  wenn 
man  über  irgend  einen  Gegenstand  der  angewandten  oder  techni- 
schen Mathematik  eine  augenblickliche  niclit  tiefer  ein^eh^nde  Be- 
lehrung und  einige  Machweisungen  über  die  betreffende  Literatur 
verlangt. 


Arithmetik. 


Lehrbuch  der  Arithmetik  für  höhere  Bildungsan- 
stalten.  Aus  historischen  und  psychologischen  Grund- 
lagen für  die  Zwecke  des  Unterrichts  neu  entwickelt 
von  Dr.  Theodor  Wittstein.  Erste  Abtheilung.  Die 
Operationen  an  einfachen  rationalen  Zahlen.  Hanno- 
ver.  1846.     8  ggr. 

In  der  Vorrede  macht  der  Herr  Verfasser  vorzüglich  auf  zwei 
Eigenthümlichkeiten  aufmerksam,  durch  welche  sich  dieses  neue 
Lehrbuch  der  Arithmetik  vor  andern  Lehrbüchern  auszeichnet, 
von  denen  die  erste  die  wissenschaftliche  Systematik,  die 
zweite  die  Methode  der  Darstellung,  weiches  Ausdrucks 
wir  uns  hier  fürs  Erste  bedienen,  nachher  aber  den  eigentlichen 
Zweck  des  Herrn  Verfassers  näher  bezeichnen  wollen,  betrifft. 

In  der  ersteren  Beziehung  wird  das  folgende  Princip  aufge- 
stellt:  Jeder  Schritt  vorwärts  im  Gebiete  der  Arith- 
metik  muss    entweder   ein    Fortschritt  in  der  Reihe 
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der^   Rechnunasarten  9   oder    ein    Fortschritt   in    der 
Reihe  der  Z ahleng attun gen  sein. 

Als  die  zweite  £igenthüinlicbkeit  bezeichnet  der  Herr  Ver- 
fasser die  räumliche  Au f f a s s u n g^  welcher  von  ihm  durch- 
gängig die  arithmetischen  Objecte  unterworfen  werden ,  worunter 
er  aber  keineswegs  eine  Benutzung  der  Geometrie  für  die  Zwecke 
der  Arithmetik  verstanden  wissen  will ,  sondern  vielmehr  das  Cha- 
rakteristische einer  gewissen  Klasse  von  Formen,  die  Her  hart 
sehr  passend  Reihen  formen  nennt,  und  zu  denen  auch  die 
Zahl  gehört,  darin  erkennt,  dass  sich  in  ihnen  der  Uebergans  von 
ii^ena  einem  Elemente  A  zu  irgend  einem  andern  C  nur  durch 
Vermittelung  eines  zwischenliegenden  Elements  B  ausführen  lasse, 
wozu  noch  Komme  5  dass  diese  Form  nur  eine  Dimension  habe 
oder  eine  einfache  Reihe  bilde  ^  wenn  der  Uebergang  von  A  zu 
C  nothwendig  Biet»  durch  das  nämliche  B  hindurchgehen  muss, 
wie  z.  B.   bei  der  Zeit  und   der  (reellen)  Zahl,    dagegen  im  ent- 

ge^engesetzten  Falle  mehrere  Dimensionen  habe  oder  Keihen  von 
Leihen  bilde. 

Wir  mfissen  uns  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  leider 
mit  diesen  wenigen  allgemeinen  Andeutungen  begnügen ,  wünschen 
aber,  dass  diese  Schrift,  insbesondere  auch  ihre  lesens* 
werthe  Vorrede,  von  den  Lehrern  an  höheren 'Unterricbtsanstalten 
nicht  unbeachtet  gelassen  werde.  Besonders  begierig  sind  wir 
auf  die  Art  und  Weise,  wie  der  Herr  Verfasser  späterhin  die 
Lehre  von  den  imaginären  Zahlen  seiner  räumlichen  Auffassung 
der  Zahl  überhaupt  unterordnen  und  In  sein  System  einreihen 
wird,  wodurch  er  sich  das  wichtige  Verdienst  erwerben  wird, 
diese  Lehre  nach  den  neueren  Ansichten  von  Gauss,  welche, 
wie  er  selbst  sagt,  ein  Herausgehen  aus  einer  Zahlen  1  i  n  i e  in 
eine  Zahlen  ebene  verlangt,  in  das  System  der  Arithmetik  und 
in  ein  elementares  Lehrbuch  derselben  zuerst  aufgenommen  und 
mit  dem  ersiteren  gehörig  verflochten  zu  haben. 

Wir  empfehlen  daher  dieses  Lehrbuch  nochmals  zu  besonderer 
Beachtung. 

Wiegand:  meine  Methode,  die  Sätze  der  Addition,  Sub- 
traction,  Multiplication  und  Division  durch  Beispiele  zu  .veran- 
schaulichen.   Halle.   1845.    4]  ggr. 

Heyne:  die  Vortheile  des  Gebrauchs  der  dekadischen  Ei^än- 
iungen  beim  Rechnen«    Naumburg.  1845.    4  ggr. 

Vorlesungen  über  die  Integralrechnung.  Vorzüglich  nach  den 
Methoden  von  A.  L.  Cauchy  bearbeitet  von  Moigno.  Deutsch 
herausgegeben  von  Dr.  C.  H.  Schnuse.  Braunschweig.  1846.  8. 
3  Rthlr.  8  ggr. 

Observations  sur  la  Transformation  des  Integra- 
les multiples.    Par   A.  F.  Svanberg.    A  üpsal.  1845.. 4. 

Diese  allen  denen,  welche  sich  mit  der  Theorie  der  bestimm- 
ten Integrale  beschäftigen,  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlende 
Abhandlung  ist  aus  Vol.  XIII.  der  Nova  Acta  Reg.  Soc.  Scient. 
Upsal.  besonders  abgedruckt.  Ueber  den  Zweck  derselben  können 
wir  uns  nicht  besser  als  mit  den  folgenden  eigenen  Worten  .des 
Herrn  Verfassers  aussprechen :  „Dans  les  transformations  des  in- 
tegrales multiples  il  y  a  deux  esp^ces  distinctes  de  difficult^s,  qui 
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9%  ptöMnteot,  dont  Tune,    saToIr  la  subatitutioii  ä  faire  pour  le 

Froduit  des  diff^rentielles»  a  däpuis  loDg<tem8  4t6  consid^n^; 
aotre  relative  aux  Umites ,  n'ayant  Jamals  6t6  bien  diacnt^ ,  fiSra 
Tobjet  da  memoire  präsent.  En  examinaot  une  integrale  multiple, 
prise  entre  des  limites  coDstaotes  et  fioies,  od  troare,  quelle  ne 
peot  pas  en  g^D^ral  apres  sa  transformation  etre  reprösentäe  par 
uoe  seule  autre,  mais  que  pour  udo  integrale  double  p.  e.  il  eo 
faut  quatre,  prises  entre  des  limites  diffSrentes,  pour  rc^produtre 
la  valeur  de  la  propos^e.  La  matlere  etant  abstraite,  il  nous 
semble  bon  d'aborder  la  question  par  des  consid^rations  g^omcS- 
triques»  qui  fi^ront  voir  an  lecteur  au  premier  coup  d*oeil  les  diffi- 
colt^s  noovelles  et  le  chemin ,  qu'il  lui  faut  suivre  pour  les  sur- 
monter.  La  transformation  des  integrales  multiples  d'un  nombre 
qnelconque  de  variables»  prises  entre  des  limites  constantes  et 
nniesy  se  faisant  d'une  maniere  parfaitement  semblable  k  celledes 
integrales  doubles,  nous  croyons  pas  necessaire  dV  faire  applica- 
tion  speciale/'  Unter  mehreren  Demerkenswerthen  Formein ,  sbu 
denen  der  Herr  Verfasser  gelangt,  befindet  sich  auch  das  von  Herrn 
Dr.  Schiömilch  in  diesem  Archiv.  Tbl.  V.  S.  21L  entwickelte 
Integral 
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welches  Herr  Professor  A.  f.  Svanberg  mit  Hinweisung  auf 
Herrn   Dr.  Scblömilchs  Arbeit  auf  folgende  Art  ausdrückt: 


e 


y'*®sinw^    ,      _  e~"^  p-mh  Og    _^       gmA  pmh  ^g 

woraus  mittelst  einer  leichten  Transformation  das  von  Herrn  Dr. 
Schiömilch  a.  a.  O.  angegebene  Integral  folgt. 

Wir  empfehlen    diese    Abhandlung    nochmals   zu    besonderer 
Beachtung. 


Oeometrie. 


Ueber  die  Methode  des  geometrischen  Unterrichts. 
Nebst  Erläuterungen  zu  dem  Leitfaden  für  den  ersten 
Unterrricht  in  der  Geometrie.  Von  Bernhard  Becker, 
Oberlehrer  an  der  höheren  Bürgerschule  zu  Ofden^ 
bürg.    8.    Frankfurt  a.  M.  1845.     16  ggr. 

Diese  Schrift  ist  gegen  die  Euklidische  Methode  gerichtet. 
Wenn  \der  Herr  Verfasser  auf  S.  72.  in  einer  Note  sagt:  „Freunde 
und  Verehrer  der  Euklidischen  Methode  werden  das  hier  vom  pä- 
dagogischen Standpunkt  aus  (gefällte  Urtheil  vieHeicht  etwas  weg^ 
werfend,  finden.  Dass  die  Euklidische  Methode  vortrefflich  wirken 
kann,  wo  sie,  von  einem  tüchtigen  Pädagogen  gehandhaht,  wirklich 
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in  das  Seefenlebeii  der  Jugend  eingreift,  das  soll  nieht  griengnet 
weiden  y**  so  Ktimmeo  wir  ihm  darin  voUkonuneo  bei.  Wenn  er 
dann  aber  faiDziif&gt:  y^lleio  die  Erfahmng  bestätigt  nur  zn  sehr, 
dass  diess  höchst  selten  der  Fall  ist,''  so  müsseo  wir  uns  erianbea, 
ihm  bemerklich  zo  macheo ,  dass ,  um  korzw^  ein  solches  Urtheil 
ebne  alle  Aomaassuog  fallen  zo  dürfen,  eine  sehr  grosse,  an  sehr 
▼ielen  Orten  io  Terschiedenen  Ländern  —  und  zwar  nicht  bloss  in 
den  Ländern  deutscher  Zange,  sondern  z.  B.  anch  in  Ejigland, 
Holland^  Schweden  n.  s.  w.,  wo  doch  auch  Mathematik,  nament- 
lich Geometrie,  sehr  viel  gelehrt  and  getrieben  wird  —  gemachte 
Erlahronff  nnd  eine  genaae  Kenntniss  der  IndiFidaalität  sehr  vieler 
Lehrer  der  Mathematik  erforderlich  ist,  die  wir  uns  in  dem 
Maasse ,  wie  sie  um  einen  solchen  Anssprach  geradezu  für  richtig 
oder  unrichtig  erklären  za  dürfen ,  uns  erforderlich  zu  sein  scheint, 
nicht  beilegen  können. 

Abgesehen  hiervon  ist  aber  das  Schriftchen,  Von  dem  Stand- 

Knkte  des  Herrn  Verfassers  aus,  verständig  abgefasst  und  be- 
ndet  den  erfiihrenen,  kenntnissreichen  und  seinem  Lehrgegen- 
stande mit  der  wärmsten  Liebe  eigebenen  Lehrer.  Eine  Xehr- 
methode  im  Allgemeinen  charakterisiren  za  wollen,  hat  immer 
seine  eigeothfimliche  Schwierigkeit«  was  auch  hier  der  Fall  ist.  Wir 
können  nnr  sagen ,  dass  die  Methode  des  Herrn  Verfassers  eben  die 
ist,  welche  in  neuerer  Zeit  der  alten  Eaklidlschen  Methode  mehr- 
fach gegenüber  gestellt  worden  ist,  und  sich  wohl  zuerst  in  den 
Schrißen  und  der  Lehrweise  Tbibaut's  —  den  wir  aber  hier  bloss 
anfilhren ,  um  die  Methode  in  der  Kürze  zu  charakterisiren ,  womit 
wir  übrigens  nicht  sagen  wollen,  dass  der  Herr  Verfasser  gerade 
ein  besonderer  Anhänger  desselben  sei  —  am  meisten  ausgeprägt 
hat.  ,4)ie  Grundgedanken ,''  sagt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  7o.,  ,,die 
den  Lehrer  beim  Unterrichte  in  der  Geometrie  leiten  müssen,  be- 
ruhen einerseits  auf  der  Forderung  der  Wissenschaft,  dass  man 
in  das  Wesen  und  Werden  des  Gegenstandes  eindringt  und  die 
wesentlichen  Gesetze  der  Geometrie  genetisch  ableiten  müsse, 
andererseits  auf  der  Forderung  der  Pädagogik,  dass  die  Seele  in 
ihrer  Totalität  als  Einheit  vom  Denken  und  Anschauen  aufgefasst, 
und  namentlich  die  mathematische  Phantasie  als  das  eigentliche 
Element  aller  mathematischen  Thätigkeit  geübt  werden  müsse,'* 
worin  wir  ganz  mit  ihm  übereinstimmen,  aber  glauben,  dass  es 
verschiedene  zu  diesem  Ziele  führende  Wege  gebe. 

Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geome- 
trie von  Bernhard  Becker,  Oberlehre[r  an  der  höheren 
Bürgerschule  zu  Oldenburg.  8.  Frankfurt  a.  M.  1845. 
8  ggr. 

Wir  halten  diesen  einfach,  aber  doch  systen: atisch  gegliederten,  auf 
die  fortwährende  Anschauung  und  die  praktische  Anwendung  gerichte- 
ten Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Geome- 
trie, eben  für  diesen  ersten  geometrischen  Unterricht  in  den  un- 
tersten Klassen,  also  etwa  für  zehnjährige  Knaben^  sehr  zweckmässig 
abgefasst,  und  sind  stets  der  Meinung  gewesen,  dass  dieser  erste 
Unterricht,  wenn  er  einige  Frucht  tragen  soll,  vernünftigerweise 
kaum  anders  ertheilt  werden  kann  und  darf.  Für  die  lioheren 
Klassen  von  Tertia  an  machen  wir  aber  andere  wissenschaftliche 
Ansprüche,    und  halten,   wie    sehr  auch  in  der  vorhergehenden 
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Schrift  und  in  der  Vorrede  zu  der  vorlie^nden  der  Verfasser  da- 

Segen  sprechen  mag,  eine  Methode^  die  im  Wesentlichen  sich  an 
ie  griechischen  Muster  anschliesst^  in  den  Händen  eines  tüchti- 
H^n  Liehrers  für  diejenige^  weiche  am  sichersten  zum  Ziele  fährt, 
iind  ffir  -die  gesammte  wissenschaftliche  Bildung  der  Schüler  unter 
allen  Umständen  die  meiste  Frucht  bringt.  Von  den  Schätzen, 
welche  uns  die  sogenannte  neuere  Geometrie  darbietet,  kann  und 
muss  man  auch  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  allen  nur  mög- 
lichen Gebrauch  machen,  worauf  in  diesem  Archive  schon  mehr- 
mals hingewiesen  worden  ist.  Mehrere  in  demselben  mitgetheiite 
Aufsätze,  z.B.  von  Arndt,  Schlumilchu. A.,  arbeiten  daraufhin, 
und  besonders  sind  den  Lehrern ,  die  nicht  auf  die  Quellen  zurück- 
gehen wollen ,  auch  die  bis  jetzt  erschienenen ,  ebenfalls  im  We- 
sentlichen in  Euklidischem  Geiste  abgefassten  drei  Schriften  von 
Adams  über  die  Transversalen,  über  die  harmonischen  Verhält- 
nisse und  über  das  Dreieck  zu  empfehlen ,  in  denen  schon  ein  sehr 
reiches  Material  niedergelegt  ist.  Auch  verdient  von  Neuem  auf 
das  im  Literar.  Berichte.  Nr.  III.  S.  53.  angezeigte  Schriftchen  von 
R.  Wolf,  ferner  auf  die  Lehrbücher  der  Geometrie  von  Kunze, 
Müller,  Bretschneider  u.  A.  aufmerksam  gemacht  zu  werden. 

Die  merkwürdigsten  Eigenschaften  des  geradlini- 
en  Dreiecks.  Von  C.  Adams.  Mit  zwei  Kupfertafeln, 
"interthur.    1846.    8.    1  Rthlr.  6  ggr. 

Diese  Schrift  kann  als  eine  Fortsetzung  der  beiden  in  Nro. 
XV.  S.  230.  und  Nro.  XXIII.  S.  350.  des  Literarischen  Berichts 
angezeigten  Schriften  desselben  Verfassers  über  die  Lehre  von 
den  Transversalen  und  über  die  harmonischen  Verhältnisse  be- 
trachtet werden,  und  hat  auch  ganz  denselben,  namentlich  am 
letzteren  Orte  ausführlich  von  uns  angegebenen,  sehr  löblichen 
Zweck,  worüber  wir  uns  daher  hier  nicht  weiter  zu  verbreiten 
brauchen.  Dieselbe  ist  in  fünf  Abschnitte  getheilt,  welche  die  fol- 
genden Ueberschriften  führen :  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln 
und  Seiten  des  Dreiecks.  Der  umschriebene  und  die  vier  berüh- 
renden Kreise.  Die  Höhenperpendikel.  Die  Distanzen  der  wich- 
tigsten Punkte  im  Dreieck.  Aufgaben.  — -  Die  Darstellung  ist  überall 
dem  Gegenstande  völlig  angemessen :  einfach,  deutlich  'und  klar. 
Die  Einmischung  der  Trigonometrie  ist  jzanz  vermieden  worden, 
was  nur  völlig  gebilligt  werden  kann.  Eben  so  zweckmässig  er- 
scheint es  bei  einer  Schrift,  wie  die  vorliegende,  dass  die  Lehr- 
sätze und  Aufgaben  von  einander  getrennt  .worden  sind.  Jeder 
Lehrer  wird  in  derselben  ein  reiches  Material  von  Sätzen  finden, 
von  denen  er  auch  häufig  sehr  zweckmässige  Anwendungen  als 
Uebungsaufgaben  machen  können  wird. 

An^er:  über  den  Einfluss  der  Projektionslehre  auf  die  neuere 
Geometrie.    Danzig.    1845.    4|  ggr. 

Jacobs:  ausführliches  L^ehr-  und  Uebungsbuch  der  Anfangs* 
c^tünde  der  ebenen  analytischen  Geometrie.  Braunschweig.  1845. 
1  Rthlr.  16  ggr. 
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PraKtteche  Oeometrie« 


Heusioeer,  K.  L«:  Abhandlangen  aus  dem  Gebiet  der  Feld- 
ntesskuDst,     Friedberg.    1845.    18  ggr. 

Bourns,  C«:  Principles  aqd  Practise  of  Land  Engineeriog, 
Trigonometrical^  Snbterraneous  and  Marine  Sarveying«  with  an 
Appendix.    2d.  edition    1846.    15  s. 

In  den  Mitth.eilungen  der  natnrforscbenden  Gesell- 
scbaftinBern.  1844.  IVro.  26.  Nr.  36—38.  findet  man  interes- 
sante Notizen  zur  Gescbichte  der  Vermessungen  in  der 
Scbweiz  von  Herrn  Rudolf  Wolf.  Nto.  36 — 38.  I^treffen  For- 
zügiich  die  von  Johann  Georg  Tralles  in  den  Jahren  1788 
bis  1798  ausgeführten  Arbeiten.  In  dem  ersteren  Jahre  maass  er 
eine  Standlinie  bei  Thun. .  Eine  zweite  Basis  maass  er  vom  5.  Ins 
13.  September  1791  mit  einer  Ramsden'schen  Stahlkette  von  100 
Pariser  Fuss  auf  dem  grossen  Moose  bei  Aarberg  zur  Belehrung 
und  auf  Kosten  seines  Schülers  Hassler,  welcher,  1770  zu  Aarao 

geboren,  am  21.  November  1843  als  Chef  der  amerikaniseben 
Lüstenvermessung  starb.  Durch  das  Einrücken  der  Franzosen  In 
Bern  im  Mfirz]79i8  wurden  die  ganzen  Arbeiten  unterbrochen,  änderst 
in  den  Jahren  1801  und  1802  dachte  man  daran»  sie  durch  Tralles 
fortsetzen  zu  lassen.  Aber  bald  brach  die  Helvetik  zusanunen, 
der  ängstliche  Tralles  flüchtete  nach  Neuenburg  und  kehrte  nicht 
wieder  (s.  oben  S.  412.). 

Die  erste  Periode  der  Vermessungsarfoeiten  m  der  Schweiz 
schloss  sich  sontit  ohne  srosae  Resultate ;  ab»  das  eine  VerdieDst 
Uelbt  ihr»  das  BedUrfnias  ^weckt  zu  hah^i  und  so  die  Mutier 
aller  folgenden  Arbeiten  in  diesem  Fache  geworden  zu  sein. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  Notizen  verdient  alle  Aufmunterung, 
dieselben  bis  zu  den  neuesten  Zeiten,  wo  bekanntlich  so  grosse 
UDd  ausgezeichnete  geodätische  Operationen  in  der  Schweiz  ans- 
geführt  worden  sind  (m.  s.  z  B.  Literar«  Bericht  Nro.  U.  8.  Sä»), 
fortzusetzen» 

Lehrbuch  der  höheren  Geodäsie  von  Dr.  Philipp 
Fischerei  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  und  Ma- 
thematik an  ^der  Gewerbschule  zu  Darmstadt  Erster 
Abscl^oitt  Enthaltend:  dieTheorie  der  Beobachtanes- 
fehler  und  ih^e  Ausgleichung  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate.    Darmstadt.    1845.    8.    20  ggr. 

Diese  Schrift  iät  nichts  mehr  und  nichts  Weniger  als  ein  bei 
Weitem  dem  grussten  Theile  nach  ganz  wörtlicher  Auszug 
aus  Encke'a,  wie  wir  wenigstens  meine»  sollten,  qnter  allen 
Leuten  von  F«ch  sehr  bekannt  gewordenen  *)  Abhandinng  über 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  in  den  Jahrgängen  IßSA,  1835» 


*)    Der  Herr  Verfasser  scheint  freilich  nach  S.  VI.  der  Vorrede  dai 
Gegentheil  zu  glauben. 
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1836  des  Berliner  astronomischen  Jahrbuchs,  mit  verschiedenen 
nicht  selten  ziemiich  wilikührUchen  und  dem  richtigen  Verständ- 
niss  eben  keinen  Vorschub  leistenden  Auslassungen ,  und  einieen 
Zusätzen  aus  ein  Paar  kleineren  Aufsätzen  von  Bessel  und  Ja- 
cobi,  also 5  wie  wir  leider  nicht  anders  sagen  kunnen,  eine  ganz 
unselbstständige  Arbeit.  Ueber  die  Anwendung  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  in  der  Geodäsie  kommt  auch  fast  gerade  nur 
das  vor,  was  sich  darüber  in  Encke*s  Abhandlung  findet,  und  von 
einem  Verhältniss  seiner  (d.  h.  des  Herrn  Verfassers)  Arbeit 
zu  der  in  Nro.  XII.  8. 183.  des  Literarischen  Berichts  angezeigten, 
nun  wohl,  wie  wir  wenigstens  hoffen  und  wünschen,  bekannt  senug 
gewordenen  trefHichea  Schrift  Gerlings  über  denselben  Gegen- 
stand, welche,  wie  jeder  Kundige  weiss  und  bei  näherer  Ansicht 
sogleich  finden  wird,  als  das  nicht  leicht  zu  gewinnende  Resultat 
einer  langjährigen'  geodätischen  Praxis  zu  betrachten  ist,  kann  daher 
par  keine  Rede  sein,  wie  ausführlich  sich  der  Herr  Verfasser  auch 
in  der  Vorrede  über  ein  solches  Verhältniss  verbreiten  mag.  Wenn 
der  Herr  Verfasser  aber  in  der  Vorrede  S.  VI.  säet,  dass  er  ohne 
die  ihm  durch  Encke's  Abhandlung  gewährte  Erleichterung  gar 
nicht  im  Stande  gewesen  sein  würde,  etwas  so  ziemlich  Voll- 
ständiges, und  jedenfalls  nicht  in  der  Kürze  der  Zeit,  welche  er 
auf  seine  Arbeit  verwenden  konnte,  zu  liefern,  so  können  wir  ihm 
darin  nach  der  vorliegenden  Probe  nur  vollkommen  beistimmen. 

Kolbe,  F.:  Sehnen tafel,  enthält  die  zur  Bestimmung  aller 
Winkel  von  0^  bis  180^  von  Minute  zu  Minute  erforderlichen  Seh- 
nen für  den  Halbmesser  :;=  100.    Halberstadt  1845.    4,    8  ggr. 


Triff  onometrie. 


Lautes ch läger:  Trigonometrische  Aufgaben  mit  vollstän- 
digen Auflosungen.  Ein  Hülfsbnch  för  Lehrer  der  Physik. 
Darmstadt.   1845.    16  ggr. 


RIecliaiilk. 


Mi g out  und  Bergery:  theoretisch  praktische  Anleitung 
zur  Berechnung  der  ffäräuchlichsten  Maschinen.  Deutsch  von 
Schnuse  und  W.  BornEardt.  Braunschweig,  1845.  2  Rthlr.  16  ggr. 
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Optik. 


In  dem  Literarischen  Berichte  Nro.  Xlll.  S.  200.  ist  über  die 
optischen  Arbeiten  des  Herrn  Professors  Joseph  Petzyal  io 
^ien  Bericht  erstattet  worden.  Seit  jener  Zeit  ist  Aber  den 
weiteren  Fortgang  dieser  Arbeiten  uns  nur  erst  vor  ganz  kurzer 
Zeit  eine  ans  der  Wiener  Zeitung  vom  IL  December  1845 
entlehnte  Nachricht  zugeganeen,  welche  wir  den  Lesern  des  Ar- 
chivs, denen  wohl  nicht  aUen  die  genannte  Zeitung  zu  Gesicht 
kommen  dürfte,  im  Folgenden  mitthelMu : 

„Wissenschaftliche  Nachrichten.^^ 

yySchon  im  Jahre  1843  setzte  ich  das  wissenschaftliche  Pd- 
blicum  in  einer  Schrift«  betitelt:  „Bericht  über  die  Ergeb- 
nisse einiger  dioptrischen  Untersuchunsen''  InKenntoiss 
von  den  unter  meiner  Leitung  stehenden  optischen  Arbeiten,  und 
versprach  darin,  wenigstens  einige  der,  die  vornehmsten  optischen 
Gebilde:  Femrohr,  Mikroskop,  Camera  obscura,  angehenden  Be- 
rechnungen praktisch  ausführen  zu  lassen,  und  über  die  Eigen- 
thümlichkeiten  dieser  Linsen  -  Combinationen  einen  Bericht  hinzu- 
zufügen. — ^  Der  Ausfahrung  dieses  Vorhabens  stemmten  sich 
jedoch  mancherlei  unvorhemsehene  Schwierigkeiten  en^egen, 
und  ich  bin  erst  jetzt  im  l^nde  meinem  Versprechen  nachzu- 
kommen, wünsche  jedoch  fOr  diese  VetzOgerung  das  Publicum 
dadurch  schadlos  zu  halten ,  dass  ich ,  den  Aulschwung  eines  edlen 
Industriezweiges  in  Oesterreich  als  Zweck  stets  im  Auge  behal- 
tend ,  nicht  nur  Sorge  trage  für  die  immer  gleiche  Güte  und  wo 
möglich  Veredlung  der  unter  meiner  Leitung  zu  Stande  kommenden 
Erzeugnisse,  sondern  auch  von  nun  an  Einffluss  nehme  auf  die 
Billigkeit  der  Preise,  in  so  fem  wenigstens,  als  solche  mit  der 
Gediegenheit  der  Arbeiten  vereinbar  ist.  Die  hierauf  abzielenden 
Massregeln  sind  bereits  getroffen,  und  ich  habe  als  zu  denselben 
gehurig  nur  noch  hinzuzufügen :  dass  ich  selbst  das  Publicum  in 
einfacner  und  präciser  Sprache  bei  jedem  unter  meiner  Leitung 
ausgeführten  optischen  Instramente  inKenntniss  zu  setzen  gesonnen 
bin  von  dem  Zwecke ,  den  Eigenschaften  und  Leistungen  dessel- 
ben, welche  Letztere,  so  oft  diess  thunlich  ist,  ohne  der  Ver- 
ständlichkeit Eintrag  zu  thun,  genau  bestimmt,  und  in  Zahlen 
ausgedrückt  werden  sollen;  dass  ferner  (um  'dem  Missbrauche 
meines  Namens  vorzubeugen)  nur  diejenigen  Instrumente  oder 
Apparate  als  nach  meiner  Angabe  ausgeführt  zu  betrachten  seien, 
die  ich  in  geeigneter  Art  als  solche  anerkenne. 

Als  ersten  der  auszuführenden '  Gegenstände  *  habe  ich  einen 
solchen  gewählt ,  der  einerseits  keines  grossen  mechanisch  -  opti- 
schen E&biissements  bedarf,  und  doch  andererseits  sich  als  der 
interessanteste  und  edelste  der  Optik  beurkundet,  durch  seine  be- 
sonderen Eigenschaften  sowohl  als  auch  durch 'den  Umstand,  dass 
er  Tugenden  eines  optischen  Instrumentes:  Schärfe,  Lichtstärke, 
Gesichtsfeld,  die  die  Anderen  nur  theilweise  benSthigen,  seiner 
Natur  nach  im  vollsten  Maasse  besitzen  muss.  Ich  meine  das 
Lampen-  oder  Hydrooxygen  -  Gas  -  Mikroskop.    Hiermit  ist  aber 
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unzertrennlich  das  optische  Beleuchtung  «Prohlem  ?erknfipft^  so 
dass  zu  gleicher  Zeit  dieses  einer  befriedigenden  Lösung  entge- 
gengeführt werden  musste.  -—  Auch  hegte  ich  die  Absicht,  gleich- 
zeitig die  theoretischen  Resultate  meiner  mehrjährigen  Untersu- 
chungen zu  veröffentlichen.  —  Allein  diesem  Vornaben  trat  jedoch 
eine  schwere  Krankheit,  an  deren  Folgen  ich  noch  leide,  hindernd 
in  den  Weg,  und  ich  sehe  mich  Jetzt  genuthigt,  dem  wissenschaft- 
lichen Pumicum  einstweilen  dasjenige ,  was  wirklich  fertig^  gewor- 
den ist,  zu  übergeben,' nämlich  den  Beleuchtungsapnarat  mit  einem 
mikroskopischen  Objective  grösserer  Art.  Es  ist  aieser  Beleuch- 
tungsapparat als  solcher  ein  selbstständiges  Ganzes ,  und  geeignet 
zu  verschiedenen,  dem  in  photographischer  oder* optischer  Technik 
Bewanderten  leicht  einleuchtenden,  Anwendungen,  >]unter  anderen 
auch  zur  Erzeugung  der  sogenannten  Nebelbilder.  Ich  hoffe,  ja  ich 
bin  überzeugt  davon,  dass,  gleichwie  das  von  mir  angegebene 
Daguerreoh^pen  -  Objectiv  zu  mehreren  nützlichen  Entdeckungen 
die  erste  Veranlassung  wurde ,  auch  dieser  Apparat  zu  neuen  Fort- 
schritten in  mehreren  Kunst-  und  Industriezweigen,  namentlich  im 
Gebiete  der  technischen  Beleuchtungs  -  Industrie,  Gelegenheit  geben 
wird,  welche  Fortschritte  ihrerseits  wieder  der  Wissenschaft  zu 
Gute  kommen  werden.  Obwohl  ich  nun  diesen  Apparat  als  das 
erste  Glied  eines  wissenschaftlichen  Werkzeuges,  nämnch  der  Lam 
pen -Mikroskope,  betrachte,  so  empfangt  doch  in  ihm  das  Publicum 
ein  Instrument,  welches  zur  Verschönerung  jedes  socialen  Lebens 
vorzüglich  geeignet  ist. 

Die  Ausführung  dieser  Apparate  ist  dem  Herrn  Optiker  WaibI 
(Mariahilfer  Hauptstrasse  Nr.  40.)  übertragen.  Er  besteht  wesent- 
lich aus  zwei  Tneilen,  dem  bildmachenden  und  beleuchtenden. 
Ersterer  muss  die  Eigenschaft  haben ,  von  dem  abzubildenden  Ge- 
genstande ein^achromatisches,  genügend  scharfes  und  perspectivisch 
richtiges  Bild  zu  liefern,  d.  h.  eine  gerade  Linie  an  keiner  Stelle 
des  Gesichtsfeldes  in  eine  krumme  zu  verwandeln.  Der  Andere 
soll  die  Eigenschaft  haben,  nicht  etwa  Licht  zu  erzeugen,  —  wie 
keine  Maschine  Kraft  erzeugt,  —  sondern  das  von  irgend  einer 
Lichtquelle,  etwa  einer  Lampe,  ausströmende  Licht  auf  das  zweck- 
mässigste  zu  verwenden,  und  eben  dadurch  gewissermassen  zu 
vervielfältigen.  —  Der  Quantität  nach  hängen  nun  die  Leistungen 
eines  solchen  Apparates  von  den  Dimensionen  desselben  ab ;  der 
kleinste  derjenigen,  die  bei  Herrn  Waibl  verfertigt  werden,  hat  die 
Eigenschaft,  das  Licht  einer  Lampe,  bei  welcher  der  Durchmesser 
des  Brenners  einen  Zoll  nicht  überschreitet,  zu  versechsfachen, 
oder  da  bei  dieser  Grösse  die  Lampe  eine  Lichtstärke  von  etwa 
16  Millikerzen  besitzt,  auf  eine  dem  Apparate  gegenüberstehende 
Wand  ein  solches  Licht  zu  werfen ,  wie  es  von  der  Stelle  aus,  wo 
der  Apparat  steht ,  aber  ohne  denselben  6  Lampen  oder  96  Kerzen 
werfen  würden.  Mit  den  Dimensionen  des  Apparates  aber  stei^ 
die  Lichtstärke  desselben  im  kubischen  Verhältnisse,  d.  h.  ein 
zweimal  grösserer  Apparat  hat  achtmal  so  viel  Licht.  Verwendet 
man  den  Beleuchtungs -Apparat  zur  Erzeugung  von  Nebelbildem, 
so  verhält  er  sich  zu  den  frühern  Erzeugnissen  dieser  Art,  wie 
sich  das  von  mir  angegebene  Daguerreotypen  -  Objectiv  zu  den 
früheren  Erzeugnissen  jener  Art  verhielt:  £r  leistet  nämlich  mit 
der  einfachen  Oellamne  bei  gleichen  Dimensionen  ungefähr  das- 
selbe» was  sonst  mit  aem  in  Hydroozygengas  glühenden  Kalkcylin- 


4er  miigmgk  waide,  qihI  Ikfcrt  ait  Igfarttmi  ESwte»  die,  wenn 
■an  wUl,  dkr  Intensität  den  Tagesliditee  gleich  konmen»  ja  die- 
eelbe  fiberliieten  können«  —  &Aem  erfeidert  die  Handnahnng 
diceee  Instrameniee  weder  besondere  Gesckickiickkeit,  nork  ansser- 
gewoknficke  Vocsickt. 

UefT  Waibl,  der  dnrdi  ein  k.  k*  nnssckliessL  PrlTilegiam  ge- 
sehitEt  ist,  hat  diese  Amiarate  in  drnerlei  Dimensionen  verfertigt» 
and  ist  iierait,  selbe  nacn  Wonsch  in  jeder  beliebigen  GrSsse  an 
lielem.  ProL  Dr.  Jos.  Petaval.'' 

Gewiss  würde  es  Tiel^n  Lesern  des  ÄrchiTs  aD^^eneTiin  sein, 
aii<;k  die  Preise  der  Apparate,  aufweiche  lo  der  vorhergeheoden 
Anzeige  aafmerksam  gemacht  worden  ist',  kennen  zu  Temeo,  wes- 
halb wir  uns  erlauben,  Herrn  Prof.  Petzval  oder  Herrn  WaibI 
hier  um  deren  geföllise  Mittheilung  zu  ersuchen ,  und  werden  dann 
nicht  unterlassen,  dieselben  in  dtesem  Literarischen  Berichte  zu 
allgemeiner  Kenntniss  zu  bringen. 


Astronomie 


Biet:  Trait^  ^li^entaire  d'astronomie  physique.  Tom.  DI. 
Paris.   1845. 

Karsten:  kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr 
1840.    Rostock.    1845.    8.  ggr. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  L  k.  Majestät  auf  uffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der 
Sternwarte,  und  F.  Schaub,  Adjunct  der  Sternwarte* 
Drei  und  zwanzigster  Theil.  Neuer  Fol^e  Dritter 
Band«  Mit  drei  lithographirten  Beilagen.  4.  Wien.  1845. 

Der  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender :  Beobachtung  der 
Sonnenfinsterniss  rom  8.  Juli  1842  zu  Oedenburg  in  Ungarn.  Von 
Herrn  Dr.  C.  Bremiker.  —  Meteorologische  und  astronomische 
Beobachtungen,  angestellt  zu  Prag  in  den  Jahren  ]^8*-«1832  von 
Herrn  F«  C*  Hallasch ka.  Probst  zu  Ait*Bnnzlan,  k.  k.  wirkl. 
Hofrath  und  Director  der  philosophischen  Studien.  -^  Facsimile 
einer  Handschrift  Ton  Johann  Kepler.  *-  Facsimile  eines  Fragments 
ans  P.  M.  Heli's  astronomischem  Tc^ebncfae  auf  Wardoe«  —  Be- 
sdireibung  des  neuen  Regulators  am  Uhrwerke  des  Refractors  und 
einer  Einrichtung  zum  Einstellen  am  Stundenkreise  bei  fortwahren- 
dem Eingriffe  der  Vkt.  VonHettnChr.  Starke,  leitendem  Werk- 
meister am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien.  *~  Resultate 
der  Planeten  •Beobachtungen  am  Meridiankreise  im  Jahre  1842. — 
Redudrte  BeobachtungMi  des  Mondes  am  Mmdiankreise  im  Jahre 
1642.  ^  Beobachtete  Mondsterne  1842.  —  Resultate  der  Planeten* 
Beobachtnngen  am  Meridfemkrsise  im  Jahre  1843*  -^  Reducirte 
Bcdbaühtnngen  des  Mondes  am  Meridiankreise  im  Jahre  1843«  -^ 
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Beobachtete  ^ondstertoe  1843.  -^  SterabedeckuMen  beobachtet  in 
den  Jahren  1843  nnd  1844.  —  Berichtigung«  —  Beobachtungen  am 
Meridiankreiee.  —  Uebemicht  der  meteorologischen  Beobachtungen 
kn  Jahre  1843.  —  Verzeichnisa  der  Werlce,  welche  der  ic.  Ic»  Stern- 
warte Tom  September  1843  bis  Ende  1844  als  Geschenke  zuge- 
kommen sind.  -^  Verzeichniss  der  Anstalten  des  Auslandes,  welche 
alijährlich  mit  einem  Exemplare  der  Annalen  betheilt  werden*  -« 
Preis -Tarif  der  Werkstätte  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  a« 
Wien.  •—  Preis -Tarif  von  Herrn  S.  Plussi. 

Man  wird  hieraus  den  reichen  Inhalt  dieses  Bandes  und  den 
Eifer  und  die  Umsicht,  womit  die  Herren  Herausgeber  der  Stern- 
warte zu  Wien  Torstehen,  erkennen. 


P  li  y  §  1  k< 


Gehler)»  physikalisches  Wörterbuch.  IL  Bd.  Sacb*  und 
Namenregister  mit  ergänzenden  Zusätzen  v.  G.  W.  Muncke.  Nebst 
Nachtr.  zu  dem  Verz.  geogr.  Ortsbestimmungen  von  C.  L«  v»  Littreiw. 
Leipzig.    1845.    4  Rthlr. 

Littrow,  C.  L.  y. :  Nachträge  zu  dem  Verzeichniss  geogr. 
Ortsbestimmungen.    Leipzig.  1845.    4  ggr. 

Notice  sur  Tart  aärostatique  par  un  a^ronaute.    Lille.    1845. 

Herger«  die  Systeme  der  magnetischen  Curven,  Isogonen  und 
Isodynamen  nebst  anderweitigen  empirischen  Forschungen  über  die 
magnetisch  «polaren  Kräfte.  Elrläutert  von  Ernst  Herger.  2  —  4te 
Lief,  mit  22  Taf.  Leipzig.  1845.  9  Rthlr.  (S.  Literar.  Bericht 
Nro,  XXH.  S.  343.) 

Pohl:  der  Elektromagnetismus  und  die  Bewegung  der  Him- 
melskörper  in    ittter    gegenseitigen   Bezi^ung.     Breslau«   1846, 

18.  ggr.  .... 

Die  periodisch  wiederkehrenden  Eiszeiten  und  Sindfluthen  und 
die  wichtigsten  Folgerungen  aus  diesen  wechselnden  Ueber- 
schwemraungen  der  südlichen  und  nurdlichen  Kontinente  von 
W.  V.  Brucbhausen.    8.    Trier.   1845.    1  Rthlr. 


Fermiscltte  iSehrifton» 


J.  J-  V.  Littrow's  vermischte  Schriften.  Herausge- 
geben von  C.  L.  V.  Littrow,  Director  der  Sternwarte 
zu  Wien.  Drei  Bände«  £t««M^«nd.  Stuttgart.  1845. 
8.    1  Rthlr.  18  ggr. 
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Mit  dieser  Sanunlaog  der  vemiiflchteii  Schriften  seines  Ter- 
storbenen  Vaters  hat  Herr  Uirector  C.  L.  v*  Littrov?  gewiss  vieien 
Lesern  ein  sehr  angenehmes  Geschenk  gemacht.  Ausser  mehreren 
anderen  Aufsätzen  enthält  dieser  erste  ßand  auch  Manches,  was 
▼on  allgemeinem  mathematischen  und  physikalischen  Interesse  ist 
und  unter  den  populären  Schriften  dieser  Art  immer  eine  Vorzug* 
liehe  Stelle  einnehmen  wird,  da  J.  J.  v.  Littrow's  Talent  rar 
wahrhaft  populäre  Darstellungen  bekannt  genug  ist.  Wir  erlauben 
'  uns  die  Leser  in  dieser  Beziehung  nur  auf  Folgendes  aufmerksam 
zu  machen :  Unrichtigkeit  der  christlichen  Zeitrechnung.  Der  Winter. 
Ueber  das  Nordlicht.  Witterung  des  Cholerajahres  1831.  Regu- 
lirung  der  uffentlichen  Uhren.  Wittwen- Institute  im  Allgemeinen. 
Ueber  eine  Verbes^serung  der  Fernrohre  durcfar  einen  vaterländi- 
schen Künstler  (ein  sehr  klar  geschriebener  Aufsatz  über  Fern- 
rohre im  Allgemeinen,  .namentlich  aber  über  das  achromatische 
Fernrohr  und  das  dialy tische  Fernrohr  insbesondere).  —  Die  mit- 

fstheilten  Recensionen  sind  immer  selbst  gemeinverständliche 
ufsätze  über  die  betreffenden  Gegenstände,  namentlich  die  fol- 
S enden  hierher  gehörenden  :  Babbage,  Economy  of  Machtnery. 
tabbage,  on  the  Decline  of  science  in  England.  Brewster,  tbe 
life  of  Newton.  Brewster,  natürliche  Magie.  Garthe,  Heiligen- 
schein, -n  Wür  sehen  der  Fortsetzung  dieser  Sammlung  mit  Ver- 
langen entgegen. 

The  American  Journal  of  Science  and  Arts.  Con- 
ducted  by  Professor  Silliman  and  Benjamin  Silliman. 
New  Haven.    (S.  Literar.  Bericht  Nro.  XXVII.  S.  407.)- 

VoL  XLIX.  1845*  Mro.  I.  Art.  IL  Account  of  some  new 
Articles  of  Pbilosophical  Apparatus;  by  Prof.  E.  S.  Snell.  p.  %. 
—  Art.  VIIL  Singular  case  of  Parhelion,  with  a  statement  of  the 
Theory  of  ordinary  Halos;  by  Prof.  E.  S.,Snell.  p.  73.  —  Art. 
XL  Practical  observations  on  the  Generation  of  Statical  Electri- 
city  by  the  Electrical  Machine:  by  Lieut.  George  W.  Rains, 
U.  S.  A.  p.  93.  —  Art.  XIV.  New  Electro  -  Magnetic  Engioe;  by 
Prof.  C'har.  G.  Page.  p.  131.  —  Art.  XV.  Axial  Galvanometer, 
and  Double  Axial  Reciprocating  Engine;  by  Prof.  Charles  G. 
Page.  p.  136.  —  Art.  AVI.  Report  of  Observations  on  the  Tran- 
sit of  Mercury,  Mai  8th.,  1845;  by  Prof.  Olmsted.  p.  142. 


Druckfehler. 


Thl.  VII.  Qeft  IV.  S.  848.  muM  die  Nummer  der  Abhandlung  nicht 
LX,  londern  „XL"  heitsen. 
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